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Herrn  Geheimen  Regierungs  -  Rath,  Professor 


Ernst  Eduard  Kummer 


zum  29.  Januar  1890 


in  Verehrung  und  Dankbarkeit 


zugeeignet. 


Vorwort  zum  ersten  Bande. 

Geordnet  nach  der  Zeitfolge  ihrer  ersten  Veröffentlichung  sind 
in  dem  vorliegenden  Bande  diejenigen  in  den  Jahren  1865 — 1887  ver- 
öffentlichten wissenschaftlichen  Abhandlungen  des  Unterzeichneten  in 
neuem  Abdrucke  vereinigt  worden,  welche  auf  die  Flächen  kleinsten 
Flächeninhalts  Bezug  haben. 

Der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  in 
Berlin  spreche  ich  für  die  Liberalität,  mit  welcher  dieselbe  den  Ab- 
druck der  im  Jahre  1871  auf  Kosten  der  Königlichen  Akademie  ge- 
druckten Preisschrift  ;,Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche ^ 
mir  gestattet  hat,  meinen  ehrerbietigsten  Dank  aus. 

Vor  dem  Abdrucke  sind  alle  Abhandlungen  einer  wiederholten, 
sorgfältigen  Durchsicht ,  beziehungsweise  Bearbeitung  unterzogen 
worden :  überall  da,  wo  es  wünschenswerth  erschien,  einen  Ausdruck, 
der  mich  weniger  befriedigte,  durch  einen  anderen  zu  ersetzen,  bin 
ich  bemüht  gewesen,  einen  besseren  an  die  Stelle  zu  setzen.  Ausser 
wenigen  Druckfehlem  habe  ich  nur  eine  kleine  Zahl  von  Ilngenauig- 
keiten  zu  berichtigen  gefunden. 

Die  bei  Gelegenheit  des  Neudruckes  zu  einzelnen  Abhandlungen 
hinzugefügten  Anmerkungen  und  Zusätze  sind  am  Schlüsse  des  Bandes 
vereinigt.  Da  im  Texte  der  Abhandlungen  auf  diese  Zusätze  nicht 
verwiesen  werden  konnte ,  erlaube  ich  mir ,  an  dieser  Stelle  auf  die- 
selben hinzuweisen. 

Die  verehrliche  Verlagsbuchhandlung  ist  allen  meinen,  die  äussere 
Ausstattung  betreffenden  Wünschen  mit  der  grössten  Bereitwilligkeit 


Vll  Vorwort. 

entgegengekommen.    Die  diesem  Bande  beigegebenen  vier  lithographi- 
schen Figurentafeln  verpflichten  mich  zu  besonderem  Danke. 

Bei  der  Correctur  der  einzelnen  Druckbogen  dieses  Bandes  bin 
ich  von  Herrn  Dr.  Diestel  in  dankenswerther  Weise  unterstützt 
worden. 


Gröttingen,  im  Januar  1890. 


H.  A.  Schwarz. 


Inhaltsverzeichniss  zum  ersten  Bande. 
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lieber  die  Minimalfläche ,  deren  Begrenzung 
als  ein  von  vier  Kanten  eines  regulären 
Tetraeders     gebildetes     räumliches      Vierseit 

gegeben  ist. 


Im  April  1865  TOn  Horrn  E  a  m  m  e  r  der  Königlichen  Akademie  der  Wiaseiiflcliafteii  zu  Berlin 
mitgeilieilt.  Monateberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zn  Berlin,  Jahrgang 
1865,  Seite  149-153. 

Mit  der  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlichen  Abbildung  der  Ge- 
sammtoberflächen  der  regelmässigen  Polyeder  auf  die  Kugel  hängt 
eine  Anzahl  von  Minimalflächen  zusammen,  auf  denen  unendlich  viele 
Gerade  liegen,  welche  einander  zum  Theil  schneiden. 

Zu  diesen  Flächen  gehört  als  einfachste  unter  ihnen  die  durch 
vier  Kanten  eines  regelmässigen  Tetraeders  gehende  und  innerhalb 
dieser  Begrenzungslinie  kleinste  Fläche,  welche  aus  der  conformen 
Abbildung  der  Oberfläche  eines  Würfels  auf  die  Kugel  entspringt. 

(Die  Modelle,  welche  gleichzeitig  mit  der  Mittheilung  dieses  Auf- 
satzes an  die  Königliche  Akademie  derselben  vorgelegt  worden  sind, 
werden  durch  die  auf  den  Figurentafeln  1,  2  und  3  enthaltenen  Zeich- 
nniigen  veranschaulicht.) 

Bezeichnen  | ,  ri  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in 
der  Ebene ,  X,  Y,  Z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  im 
Räume,  so  stellen  bekanntlich  die  Gleichungen 

X  =  —^—        V  -      ^^  7  -  S'+^'-l 

die  Fläche  einer  durch  Verwandlung  mittelst  reciproker  Radien  aus 
dieser  Ebene  entstandenen  Kugel  dar,  auf  welche  die  Ebene  in  den 
kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  wird. 
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Das  Integral 


p  +  qt 


-/ 


v^i-i4(g+i?iy+(S+"i?iy 


dessen  Umkehmng  zwölfdeutig  ist,    bildet    die  Ebene    (1,1?)   in    den 
kleinsten  Theilen  ähnlich  anf  ein  Netz  ab,  welches  entsteht,  wenn  die 
Oberfläche  eines  Wüi^fels    auf   die  Ebene  (p,q)    unendlich   oft  ausge- 
breitet wird  und  welches  alsdann  diese  Ebene  zwölffach  bedeckt. 
Durch  die  Substitution 

verwandelt  sich  dieses  Integral  in 

.  ^       1       f       dji^ 


so  dass  diese  Abbildung  nur  von  elliptischen  Functionen  abhängig 
ist,  und  zwar  von  den  lemniscatischen  mit  dem  Modul  V^. 

Die  conforrae  Abbildung  auf  die  Kugel  ist  hierbei  eine  derartige, 
dass^aUe  Kanten  des  Würfels,  die  Diagonalen  und  Mittellinien  seiner 
Seitenflächen  sich  auf  Theile  grösster  Kreise  abbilden  und  dass  jedem 
Punkte  der  Würfeloberfläche,  welche  man  aus  der  Ebene  (^,  q )  durch 
Zusammenfalten  herstellt,  nur  ein  Punkt  der  Kugel  entspricht  und 
umgekehrt. 

Jeder  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlichen  Abbildung  der  Ober- 
fläche einer  Kugel  auf  eine  Ebene,  bewirkt  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form 

9 

entspricht,  wie  Herr  J.  Weingarten  im  Grelle  -  Borchardt'schen 
Journal  Bd.  62,  S.  160  gezeigt  hat,  eine  bestimmte  Minimalfläche  durch 
die  Gleichungen 

d.  =  Q(^dp-^di). 
Setzt  msji 


\i,-j(«r.JiLlj~.V"*"»BnlmM  tlli*Kl,aWta™l 
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wo  also  r,  cos  q),  sin  q>  algebraische  Functionen  von  6  ^iid  i^  sind ,  so 
findet  man  für  den  Hauptkrümmungsradius  q  der  Minimalfläche  und 
für  die  Differentiale  der  Coordinaten  eines  Punktes  derselben  die 
Gleichungen 


9  = 


4r 


,S 


^^  =  -2^[(l-|'+i?')(cos29rfS  +  sin29e?i^)---2|i?(sin29dg-cos29)di^)], 

rfy  =  -2^[(l+5'-i?')(sin29(?|-cos2<pdi^)-2|i?(cos29d6  +  sin2<pdi?^^^ 

rf-sr  =  -g^  [       2|      (cos  2<p  (i|  +  sin  2<p  drj[)      +  2i?  (sin  2^  dg  —  cos  2^  diy)] . 

Das  Modell  I  (siehe  die  Zeichnung  auf  Taf.  1.)  stellt  dar  einen 
einfach  zusammenhängenden  Theil  M  der  Minimalfläche,  welcher  einer 
Seitenfläche  des  Würfels  entspricht.  Das  Grestell,  die  Umgrenzung, 
ist  aus  schwachem  Draht  gefertigt,  der  in  die  Form  der  Seiten  eines 
räumlichen  Vierseits  AB  G  D  gebogen  ist  und  vier  Kanten  eines 
regelmässigen  Tetraeders  darstellt.  Diese  vier  Geraden  auf  der 
Fläche  entsprechen  den  Seiten  des  Quadrats.  Das  Flächenstück  selbst 
ist  dargestellt  durch  eine  dünne  Haut  von  Gelatine,  welche  vor  den 
zu  ähnlichen  Zwecken  angewendeten  Lamellen  von  Glycerinseifen- 
wasser  den  Vorzug  der  Beständigkeit  in  trockenem  Zustande  hat. 

Die  Fläche  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Tetraeders  hin- 
durch, in  welchem  sich  die  Mittellinien  desselben,  die  geraden  Ver- 
bindungslinien der  Mitten  seiner  Gegenkanten  schneiden.  Von  diesen 
steht  die  eine  J  K  normal  auf  der  Fläche,  während  die  beiden  anderen, 
EF  und  GH^  wie  aus  der  Discussion  der  angegebenen  Gleichungen 
hervorgeht  und  wie  das  Modell  zeigt,  ganz  auf  der  Fläche  liegen ;  sie 
entsprechen  den  Mittellinien  des  Quadrats. 

Ein  besonderes  Interesse  erhält  die  Fläche  durch  ihre  Fortsetzung, 
weil  sie  die  Eigenschaft  hat,  aus  lauter  congruenten  Theilen  zu  be* 
stehen,  von  denen  einen  Modell  I  darstellt. 

Indem  man  zwei  Exemplare  des  Modells  I  in  geeigneter  Weise 
längs  einer  Kante  zusammenhält,  kann  man  sich  überzeugen,  dass 
dieselben  längs  dieser  Kante  in  allen  Punkten  gemeinschaftliche  Tan- 
gentialebenen haben. 

Sechs   solche  in  einer  Ecke   zusammenstossende  Theile,   welchen 

1* 
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drei,  in  derselben  Ecke  des  Würfels  zusammenstossende  Quadrate  ent- 
sprechen, stellt  das  Modell  11  dar.  (Siehe  die  Zeichnung  auf  Taf.  2.) 
Errichtet  man  auf  den  sechs  gleichseitigen  Dreiecken,  in  welche  ein 
regelmässiges  Sechseck  (2,  4,  6,  8,  10,  12)  durch  seine  drei  Hauptdia- 
gonalen (2 — ^^8,4 — 10,6 — 12)getheilt  wird,  abwechselnd  nach  der  einen 
und  nach  der  andern  Seite  regelmässige  Tetraeder,  so  bilden  die  von 
den  Ecken  des  Sechseckes  ausgehenden  Tetraederkanten,  welche  nicht 
Seiten  desselben  sind,  das  Grestell  fiir  das  Modell  ü. 

Zwei  Exemplare  des  Modells  11,  in  entsprechender  Weise  anein- 
ander gehalten,  zeigen  den  weiteren  Verlauf  der  Fläche. 

Das  Modell  III  (siehe  die  Zeichnung  auf  Taf.  3.)  veranschaulicht, 
wie  sich  die  Fläche  von  den  Ecken  des  Modells  11  aus  fortsetzt,  die 
nicht  Ecken  jenes  Sechseckes  sind,  und  zeigt,  wie  dieselbe  theilweise 
in  sich  zurückkehrt. 

Zwei  gegenüberliegende  Seitenflächen  eines  regelmässigen  Oktae- 
ders fasse  man  als  Grundflächen  desselben  auf  und  denke  sich  auf 
die  anderen  Seitenflächen  desselben  regelmässige  Tetraeder  von  gleich 
langer  Kante  aufgesetzt.  Die  sechs  nicht  in  den  Grundflächen  des 
Oktaeders  liegenden  Kanten  desselben  und  deren  Gegenkanten  in  den 
einzelnen  Tetraedern  liegen  auf  der  Fläche  und  bilden  das  Gestell 
für  das  Modell  HI.  Das  durch  zwei  gleichseitige  in  den  Grundflächen 
des  Oktaeders  liegende  Dreiecke  begrenzte,  zweifach  zusammenhän- 
gende Flächenstück,  welches  durch  dieses  Modell  dargestellt  wird, 
enthält  ausser  den  genannten  Geraden  noch  sechs  Gerade,  Mittellinien 
jener  Tetraeder,  und  liegt  ausserhalb  des  Oktaeders,  in  dessen  inneren 
Raum  die  Fläche  auch  in  ihrer  Fortsetzung  nicht  eintritt.  Denkt 
man  sich  auf  die  beiden  Grundflächen  des  Oktaeders  regelmässige 
Tetraeder  von  gleich  langer  Kante  aufgesetzt,  so  tritt  auch  in  diese 
die  Fläche  nicht  ein..  Von  den  Kanten  d i e s e r Tetraeder  liegt  keine 
auf  der  Fläche.  In  Bezug  auf  die  vier  Seitenflächen  derselben  ist  die 
Fläche  sich  selbst  congruent ;  man  kann  auf  dieselben  wieder  Oktaeder 
aufsetzen,  in  welche  die  Fläche  nicht  eintritt  —  und  erhält  durch 
Fortsetzung  dieser  Construction  einen  kanalförmig  abgegrenzten  Raum, 
der  sich  von  jedem  der  zuletzt  erwähnten  Tetraeder  aus,  sowie  den 
denselben  entsprechenden  Tetraedern,  nach  vier  Richtungen  spaltet, 
im  Endlichen  zum  Theil  in  sich  zurückkehrt  und  sich  nach  jeder 
Richtung  hin  ins  Unendliche  erstreckt.  Dieser  Raum  liegt  auf  einer 
Seite  der  Fläche;  auf  der  anderen  Seite  liegt  ein  ihm  congruenter; 
die  Fläche  tritt  nur  in  die  vom  ganzen  Räume  noch  übrig  bleibenden 
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Tetraeder  ein.  —  Auf  diese  Weise  erhalt  man  eine  vollständige  Er- 
füllung des  Raumes  durch  Aneinanderlagerung  regelmässiger  Oktaeder 
und»  Tetraeder. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  sich  die  Fläche  in  periodi- 
scher Wiederholung  durch  den  ganzen  unendlichen  Raum  verbreitet, 
ohne  dass  ihre  Continuität  an  irgend  einer  Stelle  unterbrochen  wird 
und  ohne  dass  sie  sich  selbst  schneidet  oder  (reelle)  Eiiotenpunkte 
bekommt. 
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Ein«  von  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zn  Berlin  am  4.  Jnli  1867  gekrönte 
Preisschrift.    Mebet  einem  Nachtrage  nnd  einem  Anhange. 

Die  physikalisch-mathematische  Klasse  der  Königlich  Preussischen 
Akademie  der  Wissenschaften  hat  für  das  Jahr  1867  folgende  mathe- 
matische Preisfrage  gestellt: 

„Es   soll  irgend   ein  bedeutendes  Problem,   dessen  Gegenstand 

„der  Algebra,   der  Zahlentheorie,  Integral-Rechnung,  Greometrie, 

„Mechanik  und  mathematischen  Physik  angehören  kann,  mit  HüKe 

„der  elliptischen  oder  der  Abelschen  Transcendenten  vollständig 

„gelöst  werden.*^ 
Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  einer,    wie  der  Verfasser 
glaubt,    nicht  ganz  unwichtigen  Aufgabe,    welche   der  Forderung  der 
Akademie  insofern  wenigstens  entspricht ,    als   deren  vollständige  Lö- 
sung mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  erhalten  wird. 

Bei  dem  Versuche,  durch  ein  von  vier  geraden  Strecken  gebil- 
detes Vierseit  die  kleinste  Fläche  zu  legen,  ergibt  sich,  dass  diese 
Aufgabe  in  gewissem  Sinne  vollständig  gelöst  werden  kann,  wenn 
dieses  Vierseit  eine  durch  zwei  gegenüberliegende  Ecken  gehende 
Symmetrie-Ebene  besitzt. 

Werden  die  vier  Seiten  dieses  Vierseits  gleich  lang  angenommen, 
und  jeder  der  vier  Winkel  als  60°  =  Ja,  eine  Annahme,  welche  der 
Untersuchung  sich  zuerst  darbietet  und  in  gewissem  Sinne  als  ein- 
fachste und  nächstliegende  Specialisirung  der  allgemeinen  Aufgabe 
angesehen  werden  kann  —  von  welchem  Gesichtspunkte  aus  wird  sich 
in  der  Folge  herausstellen ,  —  so  ergibt  sich ,  dass  in  diesem  Falle 
nicht  nur  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Minimalfläche  sich  durch 
elliptische  Integrale  ausdrücken  lassen,  deren  obere  Grenzen  einfache 
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algebraische  Functionen  zweier  unabhängigen  Variabein  sind,  sondern 
dass  auch  die  analytische  Gleichung  der  Tläche  selbst  sich  durch 
elliptische  Functionen  der  Coordinaten  rational  ausdrücken  lässt. 

Der  vorliegende  Fall  scheint  einer  der  ersten  zu  sein,  in  welchem 
Betrachtungen,  die  von  einer  gegebenen  Begrenzungslinie  ausgehen, 
in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zu  einer 
analytischen  Grleichung  der  durch  diese  Begrenzungslinie  gehenden 
Minimalfläche  führen. 

Dieser  Umstand   ermuthigte  den  Verfasser,   veranlasst  durch  die 
für  das  Jahr  1867    gestellte  mathematische  Preisfrage,    die  nachste- 
hende Arbeit  der  Königlichen  Akademie  vorzulegen. 
Der  erste  TheU  derselben  beschäftigt  sich 

mit  der  Untersuchung  einer  Minimalfläche ,  welche  durch  vier 
Kanten  eines  räumlichen  Vierseits  geht,  innerhalb  desselben 
einfach  zusammenhängt  und  keinen  singulären  Punkt  besitzt, 

ferner 
mit  der  Integration  der  durch  die  vorangegangene  Untersuchung 
sich  ergebenden  Differentialgleichung  für  den  angegebenen  ein- 
fachsten Fall. 
Der  zweite  Theil  enthält 

die  Anwendung   der   Theorie   der   elliptischen   Functionen   auf 
diesen  speciellen  Fall ,  sowie  einige  besondere  Untersuchungen, 
zu  welchen   derselbe  Veranlassung    gibt  und  durch  welche  die 
Lösung  der  Aufgabe  zn  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht  wird. 
Der  ganzen  Untersuchung  werden   zu  Griuide  gelegt  die  für  die 
Theorie   der  Minimalflächen    fundamentalen   Entwickelungen ,    welche 
Herr  W  ei  erst  ras  s  in  dem  Monatsbericht  der  Akademie  vom  October 
1866  veröffentlicht  hat.    Die  in  dem  ersten  Theile  dieser  Mittheilung 
[S.  612 — 625],    welcher   bis  jetzt   allein  vorliegt,   enthaltenen  Sätze 
werden  im  Folgenden  als  bekannt  vorausgesetzt  und  wird  durch  An- 
gabe der  Seitenzahl  auf  dieselben  verwiesen  werden. 
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Erster  Theil. 


Es  sei  ein  von  vier  geraden  Strecken  gebildetes  räumliches  Vier- 
seit  AB  CD  gegeben,  welches  eine  durch  die  Ecken  Ä  und  C  gehende 
Symmetrie-Ebene  besitzt.    Durch  dasselbe  sei  eine  Minimalfläche  gelegt. 

Es  wird  angenommen,  das  gegebene  Vierseit  begrenze  auf  dieser 
Fläche  ein  in  seinem  Innern  von  singulären  Stellen  freies,  einfach  zu- 
sammenhängendes Stück  derselben,  welches  mit  M  bezeichnet  werden 
möge.  Ferner  wird  angenommen,  dass  bei  der  getroffenen  Voraus- 
setzung über  die  Gestalt  des  gegebenen  Vierseits  die  Symmetrie-Ebene 
der  Begrenzungslinie  von  M  zugleich  eine  Symmetrie  -  Ebene  des 
Flächenstücks  M  selbst  sei.  ^)  *) 

Dieses  vorausgesetzt,  denke  man  sich  das  betrachtete  Flächen- 
stück M  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  auf  eine  Halb- 
ebene Uj  in  der  die  imaginären  Theile  der  complexen  Grösse  u  positiv 
sind  (Fig.  1.),  so  dass  der  Umgrenzungslinie  der  Fläche  in  der  Ebene 
die  Axe  des  Reellen  entspricht.  —  [A.  a.  0.  S.  612.] 

Fig.  1. 

tU 
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U(i) 
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Ui 


Diese  Halbebene  möge  die  obere  heissen  und  der  geometrische 
Ort  der  Grösse  u  sein;  die  andere,  untere  Halbebene  sei  der  geo- 
metrische Ort  der  zu  u  conjugirten  complexen  Grösse  u,. 

Die  vier  Punkte,  welche  den  Ecken  Ä,  B,  C,  D  der  Fläche  ent- 
sprechen, seien  w^, ,  w^,) ,  u^^^ ,  u^^y  Liegen  dieselben  alle  vier  im  End- 
lichen, so  entspricht  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Halbebene  u 
einem  Punkte  der  Fläche,  in  welchem  sie  den  Charakter  einer  algebrai- 
schen Fläche  hat ;  derselbe  ist  dann  im  engeren  Sinne  kein  singulärer. 

*)  Diese  Nummern  beziehen  sich  auf  die  in  dem  Anhange  zu  dieser  Abhand- 
lung enthaltenen  mit  denselben  Nummern  bezeichneten  Anmerkungen. 
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Wird  die  Halbebene  u  diu'ch  die  rationale  Function  ersten  Grades 

V  = ^   auf  eine  Halbebene  v   in  den  kleinsten  Theüen  ähnlich 

abgebildet,  so  entsprechen  den  Punkten  u  =  w^j,  w^jj,  u^g^,  u^^^  beziehlich 
die  Punkte  t;  =  0,  v^^^,  oo,  v^^y  (Fig.  2.)    Es  ist  zu  erwarten,  dass  bei 

Fig.  2. 


oo  -«—  ?»,4)  0 


V 


*- 


V(2)  —V   OO 


dieser  Abbildung  der  Durchschnittslinie  der  Minimalfläche  mit  ihrer 
Symmetrie-Ebene  eine  durch  den  Punkt  v  =  0  gehende,  auf  der  Axe 
des  Reellen  senkrechte  Gerade  entsprechen  wird,  während  je  zwei 
Punkten  der  Fläche,  welche  in  Bezug  auf  die  Symmetrie-Ebene  sym- 
metrisch sind,  in  der  Abbildung  zwei  Punkte  entsprechen,  welche  in 
Bezug  auf  diese  Gerade  symmetrisch  sind.  Es  wird  daher  angenom- 
men, dass  die  vier  singulären  Punkte  eine  solche  gegenseitige  Lage 
haben,  dass  r^^,  =  —  t^,,  ist,  oder  dass 


W,4)-«(l) 


^(8)        ^(11 


**f4)         ^^8)  **(8)         **(S) 


ist. 


Die  Formeln  des  Herrn  Weierstrass  sind  nun  [a.  a.  0.  S.  616] 

X  ^  x,+  m  f(G'  (m)  -  H'  (u))  du, 

y  =  yo+'Siji{G\u)  +  H\u))du, 

«0 

js;  =  j^^+mf2G  (m)  H(u)  du, 

Mo 

WO  mit  Wj  irgend  ein  bestimmter  Punkt  der  oberen  Halbebene  be- 
zeichnet ist,  welchem  der  Punkt  x^,  y^,  z^  der  Fläche  entspricht,  und 
wo  der  vorgesetzte  Buchstabe  9i  andeutet,  dass  nur  der  reelle  Theü 
der  folgenden  Function  genommen  werden  soll. 

Es  mögen  diese  Formeln  folgendermassen  geschrieben  werden: 
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**(0;  «i(j) 


z^  z,+  \j  2G (w) H («)  du   +  ij  2 G,  (uj H, (w J du,, 


worin  w^,  Wj^^j,  6rj(w,),  -Efi(**i)  ^®  conjugirten  Werthe  zu 

14,  tt(o),  ö(w),  -H(w)  bezeichnen.  Die  Veränderlichkeit  von 
u  ist  auf  die  obere,  diejenige  von  m^  auf  die  untere  Halbebene  be- 
schränkt. 

Die  Functionen  6r(w),  H(u),  G,{u,),  H,{uJ  haben  für  alle  Werthe 
ihrer  Argumente  den  Charakter  ganzer  rationalen  Functionen,  mit 
Ausnahme  der  Werthe  u^,,,  w^,,,  «^g)  ^^^  **(*;• 

Es  ist  nun  die  Bedingung  aufzustellen,  welcher  diese  Functionen 
genügen  müssen,  damit  den  Strecken  u^^^  •  •  •  m^,,  ,  m^,,  •  •  •  m^j,  ,  u^^^  •  •  •  u^^^ 
und  M(^)  •••«*(,)  der  Axe  des  Reellen  auf  der  Fläche  gerade  Linien  ent- 
sprechen, welche  sich  unter  den  vorgeschriebenen  Winkeln  an  ein- 
ander anschliessen. 

Die  Axe  des  Reellen  gehört  sowohl  zu  dem  Gebiete  von  u  als  zu 
dem  von  Uj,  auf  derselben  ist  w,  =  m  und  du^  =  du. 

Die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  der  Strecke  «f ,,  •  •  •  m,,^  ent- 
sprechende Seite  AB  des  gegebenen  Vierseits  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet,  seien  a,  /J,  y;  das  Linienelement  der  Fläche  werde  mit 
dl  bezeichnet,  so  müssen,  wenn  der  Grösse  u  nur  solche  Werthe  bei- 
gelegt werden,  welche  der  Strecke  u^^^  •  •  •  u^^^  angehören,  und  u,  =  u, 
du^  =  du  gesetzt  wird,  die  Gleichungen  bestellen 

dx  ^  adl^      dy  =  ßdl^      de  =  ydL 
Es  ergibt  sich  dl  =  {GG,+  HHJdu. 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

G'^H'+Gl-H\  =  2a{GG,+  IlU,\ 

i{G'+U')-i{G\  +  H\)  =  2ß{GG,+  HH,l 

2GH+2G,H,  =  2y{GG,+HU,). 

H  H, 


Wii-d 


G 


s=  Sj    -jr-  =  ^1  gesetzt  [a.  a.  0.  S.  618],  wo  also  s  und 


Sj  conjugirte  Grössen  sind,  so  folgt 

G\1^8')+  G\{l^s\)  =  2aGG,{l+S8,l 

iG\l+s')^iG\{l+sl)  =  2ßGG,{l+ss,), 

2G's  +  2G\s,  =  2yGG,{l+ss,). 
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Die  EüminationsgleichuBg  für  diese  in  Bezug  auf  G  und  G^  ho- 
mogenen Gleichungen  ist 

a        1-s*  1-5' 

ß     i{l+s')    -i(l+sj)      =0, 

y  2s  2s, 


oder 

(  st Ä 

=  0. 


2i(ss,+l)U(s  +  s,)  +  ß^-j^  +  y{ss-l) 


Der  Factor  ss^+1  wird  fiu'  coiijugirte  Werthe  von  s  und  s,  nie- 
mals gleich  NuU. 

Die  Gleicliang  • 

a{s  +  s,)  +  ß^^  +  y{ss,-l)  =  0 

ist   in  Bezug   auf  s  und  in  Bezug  auf  «^   vom   ersten   Grade.     Als 

s  -f-  s  s  ~-  s 

Gleichung   einer   reellen   Curve   angesehen    (wobei   — ^— ^  und  — ^r-^ 

die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve 
sind),  stellt  dieselbe  einen  Kreis  dar,  welcher  den  um  den  Punkt 
s  =  0  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Ki'eis  in  zwei  diametral 
gegenüberliegenden  Punkten  schneidet  und  dem  daher  bei  der  Pro- 
jection  auf  die  Kugel  [a.  a.  0.  S.  618]  ein  grösster  Kugelkreis 
entspricht. 

Zunächst  gelten  diese  Gleichungen  nur  für  die  Strecke  w^^j  •  •  •  u^^., 
Für  die  folgende  Strecke  tt(,j  •  •  •  w^,,  nehmen  die  Constanten  cc,  ß,  y 
andere,  von  der  Richtung  der  folgenden  Seite  des  gegebenen  Vierseits 
abhängende  Werthe  an,  so  dass  für  diese  Strecke  zwischen 

.  =  -^  und  s.  =  ^ 

wieder  eine  Gleichung  ersten  Grades  besteht,  welche  jedoch  von  an- 
deren Constanten  abhängt. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt 

dx  +  idy  'C\Gl'-H')du  =  {a  +  ßi)GG,{l+ss,)du , 
dX'-idy  =  {G^-U\)du  =  {a- ßi)GG,{X+ss,)du , 

mithin  ist  längs  der  Strecke  w^j  •  •  •  w^^) 

{a-ßi){G\-H*)  =  {a  +  ßi){G'-H\). 

Vermöge  dieser  Gleichung  ist  der  Quotient  -yf  als  Function  von 
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s  und  ^1  bestimmt.    Wird  nämlich  H  ^^  G'S,   Hi  =z  G^'$i  gesetzt, 

so  ergibt  sich 

G;  _   a  +  ßi  +  (a-ßi)s' 
G'"  ""  a'-ßi  +  (cc  +  ßi)s\' 

Nun  ist  in  Folge  der  zwischen  s  und  s^  bestehenden  Gleichung 

^1  -     a  +  ßi  +  ys  ' 

•^  ^  *  (a  +  /J>  +  y5) 

und  daher,  weil  a*+/3'+y*  =  1^ 

Wird  also 

e. -.•(*)-'.»(.),      e;  = -i  (^)-.  *,(.,) 

gesetzt,  so  ergibt  sich  aus  der  letzten  Formel,  dass  längs  der  Strecke 
**(!)  •  •  •  "«)  *i(**i)  =  ^(w)  zu  setzen  ist,  d.  h.  die  Function  *(w)  stimmt 
auf  einem  Theile  der  Axe  des  Reellen  mit  ihrer  conjugirten  fl^X**) 
überein,  —  ihr  Werth  ist  demnach  längs   der  ganzen  Strecke  reell. 

Derselbe  Schluss   lässt  sich  für  jede  Strecke   der  Axe   des  Reellen 

ds 
machen,   mithin  stimmt  die  Function  iG^--^  längs  der  ganzen  Axe 

des  Reellen  mit  ihrer  conjugirten  tiberein.  Wenn  daher  das  Gebiet 
der  Veränderlichkeit  von  u  über  die  Axe  des  Reellen  hinaus  auf  die 
untere  Halbebene  ausgedehnt  wird,  so  ist  die  Function  O/Wj)  die  ana- 
lytische Fortsetzung  der  Function  *(w),  oder  es  ist  für  alle  Werthe 
von  M   *Xw)  =  *(m).2) 

Da  diese  Function  in  beiden  Halbebenen  eindeutig  erklärt  ist, 
längs  der  Axe  des  Reellen  nur  reelle  Werthe  hat,  mithin  auch  in 
der  Umgebung  jedes  singulären  Punktes  der  Axe  des  Reellen  ein- 
deutig fortsetzbar  ist,  so  ist  die  Function  *(u)  überhaupt  eine  ein- 
deutige analytische  Function  ihres  unbeschränkt  veränderlichen  Argu- 
mentes. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Variable  s  in  geeigneter  Weise 
durch  eine  analytische  Gleichung  als  Function  von  u  zu  definiren. 
Zu  diesem  Zwecke  möge  ein  aus  der  Grösse  s,  beziehungsweise  aus 
den  in  Bezug  auf  die  Grösse  u  genommenen  Ableitungen  der  Grösse 
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s  zusammengesetzter  Ausdruck  ^(s)  =  F(u)  aufgesucht  werden, 
welcher  für  alle  Punkte  der  Axe  des  Reellen  mit  seinem  conjugirten 
9r(Sj)  =  F^(u^)  übereinstimmt  und  für  alle  im  Innern  der  oberen 
Halbebene  liegenden  Werthe  von  u  den  Charakter  einer  rationalen 
Function  hat. 

Diese  Function  F{u)  ist  für  reelle  "Werthe  von  u  noth wendig 
reell,  in  der  Umgebung  jedes  singulären  Punktes  der  Axe  des  Reellen 
eindeutig  fortsetzbar  und  daher  eine  eindeutige  Function  von  w,  wenn 
das  Gebiet  dieser  veränderlichen  Grösse  auf  die  ganze  Ebene  ausge- 
dehnt wird.  Mithin  ist  fiir  alle  Werthe  von  u  F^{u)  =  F{u)j  also 
auch  !P;(5)  =  ^(s). 

Wenn  nun  s  und  s^  zu  demselben  reellen  Werthe  von  u  gehören, 
so  muss  3^(5)  =s  ^Xs^)  =  5^(5,)  sein.  Die  Grösse  s^  ist  längs  jeder 
einzelnen  der  vier  von  den  singulären  Punkten  gebildeten  Strecken 
eine  rationale  Function  ersten  Grades  von  $,  während  die  Constanten 
dieser  Function  für  die  verschiedenen  Strecken  verschieden  sind. 

Um  von  diesen  Constanten  unabhängig  zu  werden,  wird  die  Auf- 
gabe gestellt,  einen  aus  der  Grösse  5,  beziehungsweise  den  Ablei- 
tungen  derselben  gebildeten  Ausdruck   zu  bestimmen,    welcher  unge- 

ändert  bleibt,  wenn  für  das  Argument  s  irgend  eine  rationale  Function 

C  8 4-C 
ersten  Grades  von  5,  -~ — --—-  mit  constanten  Coefficienten  gesetzt  wird. 

Gg5  +  O^ 

Eine   solche  Function  wird    erhalten,    wenn  8  als  Function  der 

unabhängigen  Variablen    u   angesehen    wird   und  aus    der   Function 

(7  5  -I-  C 
i  =  -^ — r-pT-  die  Constanten  nach   und  nach  durch  Differentiation 
C^8  +  C^ 

entfernt  werden.    Dies  ergibt  den  Ausdruck») 


''(<,«)=  ^log^-i(^  log -^- 


Man  setze  W{SyU)  =  W{8)  =  F(u).  Diese  Function  von  u  ist 
för  alle  Punkte  der  oberen  Halbebene  und  der  Axe  des  Reellen  mit 
Ausnahme  der  singulären  eindeutig  definirt.  Die  conjugirte  Function 
-Fj(m,)  ist  in  gleicher  Weise  für  alle  Punkte  der  unteren  Halbebene 
eindeutig  definirt  und  stimmt  für  alle  Punkte  der  Axe  des  Reellen 
mit  F{u)  überein.  Die  Function  F(u)  ist  mithin  in  der  Umgebung 
jedes  Punktes  eindeutig  fortsetzbar  und  ist  deswegen  eine  eindeutige 
Function  von  t#. 
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Hiemach  ergeben  sich  folgende  Formeln*) 


e  =  ^.+  81  '         ^^ 


während 

*(.)  «nd  ^l„g  * -4(^l„g  *)•  =  ^(,)  =  F(.) 

eindeutige  Functionen  von  u  sind,  die  für  reelle  Werthe  von  m  gleich- 
falls reell  sind. 

Die  DiiFerentialgleichung  9*" (5)  =  F(u)  muss  sich  so  integriren 
lassen,  dass  die  für  reelle  Werthe  von  m  zwischen  der  Grösse  s  und 
der  conjugirten  s,  bestehende  bilineare  Gleichung  die  Form 

hat,  wo  a,  /3,  y  reelle  Zahlen  bedeuten,  welche  für  alle  Werthe  von 
«  längs  jeder  der  vier  durch  die  singulären  Punkte  gebildeten  Strecken 
der  Axe  des  Reellen  constant  sind. 


Es  möge  nun  gesetzt  werden 

wo  d  eine  reelle  Zahl,  m  eine  positive   oder  negative   ganze  Zahl 
bedeutet. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 
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Soll  dem  Werthe  m  =  0  ein  im  Endlichen  liegender  Punkt  der 
Fläche  entsprechen,  so  müssen  diese  Integrale  fiir  w  =  0  endlich 
bleiben.    Diese  Bedingung  ergibt 

— ff  +  w+l>— 1,        *  +  m+l>— 1,        w+l>— 1. 

Der  kleinste  Werth,  den  m  haben  kann,  ist  —1.  Der  Exponent  S 
darf  seinem  absoluten  Betrage  nach  m  +  2  weder  erreichen,  noch 
übersteigen. 

Wird  zu  Polarcoordinaten  übergegangen  und  u  =  r  •  e*'^,  u^  =  r»  e^^ 
gesetzt,  wo  9  alle  zwischen  0  und  ä  liegenden  Wertlie  annehmen 
kann,  so  ergibt  sich 


4  .     /  r"^.  />'*"r«'»'» 


e  = 


#    w+2  r         ^        /• 


> 


^m+J 


r"^  ..  ,  r^ 


Ist  nun  d positiv,  so  ist  für  r  <:  1  — r-z — j-  grösser  als  ;  .  ,    .« 

*^  ^  w  +  2  —  cf®  w4-2  +  cr 

Für  kleine  Werthe  von  r   ist  bis    auf  Grrössen  uiit  dem  Factor  r"^*+<^ 

Wenn   m  einen  Halbkreis  mit  kleinem  Radius  r  um   den  Punkt 

u  =  0  beschreibt,    so  beschreibt  x  +  yi  näherungsweise  einen  Kreis- 

1        r"+*"^ 
bogen,   dessen  Radius  gleich  -t'^^-qZTJ  '^^^  dessen  Centriwinkel 

gleich  (m  +  2— d)3r  ist  und   zwar  ist  der  Sinn  der  Drehung  hierbei 
der  entgegengesetzte. 

Dem  Werthe  9  =  0,   der  positiven  Hälfte  der  Axe  des  Reellen, 
entspricht  die  Gerade 

x  +  yi  =  -  g-U  +  2-.y+7M^+7J'       ^  =  Ö» 

dem  Werthe  9  =  jr,  der  negativen  Hälfte  der  Axe  des  Reellen,  ent- 
spricht die  Gerade 

dieses  sind  also   zwei  in  der  Ebene  £r  =  0  enthaltene  gerade  Linien, 

von  denen  die  erste  mit   der  zweiten  den  Winkel  (m  +  2— Ä)3r  bildet. 

In  dem  Punkte  a;  =  0,  y  =  0,  ;er  =  0  schliesst  sich  unter  allen 
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Ebenen  die  Ebene  0  ==  0  der  Fläche  am  innigsten  an,  denn  die  Coor- 
dinate  0  eines  Punktes  der  Fläche  ist  für  kleine  Werthe  von  r  von 
der  Ordnung  der  Grösse  r"^',  x  +  yi  ist  dagegen  von  der  Ordnung  der 
Grösse  r""'*-^. 

Die  Gleichung 

wird  identisch  befriedigt  für  jeden  Werth  von  9,  welcher  der  Gleichung 
•(m  +  2)9  =  nn  genügt,  wo  w  eine  ganze  Zahl  ist.  Dies  zeigt  an, 
dass  es  zwischen  den  beiden  Werthen  ^  =  0  und  9  =  ä  noch  m  + 1 
Werthe  für  9  gibt,  für  welche  die  Gleichung  jg  =  0  identisch  be- 
friedigt wird.  Diesen  entsprechen  m  +  1  gerade  Durchschnittslinien 
der  Fläche  mit  der  Tangentialebene  im  Punkte  a;  =  0,  y  =  0,  jer  =  0. 
In  den  w  +  2  durch  dieselben  gebildeten  Sectoren  ist  ^  abwech- 
selnd positiv  und  negativ;  die  erwähnten  Geraden  sind  demnach  ei- 
gentliche Schnittlinien  der  Fläche  und  der  Tangentialebene.  Soll  nun 
die  Fläche  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tangentialebene  liegen, 
während  9  von  0  bis  ä  wächst,  und  dies  ist  die  einfachste  Annahme, 
so  rtiuss  m  =  —  1  gewählt  werden.  Unter  dieser  Annahme  ist  d  eine 
zwischen  0  und  -|-1  liegende  Zahl  und  der  Winkel 

(m+2-d):nr  =  (l-d)«r 

ist  kleiner  als  jr.  — 

Die  angegebenen  Formeln  zeigen,  wenn  m  =  —  1  gesetzt  wird, 
dass  je  zwei  Punkte  der  Fläche,  welche  den  Annahmen 

entsprechen,  in  Bezug  auf  eine  Ebene,  welche  auf  der  Tangential- 
ebene senkrecht  steht  und  den  Winkel  (l--tf)Ä  hälftet,  symmetrische 
Punkte  sind.  Diese  Ebene  ist  demnach  eine  Symmetrie  -  Ebene  der 
Fläche. 

Wird  die  Fläche  um  den  Punkt  a;  =  0,y  =  0,;8f  =  0  herum 
fortgesetzt,  d.  h.  werden  der  Grösse  9  auch  negative  Werthe  beige- 
legt, sowie  solche,  die  grösser  sind  als  ä,  so  ergibt  sich,  dass  je  zwei 
Punkte  der  Fläche,  welche  den  Annahmen 

entsprechen,  in  Bezug  auf  die  Gerade,  welche  dem  Werthe  9  =  0 
entspricht,  symmetrisch  liegen,  dass  also  diese  Gerade  eine  Symmetrie- 
axe  der  Fläche  ist.  ^) 
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Für  die  Annalunen  r,  =  r^, ,  9,  =  23r  +  9^  ergibt  sich 

in  Worten:  Durch  eine  Drehung  der  Fläche  um  die  £f-Axe  und  zwar 
um  den  Winkel  2(1— *);r  in  negativem  Sinne  gelangt  die  Fläche  mit 
sich  selbst  zur  Deckung. 

Ist  nun  S   eine  Irrationalzahl ,    so   wird  die  Fläche    sich  um  den 
singulären  Punkt  unendlich  oft  herumwinden,  ohne  sich  zu  schliessen. 

Dagegen  wird  dieselbe ,  wenn  8  eine  rationale  Zahl  ist,  d  =  — ,  wo 

p  und  q  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  keinen  gemeinsainen  Factor 
haben,  nach  g  Umläufen  von  u  um  den  Punkt  w  =  0  in  sich  selbst 
übergehen.  Es  hat  hierbei  x  +  yi  in  entgegengesetzter  Richtung  q—p 
Umläufe  um  den  Punkt  x  +  yi  =  0  gemacht  und  der  Punkt  a:  =  0, 
y  =  0,  jer  =  0  ist,  wenn  3— 2)>>1,  ein  (g—;p—l)f acher  Windungs- 
punkt der  Fläche. 

SoU  also  die  Fläche  nicht  die  Singularität  eines  Windungspunktes 
besitzen,  so  ist  j?  =  g— 1  zu  setzen. 

Die  einfachsten  Annahmen  sind  hiernach  g  =  2  und  g  as  3. 

Bei  der  ersten  Annahme  hat  die  Fläche  keine  Singularität  in  dem 
betrachteten  Punkte;  die  Tangentialebene  ^  =  0  enthält  zwei  sich 
rechtwinklig  schneidende  gerade  Linien  der  Fläche,  welche  in  diesem 
Punkte,  wie  jede  Minimalfläche  in  allen  nicht  singulären  Punkten,  eine 
sattelförmige  Gestalt  besitzt.  'Die  beiden  Geraden  sind  Symmetrie- 
axen  der  Fläche  und  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  die  Normale 
der  Fläche  gehen  und  die  Winkel  der  Geraden  halbiren ,  sind  Sym- 
metrie-Ebenen der  Fläche. 

Aehnlich  verhält  es  sich  in  dem  Falle  g  =  3,  p  =  2.  Die  Tan- 
gentialebene schneidet  aber  aus  der  Fläche  drei  Gerade  aus,  welche 
sich  unter  Winkeln  von  60^  schneiden.  Die  Fläche  liegt  abwechselnd 
auf  der  einen  und  auf  der  andern  Seite  der  Tangentialebene,  die  Ge- 
raden sind  Symmetrieaxen ,  die  Ebenen,  welche  die  Winkel  zweier 
benachbarten  Geraden  halbiren  und  die  Normale  der  Fläche  enthalten, 
sind  Symmetrie-Ebenen  der  Fläche. 

Aus  der  obigen  Annahme  für  s  und  0{u)  erhält  man  ein  allge- 
meineres Flächenelement  mit  derselben  wesentlichen  Singularität,  wenn 
man  setzt 

®(ti)  =  ur\b^+h,u  +  h^u^  4-.  .), 
während  zugleich  alle  Constanten  a  und  h  reelle  Werthe  haben. 

Schwarz,  G«samin«Ite  Abhandlungen.  I.  2 
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Unter  dieser  Voraussetzung  entsprechen  der  Axe  des  Reellen 
in  der  w- Ebene  zwei  unter  dem  Winkel  (1 — d)«  sich  schneidende 
gerade  Linien,  welche  Symmetrieaxen  der  entstehenden  Fläche  sind. 

Sind  die  Coef fielen ten  derjenigen  in  den  Klammern  stehenden 
Potenzen  von  u,  deren  Exponenten  ungrade  Zahlen  sind,  sämmtUch 
gleich  Null,  so  bleibt  auch  die  Eigenschaft  der  Fläche  erhalten, 
Symmetrie  -  Ebenen  zu  besitzen,  welche  die  Normale  der  Fläche  ent- 
halten und  den  Winkel  zweier  auf  einander  folgenden  Geraden  halbiren. 


In  der  Folge  wird  angenommen  werden,  dass  die  gesuchte  Mi- 
nimalfläche in  den  Ecken  die  Beschaffenheit  habe,  welche  durch  Func- 
tionen der  im  Vorhergehenden  angegebenen  Natur  analytisch  ausge- 
drückt wird. 

Es  bleibt  noch  zu  untersuchen,  welche  Natur  die  Function  ö>(«) 
für  unendlich  grosse  Werthe  von  u  hat. 

Für  w  =  00  hat  s  den  Charakter  einer  rationalen  Function,  weil 
dem  Punkte  w  =  oo  nach  der  Annahme  ein  nicht  singulärer  Punkt 
der  Fläche  entspricht. 

Die  Normale  der  Fläche  sei  in  diesem  Punkte  nicht  parallel  der 
jer-Axe;  dann  gilt  für  unendlich  grosse  Werthe  von  u  eine  Entwicke- 
lung  von  der  Form 

S  =  SA ~A -A 

in  welcher  a.   von  Null  verschieden  ist.     Wird  für  —    die  Grösse  v 

u 

eingeführt,  so  ergibt  sich 

\duJ  \dvJ\duJ  ^\dvJ 

ds 

-j-  ist  aber  endlich  für  t;  =  0,    damit  also  dem  Werthe  t?  =  0  ein 

im  Endlichen   liegender  bestimmter  und   nicht  singulärer  Punkt  der 

Fläche  entspreche,  muss  sich r —  für  lim t?  =  0   einer  endlichen 

bestimmten  Grenze  nähern,  d.  h.  die  Function  *  (m)  wird  für  unendlich 
grosse  Werthe  von  u  unendlich  klein  von  der  Ordnung  der  Grösse  — 5-* 
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Die  einfachste  Annahme,  welche  fiii*  die  Function  9{u)  gemacht 
werden  kann,  wenn  dieselbe  in  jedem  singulären  Punkte  unendlich 
gross  erster  Ordnung  und  für  w  =  oo  unendlich  klein  vierter  Ord- 
nung werden  soll,  ist  daher 

^"^  ~   (w-Wo,)(w-w«,)(w-w,30(w-mJ' 
Was  nun  die  Function 

anbetrifft,  so  hat  dieselbe,  wenn  wie  oben 

gesetzt  wird,  für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  kleinen 
Werthe  von  u  die  Entwickelung 

^,  ,         1-*»    1    .   !-*•  a,     1    .  ^  .  ^     , 


•  •  • 

7 


in  welcher  die  Coefficienten  C  rational  und  mit  reellen  Zahlencoeffi- 
cienten  aus  den  reellen  Grössen  a  und  der  Zahl  ö  zusammengesetzt 
sind;  sie  sind  mithin  reell. 

In  dem  Falle  der  Symmetrie  verschwinden  in  dieser  Entwickelung 
alle  Glieder,  welche  Potenzen  von  u  mit  ungradem  Exponenten  ent- 
halten, und  es  ist 

F(-w)  =  F{u). 

Diese  Entwickelungen  bleiben  bestehen,  wenn  statt  s  eine  ra- 
tionale  Function  ersten  Grades  von  s  gesetzt  wird,  was  in  dem  hier 
zu  betrachtenden  Falle  einer  Drehung  des  Coordinatensystems  rr,  y,  z 
gleichkommt.  ^ 

Werden  daher  in  den  vier  Ecken  nur  solche  Singularitäten  zuge- 
lassen, wie  die  betrachteten,  und  wird  vorausgesetzt,  dass  die  vier 
singulären  Punkte  w^,,,  w^,),  w^g,,  u^^  die  einzigen  Verzweigungspunkte 
in  dem  betrachteten  Gebiete  sind,  so  wird  F(u)  in  dem  betrachteten 
Grebiet  für  keinen  endlichen  Werth  von  wmit  Ausnahme  der  singu- 
lären unendlich  gross.  ^) 

Für  unendlich  grosse  Werthe  von  m  beginnt  die  Entwickelung 
von  F(fi)  nach  Potenzen  von  vr^  mit   einem  Gliede  von  der  Ordnung 

2* 
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uT^,  wenn  der  unendlich  grosse  Werth  von  u  kein  singulärer  ist.    Ist 
dagegen  dieser  Werth  ein  singulärer  und  hat  s  die  Entwickelung 


=  «-^(co+^r  — +  ••), 


so  beginnt  die  Entwickelung  von  F{u)  mit  dem  Gliede  -g-2 — 

Im  vorliegenden  Falle  eines  räumlichen  Vierseits  ist  hiemach  die 
Function  F(u)  eine  rationale  Function,  deren  Nenner  das  Product 
[(m— U(jJ(u  — tt(,j)(M— W(,j)(w— U(^j)]"  und  deren  Zähler  eine  ganze  Func- 
tion vierten  Grrades  von  u  ist. 

Die  Constanten  derselben  sind  dadurch  bestimmt,  dass  die  Func- 
tion F{u)  in  den  singulären  Punkten  die  vorgeschriebenen  Entwicke- 
lungen  besitzen  und  bei  geeigneter  Wahl  der  unabhängigen  Variablen  u 
in  den  Punkten  u^^^  und  u^^^  der  Symmetriebedingung  genügen  muss. 

Werden  beispielsweise  zu  singulären  Punkten  gewählt  «;  =  0,  4-1, 
cx),  —1  und  sind  die  entsprechenden  Winkel  des  Vierseits  AB  CD 
beziehlich  «jjr,  «,«,  a^n,  «jjt,  so  ist  zu  setzen  dj  =  1— a„  tf,  =  1-"««? 

F(v)  =  A±^+^^l, 

Aus  den  bekannten  Anfangsgliedern  der  für  die  Umgebungen  der 
Werthe  v  =  0,  oo,  ±1  geltenden  Entwickelungen  der  Function  F{v) 
ergibt  sich 


Die  Differentialgleichung  W{s)  =  F{u),  in  welcher  die  Function 
F(u)  auf  die  angegebene  Weise  bestimmt  ist,  sei  jetzt  zur  Integration 
vorgelegt.  Es  handelt  sich  also  darum,  eine  hinreichende  Anzahl  von 
Eigenschaften  ihres  Integrals  zu  ermitteln. 

Nach  der  Entstehungsweise  der  Function  ^{s ,  u)  (siehe  oben 
S.  13)  bleibt  ^(s)  als  Function  von  u  ungeändert,  wenn  für  s  eine 
rationale  Function   ersten  Grades  von   s  mit  constanten  Coefficienten 

gesetzt  wird.    Ist   daher  s  ein  particuläres  Integral  der  vorgelegten 

C  S4-G 
Differentialgleichung,  so  ist  auch  t  =  -^ -^f  ein  Integral  und  zwar 

das   allgemeine  Integral   der  Differentialgleichung,   denn   es   enthält 
ebenso  viele  willkürliche  Constanten,  wie  die  Ordnungszahl  der  Diffe- 
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rentialgleichiing  Einheiten,  nämlich  drei.  Zur  allgemeinen  Integration 
der  Differentialgleichung  genügt  daher  die  Auffindung  eines  particu- 
lären  Integrales. 

Die  gegebene  Differentialgleichung  bleibt  im  "WesentKchen  auch 
ungeänderty  wenn  statt  des  Argumentes  u  eine  rationale  Function 
ersten  Grades  desselben  als  neue  unabhängige  Variable  eingeführt 
wird.  Es  gilt  nämlich,  wenn  v  eine  rationale  Function  ersten  Grades 
von  u  ist,  die  identische  Gleichung 


«'(«,«)  =  (■^]w(s,v). 


Aus  der  Differentialgleichung 

.  folgt ,    dass  für  alle  der  oberen  Halbebene   angehörenden  Werthe  von 

ti,  mit  Ausnahme  der  singulären,  die  Function  -p-  log  -=—  den  Charakter 

einer  rationalen  Function  hat,  und  dass,  wenn  diese  Function  für  einen 
nicht  singulären  Werth  u  =  w^  unendlich  gross  wird,  die  nach  Po- 
tenzen von  u—u^  fortschreitende  Entwickelung  derselben  die  Form 
haben  muss 

log -=^  =  -P— -  +  c.(tt-u,)  +  c,(u-ti,y+ '  . . 


du     ^  du         w— w^ 

In   jedem   andern  Falle    würde   nämlich    die   Function    W(s)   für 
u  =  u^  unendlich  gross  werden,   während   die  Function  F{u)  in   der 
Umgebung  jedes  nicht  singulären  Werthes  von  u  den  Charakter  einer 
ganzen  Function  besitzt. 
Die  Annahme 

d  ,      ds  -2    ^     ,  . 

du     ^  du         «—Wo 
ergibt 

Die  angegebene  Eigenschaft   der  Functioh   7r"log;p"  zeigt  also, 

dass  der  geometrische  Ort  aller  Werthe  eines  particulären  Integrals 
s  der  Differentialgleichung,  vorausgesetzt ,  dass  die  Veränderlichkeit 
des  Argumentes  u  auf  die  obere  Halbebene  beschränkt  wird,  ein  ein- 


L 
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fach  zusammenliängender  Flächentheil  ist,  welcher  in  seinem  Innern 
keinen  Windungspunkt  enthält. 

Für  die  Umgebung  jedes  nicht  singulären  Punktes  u^  der  Axe 
des  Reellen  gibt  es  eine  nach  Potenzen  von  u—u^  mit  ganzen  Expo- 
nenten fortschreitende  Reihe  mit  reellen  Coefficienten,  welche  für  alle 
dem  absoluten  Beteage  nach  hinreichend  kleinen  "Werthe  von  u—u^ 
convergirt  und,  für  a  gesetzt,  der  Differentialgleichung  genügt. 

Hieraus  folgt :  Jedes  particuläre  Integral  der  Differentialgleichung 
beschreibt  entweder  eine  geradlinige  Strecke  oder  einen  Kreisbogen, 
wenn  das  Argument  u  sich  längs  einer  keinen  singulären  Punkt  ent- 
haltenden Strecke  der  Axe  des  Reellen  bewegt. 

Für  die  Umgebung  eines  singulären  Werthes  w^»  welchem  der 
Exponent  d  zugehört,  gibt  es  ein  particuläres  Integral  der  Differen- 
tialgleichung, welches  folgende  für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach 
hinreichend  kleinen  Werthe  von  m— w^  convergii'ende  Entwickelung  hat 

s  =  C(M-M,/(l+c,(w-Wo)  +  c,(tt-tto)'+--0, 

in  der  die  Coefficienten  c  sämmtlich  reell  sind. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  auch  für  die  singulären  Werthe  von 
ti  der.  Werth  jedes  particulären  Integrals  der  Differentialgleichung 
sich  einem  bestimmten  Werthe  nähert.  Femer  zeigt  das  angege- 
bene Functioneuelement ,  dass  bei  diesem  particulären  Integrale  den 
beiden  durch  den  singulären  Punkt  u^  getrennten  Strecken  der  Axe 
des  Reellen  in  dem  Gebiete  von  s  zwei  geradlinige  Strecken  ent- 
sprechen, welche  mit  einander  den  Winkel  ÖTt  bilden. 

Mit  Ausnahme  der  Integrale  0^8+ C^  und  C^s~^+C^  entspricht 
also  dieser  Ecke  bei  jedem  anderen  particulären  Integrale  eine  von 
zwei  Blreisbogen  gebildete  Ecke ,  deren  Tangenten  in  dem  gemein- 
samen Punkte  mit  einander  den  Winkel  Sit  einschliessen. 

Wenn  daher  die  Veränderlichkeit  des  Argumentes  w  auf  die  obere 
Halbebene  beschränkt  wird,  so  ist  das  Grebiet  aller  Werthe  eines 
particulären  Integrales  s  der  Differentialgleichung  ein  von  vier  Kreis- 
bogen begrenzter  einfach  zusammenhängender  Theil  der  Ebene  und 
zwar  sind  die  Winkel  in  den  Ecken  dieses  Kreisbogenvierecks  der 
Reihe  nach  gleich  (1— ajjr,  (1— ajsr,  (1— «3)^,  (1— «Ja. 

Es  gibt  auch  solche  particuläre  Integrale,  für  welche  das  ent- 
sprechende Kreisbogenviereck  in  Bezug  auf  eine  durch  zwei  Ecken 
gehende  gerade  Linie  symmetrisch  ist.  Wenn,  wie  bei  der  obigen 
Bestimmung,  v  =  0,  +1,  00,  —1  die  singulären  Werthe  sind,  so  fuhrt 


r 
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zu    einem  solchen   symmetrischen  Kreisbogenviereck  das  zur  Ecke  A 
gehörende  Functionenelement  *) 

s  =  Cv^'^i{l+cy+cy+"  .)  =  6. 

Wird  dieses  Element  als  Ausgangselement  zu  Grunde  gelegt,  so 
ergibt  sich  durch  eine  geometrische  Betrachtung,  dass  das  fragliche 
Kreisbogenviereck  der  Gestalt  nach  durch  die  angegebenen  Bedin- 
gungen schon  bestimmt  ist. 

Ist  ab  cd  (Fig.  3.)  ein  in  Bezug  auf  die  Diagonale  a c  symmetri- 

Fig.  3. 


'--lu^^^^i^.^^--' 


— * 


sches  Kreisbogenviereck  mit  zwei  geradlinigen  Seiten  ab  und  ad, 
dessen  Winkel  der  Reihe  nach  gleich  (1— «Ja,  (1— «Ja,  (l'-a^)n: 
und  (1 — ajjr  sind,  so  entsteht  durch  die  Tangenten  bt  und  et  des 
Bogens  bc  ein  geradliniges  Viereck  abtc,  in  welchem  zwei  Seiten  bt 
und  tc  einander  gleich  und  die  Winkel  in  den  Ecken  a,  b  und  c  ge- 
geben sind.  Hierdurch  ist  das  geradlinige  Viereck  abtc,  mithin  auch 
das  synunetrische  Kreisbogenviereck  ab  cd,  der  Gestalt  nach  unzwei- 
deutig bestimmt. 

Ist  m  der  Mittelpunkt  des  Elreises,  von  welchem  bc  ein  Bogen 
ist,  und  ist  nn'  die  durch  a  gehende  auf  ma  rechtwinklige  Sehne 
dieses  Kreises ,  so  ist  a  der  Mittelpunkt ,  an  =  r  der  Radius  eines 
Kreises,  welcher  von  den  vier  Seiten  des  B^eisbogenvierecks  ab  cd  in 
diametral  gegenüberliegenden  Punkten  geschnitten  wird. 

Dieser  Radius  r  ist  reeU,  endlich  und  von  Null  verschieden,  wenn 
gleichzeitig  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind 


«,+  2a,+  a,  <  2, 

* 

0  <  a.  <  1, 

a,+  2a,+  a,  >  0, 

0<a,<:l, 

o,+  2«,— a,>0, 

0  <«,<!. 
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Für  jedes  eigentlielie,  d.  h.  nicht  ebene,  räumliclie  Vierseit,  welches 
eine  durch  zwei  Ecken  gehende  Symmetrie-Ebene  besitzt,  sind  diese 
Bedingungen  erfüllt,  wenn  alle  Winkel  <:  n  gezählt  werden. 

Durch  geeignete  Verfügung  über  die  Constante  G  in  dem  Func- 
tionenelemente  a  kann  bewirkt  werden,  dass,  wenn  5  =  ^  gesetzt 
wird,  der  dem  Gebiete  von  s  zugehörende  Radius  r  die  Länge  1  erhält. 

Unter  dieser  Voraussetzung  hat  die  zwischen  s  und  s^  für  jeden 
reellen  Werth  von  v  bestehende  Grleichung  die  Form 

«(5  +  ^x)  +  ^^^  +  y(55-i)  =  0, 

in  welcher  a,  /J,  y  reelle  Zahlen  bedeuten,  welche  für  das  Innere  jeder 
der  vier  Strecken  —  oo •  •  •  — 1 ,  — 1---0,  O-«-  +1 ,  1  •  •  •  +oo  constant 
sind  und  beim  Uebergange  von  einer  Strecke  zur  folgenden  sprung- 
weise sich  ändern.  Es  ist  hiemach  die  früher  (S.  14)  gestellte,  auf 
die  Integration  der  Differentialgleichung  ^  =  F  sich  beziehende 
Forderung  erfüllt. 

Wird  nun  in  den  Formeln  auf  S.  14 


W  =  i;,  *(t;)   = 


c, 


t;(l-t;») 


gesetzt  und  für  s  das  aus  dem  Elemente  6  bei  geeigneter  Verfügung 
über  die  Constante  C  entspringende  particuläre  Integral  der  Diflfe- 
rentialgleichung  W{s^v)  =  F{v)  eingeführt,  während  die  Veränder- 
lichkeit des  Argumentes  v  auf  die  obere  Halbebene  beschränkt  wird, 
sosteilen  jene  Formeln  ein  einfach  zusammenhängen- 
des Flächenstück  ilfdar,  welches  inj  edem  seiner  Punkte 
die  charakteristische  Eigenschaft  der  Minimalflächen 
besitzt,  durch  einvon  vier  geraden  Strecken  gebildetes 
Vierseit  begrenzt  wird  und  in  seinem  Inn  ern  von  sin- 
gulären  Stellen  frei  ist. 

Die  Seiten  des  begrenzenden  Vierseits  bilden  mit  einander  der 
Reihe  nach  die  Winkel  a^n^  a^jt,  a^n  und  a^TC,  Ueberdies  besitzt 
dieses  Flächenstück  M  und  daher  auch  seine  Begrenzung  eine  durch 
zwei  gegenüberliegende  Ecken  gehende  Symmetrie  -  Ebene.  Die  Be- 
grenzungslinie der  durch  jene  Formeln  bei  der  angegebenen  Beschrän- 
kung des  Arguments  dargestellten  Minimalfläche  ist  daher  dem  gege- 
benen räumlichen  symmetrischen  Vierseit  AB  CD  ähnlich. 

Durch  geeignete  Verfügung  über  die  Constante  C^  kann  bewirkt 
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werden ,   dass  jene  Begrenzung  mit  dem  gegebenen  Yierseit  auch  der 
Grosse  nach  übereinstimmt. 


Die  Differentialgleichung  V{s,v)  =  F(v)  hat  vier  singulare 
Werthe  des  Arguments.  Durch  eine  algebraische  Transformation  des 
Arguments  (z.  B.  dui*ch  v^  =  t)  kann  jedoch  die  Anzahl  der  singu- 
lären  Punkte  auf  drei  gebracht  werden.  Die  Function  s  ergibt  sich 
dann  in  Bezug  auf  die  neue  Variable  als  Quotient  zweier  Lösungen 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  mit  der 
bekannten  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  über- 
einstimmt. 


Unter  allen  von  vier  geraden  Strecken  gebildeten  in  Bezug  auf 
eine  Ebene  symmetrischen  räumlichen  Vierseiten  besitzen  die  grösste 
Symmetrie  diejenigen,  deren  vier  Seiten  gleich  lang  und  deren  vier 
Winkel  gleich  gross  sind.  Hierbei  ist  die  Grösse  dieser  Winkel 
innerhalb  der  Grenzen  0  und  |ä  noch  willkürlich. 

Mit  Rücksicht  auf  eine  früher  (S.  17)  angestellte  Specialunter- 
suchung liegt  es  nun  sehr  nahe,  die  Winkel  des  räumlichen  Vierseits 
gleich  60®  oder  Ja  anzunehmen.  Diese  Annahme  führt  zu  dem  im 
Eingänge  erwähnten  speciellen  Falle,  dessen  nähere  Untersuchung  die 
Hauptaufgabe  der  vorliegenden  Abhandlung  bildet. 

Werden  zu  singulären  Punkten  t;  =  0,  -t-l,oo,  — 1  gewählt,  so 
ergibt  sich ,  da 

^i  —  ^»  —  "3  —  ^j      "  —  si  2 ^^' 

Wird  dagegen  die  Halbebene  v  durch  die  Function 

.     1— M  l— V 

1+U'  l+V 

auf  die  Fläche  eines  mit  dem  Radius  1  um  den  Punkt  u  =  0  be- 
schriebenen Kreises  abgebildet  [a.a.O.  S.  616],  so  sind  die  neuen 
singulären  Punkte  +1,  %  —1,  — i,  und  es  ergibt  sich 
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Es  wird  nun  dazu  geschritten  werden,  diese  Differentialgleichung 
in  endlicher  Form  zu  integriren. 
Der  Differentialgleichung 

lässt  sich  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

geniigen,  in  welcher  s  =  e  ist,  die  Constanten  c  bestimmte  reelle 
positive  Werthe  haben  und  worin  C  eine  willkürliche  Constante  be- 
deutet. Die  Reihe  l+c^v*+c^v^+-  -  convergirt  für  alle  Werthe  von 
V,  deren  absoluter  Betrag  den  Werth  1  nicht  überschreitet. 

Es  sei  6q  der  Werth  der  Reihe  für  t;  =  +1.  Der  geradlinigen 
Strecke  v  =  0-  •  •  +1  entspricht  die  geradlinige  Strecke  <y  =  0-  •  'C^^e 
oder  ab  (Fig.  4.),   der  Strecke  v  =  0 1  die   geradlinige  Strecke 

Fig.  4. 

v 
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»  *  .•  t  \  \ 

I  »        /  /  •  v 

•  s  /  •  ' 

*  /  •         \    '  ^    / 

^;(C j. — av ^\— - -_-  .__;  ._. 

''  \.  '.       /  '»  /  *  •' 

j 
/     v. 

'^*>.  .-'  • 

/    *- -'  ^ 

tf  =s  0-  •  'CöqB*  oder  ad.  Dieses  sind  zwei  Seiten  eines  regelmässigen 
Sechseckes  abqcrd.  Werden  um  d  und  6  mit  db  als  Radius  zwei 
von  6  und  d  ausgehende  Kreisbogen  beschrieben,  welche  sich  in  c 
schneiden,  so  ist  das  hierdurch  entstandene  Kreisbogenviereck  abcd^ 
dessen  Winkel  sämmtlich  gleich  f«  sind,  das  der  oberen  Halbebene  v 
entsprechende  Gebiet  des  aus  dem  Elemente  6  entspringenden  parti- 
culären  Integrales  s. 


.j 
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Der  Differentialgleichung 


^(«.««)  =  A 


16u' 


(1-«*)' 


lässt  sich  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

s  =  C'u(l+c'y+cy+")  =  s' 

mit  reellen  positiven  Coefficienten  c'  genügen,  welche  für  alle  Werthe 
von  M,  deren  absoluter  Betrag  den  Werth  1  nicht  überschreitet,  con- 
vergirt.  *)  Das  Gebiet  des  particulären  Integrals  s'  ist  daher  in  Bezug 
auf  vier  gerade  Linien  symmetriscli,  welche  durch  den  Punkt  s'  =  0 
gehen  und  von  denen  jede  mit  der  vorhergehenden  den  Winkel  ^tc 
bildet.  Hierdurch  ist  die  Gestalt  dieses  Gebietes  unzweideutig  be- 
stimmt, da  überdies  bekannt  ist,  dass  die  Begrenzung  desselben  aus 
vier  Kreisbogen  besteht,  deren  Tangenten  in  den  Ecken  des  von  den- 
selben gebildeten  Kreisbogenvierecks  den  Winkel  Jjt  einschliessen. 
Werden  um  die  Ecken  klmn  eines  Quadrates  (Fig.  B.)  als  Mittel- 

Fig.  6. 
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punkte  und  mit  der  Seite  des  Quadi'ates  als  Radius  vier  Kreise  be- 
schrieben, so  ist  die  allen  vier  Kreisen  gemeinschaftliche  Fläche  ah  cd 
dem  eben  betrachteten  Gebiete  ähnlich.  Die  Winkel  dieses  Kreis- 
bogenvierecks sind  nämlich  gleich  \  n ,  weil  zwei  Eieise ,   von  denen 
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jeder  durch  den  Mittelpunkt  des  andern  geht,  sich  unter  einem  Winkel 
von  Ja  schneiden. 

Der  durch  die  Ecken  des  Quadrates  gehende  Kreis  wird  von  den 
vier  construirten  Kreisen  in  diametral  gegenüberliegenden  Punkten 
geschnitten. 

Die  Constante  C*  möge  reell  und  positiv  gewählt  und  durch  ge- 
eignete Verfügung  über  ihre  Grösse  möge  bewirkt  werden,  dass  das 
Gebiet  des  particulären  Integrals  s'  einem  Quadrate  klmn  entspricht, 
dessen  halbe  Diagonale  Ok  die  Länge  1  hat. 

Die  Grösse 

Oa  _   pa-pO   ^   y/S-l 
Ok  "■        Ok  ^2 

möge  im  Nachfolgenden  der  Kürze  wegen  mit  a  bezeichnet  werden. 

Ausser  in  den  Punkten  a,  6,  c,  d  und  ä:,  l,  m,  n  schneiden  sich  die 
vier  Kreise  noch  in  vier  Punkten  e,  f,  g^  h.  Dem  Mittelpunkte  0  des 
Quadrates  entspricht  der  Werth  s'  =  0,  die  Richtung  der  Strecke  Oa 
der  positiven  Richtung  der  Axe  des  Reellen  in  der  Ebene  &'. 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  complexen  Grössen 

«17    <^v   ^8»    ^v   ^ö»    ö^e,    a^,    flg, 

welche  durch  die  Punkte 

a,   &,    c,    d,  c,Y>   9j  * 
geometrisch  dargestellt  werden,  die  Werthe 

a^  =  a,  cff  =  <^h  ö»j  =  —  a,  »4  =  —  o*> 

1  i  1  i 

a.-a^  =   -1,       a^-a^  =  +1,       oy  a^  =  —  1,      a^-ct^  =  +1- 

s'— a 
Ebenso   wie  die  Function   s'  ist  Äie  Function  — ein  particu- 

läres  Integral  der  Differentialgleichung 
also  auch  von 

und  zwar  hat  dieses  Integral  als  Function  von  v  genau  die  oben  für 
das  particuläre  Integral  6  angegebene  Entwickelung.    Denn  es   ent- 

sprechen   den  beiden  Kreisbogen  ab,  ad  bei   dem  Integrale     /_^    ' 
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zwei  vom  Nmlpunkte  ausgehende  ganz  im  Endlichen  liegende  gerad- 
linige Strecken,  während  andrerseits  das  Integral  6  das  einzige  ist, 
dem  diese  Eigenschaft  zukommt. 

Es  kann  daher  durch  geeignete  Bestimmung  der  in  dem  In- 
tegrale  6    noch    verfügbaren    Constante    C   bewirkt    werden,    dass 

-7 =  6,  mithin  s'  =  — ^ q-^  wird. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich,  da  das  Integral  6  für  die 
ganze  Umgebung  des  Punktes  t;  =  0,  beziehungsweise  «  =  +1,  er- 
klärt ist,  die  analytische  Fortsetzung  des  Integrales  s'  in  der  ganzen 
Umgebung  des  Punktes  m  =  +1,  während  dasselbe  durch  die  obige 
Entwickelung  zunächst  nur  für  das  Innere  des  durch  die  Punkte 
«  ==  ±  1,  ±  i  gehenden  Kreises  erklärt  ist. 

Wenn  v  um  den  Punkt  v  =  0,  mithin  u  um  den  Punkt  m  =  4-1 
in  positiver  Richtung  einen  Umlauf  macht,    so   geht  nach  dem  ersten 

Umlauf  6  in  tf  •  fi",   also  —, in  —, •  e",   nach   dem  zweiten  6  •  ß' 


5— »5  5— rtj 


in  6'  Bj  — ' £*  in  — •  s  über.     Nach  dem  dritten  Umlauf  nimmt 


*  *  s  —a. 


<y  •  €  wieder   den   anfänglichen   Werth  6 ,  ~ •  €   den   anfanglichen 

Werth  — ; an,  womit  der  Cyclus  geschlossen  ist. 

Es  ergibt  sich  folgende  Tabelle 

— =  -p^-«,  ~ =  -a\2,        -* '-  =  -r=r'e\ 

Dem  Werthe  t;  =  4- 1  entspricht  m  =  «,  s'  =  a, ,  tf  =  -yr-  •  a.    Nach 

einem  positiven  Umlauf  von  v  um  den  Punkt  v  =  0  entspricht  dem 
Punkte  t;  =  +1  der  Werth  6  =  -p-«  Bei  der  analytischen  Fort- 
setzung des  Integrals  s'  um  den  Punkt  u  =  +1  geht  also,  wie  die 
Tabelle  zeigt ,  der  Werth  s'  =  a,  für  den  Punkt  m  =  +  i  nach  dem 
ersten  Umlauf  der  Variablen  u  um  den  Punkt  w  =  4- 1  in  den  Werth 
a, ,  nach  dem  zweiten  in  den  Werth  a^  und  nach  dem  dritten  wieder 
in  den  anfanglichen  Werth  a,  über.  Es  entsprechen  also  dem  Werthe 
u  =  + 1  ausser  dem  Werthe  s'  =  a^  noch  die  Werthe  a,  und  a^, 
welche  in  Bezug  auf  den  Punkt  m  =  +1  zu  derselben  Gruppe  ge- 
hören.   Analogerweise  entsprechen  dem  Werthe  u  =  —  $  ausser  dem 


L. 
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Werthe  s'  =  a^  in  Bezug  auf  den  Punkt  m  =  + 1   nocli  die  Werthe 
a,  und  a,. 

Aehnlicli  wie  das  Integral  — =«  0  sind  gebildet  die  Integrale 

s      dj 


s'— a^  '         s'— a^  ^         5'— Og 


Aus  der  Betrachtung  dieser  Integrale  folgt,  dass  bei  dem  Umlauf 
von  u  um  den  Punkt  u  =  +i  der  Werth  von  s'  für  den  Punkt 
M  =  —  1,  s'=  ttj,  übergeht  in  a^  und  in  a^,  und  dass  der  Werth 
s'  =  a^  für  den  Punkt  w  =  +1  in  a,  und  in  a^  übergeht.  Dagegen 
gehören  in  Bezug  auf  den  Punkt  w  =  —  i  für  den  Werth  w  =  +1 
die  Werthe  a^,  a„  O3,  für  den  Werth  m  =  —  1  die  Werthe  a,,  a^,  a^ 
zu  derselben  Gruppe. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  acht  Werthe  a,  bis  a^  in  zwei  Ab- 
theilungen zu  je  vier  zerfallen.  Die  Werthe  a^,  a^,  a„  a^  entsprechen 
den  Werthen  u  =  +1  und  u  =  —1,  die  Werthe  a,,  a^,  a^,  a,  hin- 
gegen den  Werthen  u  =  +i  und  w  =  —  i.  Dies  führt  zur  Betrach- 
tung des  Productes 


s — ttj    s—Qg    s — a,    s — a^ 


8 


s — Og    s —tty    s  — a,    s — a^ 

dessen  Zähler  für  die  Werthe  m  =  ±1  und  dessen  Nenner  für  die 
Werthe  u  =  ±  t  verschwindet. 

Der  erste  Factor  dieses  Productes  ist  gleich  <y;  seine  dritte  Po- 
tenz hat  also  in  der  Umgebung  des  Werthes  t;  =  0,  beziehungsweise 
M  =  +1,  den  Charakter  einer  ganzen  Function  und  wird  für  u  =  +1 
unendlich  klein  von  der  Ordnung  der  Grrösse  (u — 1)". 

Für  die  drei  andern  Factoren  ergeben  sich  die  Werthe 

Das  Product  derselben  ist  also  gleich 

1  y+{a^2y 

und   besitzt   als   rationale    Function   von  <y*    für   die    Umgebung    des 
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Punktes  t?  =  0 ,  also  auch  für  die  Umgebung  des  Punktes  u  =  +1 
den  Charakter  einer  ganzen  Function. 

Hieraus  folgt,  dass  die  dritte  Potenz  des  aus  vier  Factoren  be- 
stehenden Productes 

für  die  Umgebung  des  Punktes  u  =  +1  den  Charakter  einer  ganzen 
Function  besitzt  und  für  diesen  Punkt  unendlich  klein  wird  von  der 
Ordnung  der  Grösse  (w— 1)'. 

Sind  nun  m  =  m^  und  s'  =  s^  zwei  zusammengehörende  Werthe 
von  u  und  s',  so  gehört  zu  dem  Werthe  u  =  u^-i  der  Werth 
s'  =  s'^'i.  Wird  dieser  Werth  für  s'  in  den  Ausdruck  für  x{s')  ein- 
gesetzt, so  ergibt  sich  mit  Hülfe  von  Relationen  wie  der  folgenden 

der  Satz:  Grehört  zu  dem  Werthe  w  =  m^  der  Werth  x{s')  =  jjC^o)? 
so  gehört  zu  dem  Werthe  u  =  u^-i  der  Werth 

Xis')  =  Xis'-i)  =  J^- 

Hieraus  folgt,  dass  die  Function  x{s)  in  der  Umgebung  des  Punktes 
u  =  +i  den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt  und  für 
diesen  Punkt  von  der  Ordnung  der  Grösse  (m— t)^  unendlich  gross  wird. 
Durch  Fortsetzung  dieses  Schlusses  ergibt  sich,  dass  die  Function 
x{s')  in  allen  singulären  Punkten  den  Charakter  einer  rationalen 
Function  besitzt.    Daher  ist  die  Function  x(ß')  selbst   eine  rationale 

Function  von  u  und  zwar  gleich  C^-  ( TTT^y 

Der  Werth  von  C^  ergibt  sich  aus  dem  Paare  zusammengehö- 
render Werthe  u  =  0,  s'  =  0 

Also  ist  s'  eine  algebraische  Function  von  u  und  zwar  ist,  wenn 
s^  =  8  gesetzt  wird, 

die  zwischen  u  und  s  bestehende  algebraische  Gleichung. 


L 
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Fortan  möge  die  Grösse  s  ausschliesslich  das  particuläre  Integral 

■ 

s'  sowie  dessen  analytische  Fortsetzung  bezeichnen  und  zwar  möge 
dieselbe  zur  unabhängigen  Variablen  gewählt  werden. 

Um  die  auf  S.  14  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Mini- 
malfläche aufgestellten  Formeln  auf  den  vorliegenden  Fall  anwenden 
zu  können ,  ist  nur  an  die  Stelle  der  in  denselben  vorkommenden 
mit  u  bezeichneten  Grösse  die  zuletzt  mit  v  bezeichnete  einzusetzen. 
Dann  kommt  in  diesen  Formeln  die  Grösse  v  nur  in  der  Verbindung 

*(r)-f-^j  vor,  und  zwar  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

zu  setzen,  wo  C,  eine  reelle  Constante  bedeutet. 

Wird  nun  durch  die  Gleichung  v  =  i^rr —  ^^®  Grösse  u  einge- 
führt, 80  ergibt  sich 

ibf  \f^^  —  ^ f^^  —    2fit   fdu^ 

und  diese  Grösse  ist  jetzt  noch  durch  s  auszudrücken. 
Es  ergibt  sich 

(v  =  1...8) 

Nun  sind  alle  in  den  erwähnten  Formeln  vorkommenden  verän- 
derKchen  Grössen  durch  die  Variable  s,  beziehungsweise  deren  con- 
jugirte  5„  ausgedrückt.  Wird  noch  der  reellen  Constante  C^  der  Ein- 
fachheit wegen  der  Werth -^  beigelegt  und  derjenige  Zweig  der 

analytischen  Function  .   welcher  für  s  =  0  den  Werth 

+  1  besitzt,  mit  5(s)  bezeichnet,  so  ergeben  sich  für  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  zu  betrachtenden  Minimalfläche  folgende  Ausdrücke 

0  0 

''o  '0 

e  =      f2«g(s)(fe     +    /2«.gf(«,)ds„ 

0  0 

5(s)  =    .     ^^.    ,,      5(0)  =  +1. 

vi— 14s*+s* 


(A) 
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Wird  die  Veränderlichkeit  ^er  Variablen  s  auf  das  Innere  und 
die  Begrenzung  des  Kreisbogenvierecks  ab  cd  (Fig.  5.)  beschränkt  und 
werden  den  Variablen  s  und  5,  nur  conjugirte  Werthe  beigelegt,  so 
stellen  die  Gleichungen  (A)  ein  reelles  ^  einfach  zusammenhängendes 
von  vier  geradlinigen  Strecken  begrenztes  Flächenstück  M  dar, 
welches  in  jedem  seiner  Punkte  die  charakteristische  Eigenschaft  der 
Minimal  flächen  besitzt;  die  vier  Seiten  des  begrenzenden  Vierseits 
haben  gleiche  Länge  und  jeder  der  vier  Winkel  desselben  beträgt  Off, 

Sobald  die  analytische  Fortsetzung  dieses  Flächenstückes  mit  in 
Betracht  gezogen  wird,  fallt  die  über  das  Grebiet  der  Grrösse  s  ge- 
machte beschränkende  Voraussetzung  fort  und  es  sind  dann  die  in 
den  Gleichungen  (A)  angedeuteten  Integrationen  für  jede  der  beiden 
unabhängigen  Variablen  s  und  8^  einzeln  auf  demselben  Wege  auszu- 
führen. 


Seliwftrs,  Oannmalte  ▲btaandliuifen»  I. 
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Zweiter  Theil. 

Die  durch  die  Formeln  (A)  (S.  32)  dargestellte  Fläolie  soll  nun 
näher  untersucht  werden. 

Die  Integrale,  durch  welche  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  dieser  Fläche  ausgedrückt  sind,  sind  hyperelliptische  von  der 

Irrationalität  \/l  — 14s*+5*  abhängende  Integrale  erster  Art. 
Die  Integrale  von  der  Form 


/ 


2s  ds 


welche   in    dem  Ausdrucke   für   die  Coordinate  js  vorkommen,    führen 
durch  die  Substitution  s^  =  t  auf  das  elliptische  Integral 

dt 


f 


sji-iit'+t* 


während  diejenigen  Integrale ,  durch  welche  die  Coordinaten  x  und  y 
ausgedrückt  sind,  durch  dieselbe  Substitution  in  die  hyperelliptischen 
Integrale  * 

(1-0^^  r        i(l+t)dt 


f       {l^t)dt  _  r 

J  2\/t(l-Ut'-hn  '  J  2 


2^t{i-ut'+f*) '       J  2\/t[i-i4t^+r) ' 

und  die  conjugirten  übergehen. 

Auch  diese  Integrale  lassen  sich  durch  geeignete  Substitutionen 
auf  elliptische  zurückführen. 

Legendre  hat  gezeigt,  dass  die  von  einer  Quadratwurzel 
V'ic(l— a:*)(l— Ä;*a;*)  abhängenden  Integrale  auf  elliptische  führen. 
Dasselbe  hat  Jacobi  für  die  von  der  Quadratwurzel 


abhängenden  Integrale  nachgewiesen. 

Es  sei  R{x)  eine  ganze  Function  fünften  Grades.  Die  fünf  Wur- 
zeln der  Gleichung  R{x)  =  0,  von  denen  nicht  zwei  einander  gleich 
sind,  mögen  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  a^,  a, ,  aj,  a^,  a^  be- 
zeichnet werden.    Eine  Wurzel,    etwa  a^J  werde  herausgegriffen  und 
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der  Reihe  nach  von  den  übrigen  Wurzeln  subtrahirt.    Hierdurch  ent- 
stehen die  Wurzeldifferenzen  a^—a^^  «j— ö,,  a^—a^j  «5— <*!• 

Wenn  es  nun  möglich  sein  soll,  durch  eine  lineare  Substitution 
des  Arguments  die  Function  R{x)  in  die  specielle  von  Jacob i  ange- 
gebene Form  zu  setzen,  so  muss  es  möglich  sein,  aus  den  fünf  Wur- 
zeln eine  solche  herauszugreifen,  dass  das  Product  zweier  der  entste- 
henden Wurzeldifferenzen  gleich  dem  Producte  der  beiden  anderen 
Wurzeldifferenzen  ist;  es  muss  also,  für  eine  gewisse  Wahl  der 
Wurzeln  die  Gleichung  bestehen") 

Das  Integral  ** 


I 


dx 


geht,  wenn  diese  Gleichung  erfüllt  und  A  durch  die  Gleichung 
bestimmt  ist,  durch  die  Substitution 


^x  — a,  — A 

in  ein  elliptisches  Integral  über. 

Wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen,  wie  im  vorlie- 
genden Falle  R(f)  =  ^(1  —  14 ^"4-^*),  nur  solche  Potenzen  der  unab- 
hängigen Variablen  enthält,  deren  Exponenten  ungrade  Zahlen  sind, 
können  die  fünf  Wurzeln  stets  und  zwar  in  zwiefacher  Weise  so  an- 
geordnet werden,  dass  die  obige  Gleichung  erfüllt  ist. 

Diese  beiden  Anordnungen  sind 

a,=  0,  a,=  2  +  \^,  (i3=2-\/3,  a,=  ^(2^\ß),  a,= -(2-hV3);  **= +1 

und 

a,=0,  a.=  24-V3,  a3=-(2-V3),  a,=  2-\/3,  a,=  -(2+V/3);  Ä*=^l. 

Es  führen  also  die  Integrale 

(1+0*       „^A   r    o-+it)dt 


f     ,il±!L^__      und      f- 


oder 

/(lq:«')gf(«)<fo      und      /(l +f«')gf(«)d« 

durch  die  Substitutionen 

8* 
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auf  elliptisclie  Integrale. 

(Unter  \ji  und  \/^  sind  hier  und  im  Folgenden  stets  die  Werthe 

"L    und  — r=r-  zu  verstehen.) 

V2  \/2 

Es  sind  also  die  drei  Coordinaten  x,  y,  e  eines  beliebigen  Punktes 
der  Fläche  darstellbar  als  Summen  je  zweier  elliptischen  Integrale 
erster  Art,  deren  obere  Grenzen  algebraische  Functionen  zweier  un- 
abhängigen Variablen  s  und  s^  sind. 

Die  Integrale 

r        2xdx  r    {lj;:x^)dx  r  {\^ix^)dx 

J  \Jl'-2gx'+a^'         J  Sjl^lo^+ö^'         J  \Jl'^2gx*+sif 

führen  für  jeden  Werth  von  g  durch  Substitutionen  der  angegebenen 
Form  auf  elliptische.  Im  vorliegenden  Falle ,  wo  2^  =  14 ,  gibt  es, 
wie  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  ausser  diesen  fünf  Integralen  noch 
acht  andere,  bei  denen  eine  solche  Zurückführung  auf  elliptische  Inte- 
grale durch  analoge  sehr  einfache  Substitutionen  möglich  ist. 

Nun.  handelt  es  sich  darum,  unter  den  Integralen  erster  Art, 
welche  durch  einfache  Substitutionen  direkt  auf  elliptische  Integrale 
fuhren,  drei  auszuwählen  und  für  die  folgenden  Betrachtungen  zu 
Grunde  zu  legen. 

Hierzu  eignen  sich  vor  allen  andern  die  drei  Integrale 

f2s%{s)d8,     f\r^i(l^is')^{s)ds,     f\/i{l+is')^(s)ds, 
weil  die  durch  die  Substitutionen 

»•  =  t,      (i±^Elj  =  t',      (l±V^)'  =  r 

\8-\J—i/  ^    s-\Ji     / 

aus  denselben  hervorgehenden  elliptischen  Integrale  dieselbe  Form 
dt 


I 


Wird  nämlich 


erhalten. 


I+Sßs  ,  l+\J^is 


=  s\  •  '    ._     =  s" 


gesetzt,  so  entspricht,  vorbehaltlich  einer  später  zu  treffenden  Zeichen- 


Bestimmnng  einer  spedellen  Minimalfl&che.  37 

bestimmung ,  einem  TJebergange  von  s  in  s'  ein  Uebergang  von 
2s^{s)ds  in  vP7(l-iV)gf(s)(fe  oder  in  2s'^(s')ds'. 

Einem  TJebergange  von  s  in.  s'  entspricht  ein  Uebergang  von  s' 
in  s^  und  von  5"  in  5;  ebenso  entspricht  einem  TJebergange  von  s  in 
$"  ein  solcher  von  s'  in  s,  von  s"  in  s\ 

Es  möge  nun  die  zu  betrachtende  Fläche  auf  ein  neues  Coordi- 
natensystem  bezogen  werden,  welches  mit  dem  vorigen  die  Z-Axe  ge- 
mein hat  imd  gegen  dasselbe  in  der  Richtung  von  der  positiven 
F-Axe  nach  der  positiven  X-Axe  um  45°  gedreht  ist. 

Für  die  Coordinaten  x\  y\  e'  eines  beliebigen  Punktes  der  Fläche 
in  Bezug  auf  das  neue  Coordinatensystem  ergeben  sich  dann  die 
Ausdrücke 

^^'^  y'=^-^=  jr\/r(i+.v)gf(s)i?s+/v/^(i-is;)SW<fc., 

0  Ü 

Hierin  bedeuten  %(s)  und  ^^(s^)  wie  in  den  Formeln  (A)  diejenigen 
Zweige  der  analytischen  Functionen 

i  1 

und 


welche  für  5  =  0  und  5,  =  0  den  Werth  +1  haben. 


Es  ist  nützlich,    der  Discussion   dieser  Formeln  eine  nähere  Be- 
trachtung des  Integrales 

2s  ds 


p  r        "zsds 


vorangehen  zu  lassen,  weil  mit  dessen  Eigenschaften  die  Eigenschaften 
der  zu  untersuchenden  Fläche  aufs  Engste  zusammenhängen. 

Die    einzigen   singulären  Werthe   für   die  Integrationsvariable   s 
sind  bei  diesem  Integrale  die  Wurzeln  der  Gleichung  1  — 145*+s®  =  0. 

Wird   der  Werth   von    ^^^^—    wie   oben   mit   a  bezeichnet,    so   sind 


V^2 

sammtliche  Wurzeln 
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1.1  1  .  t 

Für  jeden  Punkt  der  Ebene,  mit  Ausnahme  dieser  acht  singulären, 
hat  die  Quadratwurzel  ^1— 145*+s*  zwei  Werthe. 

Um   diese  von  einander  zu  unterscheiden,  denke  man  sich  in  der 

Ebene   s   vier   geradlinige   Schnitte   ausgeführt,   von   a   bis   — ,   von 

4  1  T 

ai  bis  — ,  von  —  a  bis und  von  --ai  bis .     (Fig.  6.) 


c/ 


I 
I 

• 

I 

I 

I 


A\ 


Fig.  6. 
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d^J- 


\ 


/        \ 


1\ 


I      ' 


\v' 
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/ 


..-'i? 


Dann    kann    die  Verzweigung    der   Werthe    der   Quadratwurzel 


V'l— 14s*+5**  durch  eine  über  diese  Ebene  ausgebreitete  zweiblättrige 
Riemann'sche  Fläche  dargestellt  werden,  deren  zwei  Blätter  längs 
der  erwälmten  Verzweigungsschnitte  in  einander  übergehen. 

Unter  dem  Werthe  der  Quadratwurzel  für  einen  dem  oberen 
Blatte  dieser  Fläche  anjgehörenden  Punkt  s  =  s^  möge  derjenige 
Werth  der  Quadratwurzel  verstanden  werden,  welcher  bei  stetigem 
Uebergange  von  s  aus  dem  Punkte  s^  in  den  Punkt  0,  wobei  s  keinen 
der  vier  Verzweigungsschnitte  überschreiten  darf,  übergeht  in  den 
Werth  +1.  Dieser  Werth  der  Quadratwurzel  mijge  ohne  Marke  oder 
mit  +Vl— 14sJ+sJ  und  der  reciproke  Werth  desselben  mit  %{s^)  be- 
zeichnet  werden.     Der   entgegengesetzte   Werth    der   Quadratwurzel, 
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der  mit  —^1  —  14:81  +  $1  zu  bezeichnen  ist,  geht  unter  denselben  Be- 
dingungen in  den  Werth  —1  über  und  gehört  hiernach  dem  ent- 
sprechenden Punkte  des  unteren  Blattes  der  Fläche  an. 

Durch  diese  Bezeichnung,  welche  im  Folgenden  festgehalten  werden 
soll,  sind  die  beiden  Werthe  der  Quadratwurzel  für  alle  Punkte  der 
Ebene  s,  welche  nicht  jenen  Schnitten  angehören,  von  einander  unter- 
schieden. Längs  der  Schnitte  selbst  hat  in  jedem  Punkte  die  Quadrat- 
wurzel V/l--14s*+s®  imd  also  auch  die  Function  5(^)  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werthe  und  es  sind  daher  —  ^1— 145*+s*  und  — 15(«) 
die  analytischen  Fortsetzungen  von  ^1—148*+ s^  und  5(^)>  sobald  s 
einen  dieser  Schnitte  überschreitet. 

Damit  es  möglich  sei,  auch  die  Integralfunction 


•«0 


/    2s^{s)ds 

für  das  obere  Blatt  der  Ebene  als  eine  eindeutige  Function  der  oberen 

Grenze   zu   definiren,    mögen   die    erwähnten   vier  Schnitte   über   die 

1      i  1  t      . 

Punkte  — ,  — , , hinaus  geradlinig  bis  ins  Unendliche  ver- 

a      a  a  a 

längert  und  diese  Verlängerungen  als  vier  zu  den  früheren  Schnitten 
hinzutretende  neue  Schnitte  angesehen  werden.  Wird  dann  festge- 
setzt,    dass   der  Integrationsweg  keinen    der   Schnitte   überschreiten 

2s%{s)ds  für  jeden  nicht   auf  einem  der 

Schnitte  liegenden  Punkt  s^  einen  endlichen ,  von  der  Gestalt  des  In- 
tegrationsweges unabhängigen  Werth.  Falls  s^  ein  Punkt  eines 
Schnittes  ist,  ist  noch  anzugeben,  ob  der  Integrationsweg  für  einen 
im  Punkte  s  =  0  gedachten  Beobachter  auf  der  negativen  (rechten) 
oder  auf  der  positiven  (linken)  Seite  des  Sclmittes  mündet;  dies  möge 
durch  die  dem  Integralzeichen  beigefügte  Marke  —  oder  +,  also  durch 
®  oder  ^1  ^  angedeutet  werden. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gelten  die  Gleichungen 

^0  ^0  •^  *^ 

Durch   die  Substitution  s'  ~  ^   geht   das   betrachtete  Integral  in 

/dt 
,  über.      Werden    die    halben 
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Perioden  dieses  Integrals  mit  «o  und  o'  bezeichnet,  also 

=2r'  ^   -, .' = 2i  r-^=^ = 2i  r , ^i_ 


C9 


) 


wobei    den  Quadratwurzeln   ihre   positiven  Werthe  beigelegt  werden, 
so  ergeben  sich  folgende  Werthe  für  das  Integral  f2s^{s)ds 

•^  "7)  *^a  *^rt  -^0  ^0 

Hiernach   sind  die  in  Fig,  7.  und  Fig.  8.    dargestellten  Schemata 
fiir  die  Integralfonctionen 


L 


8. 


ds    und      /    2s%{s)ds 
entworfen.    Mit  Hülfe  derselben  ist  es  leicht,  den  Werth  des  Integrals 


L 


8. 


28%{8)ds   bei    beliebig   gestaltetem    Integrationswege   anzugeben, 


wenn  die  beiden  Grenzen  s^  und  Sy^  unter  den  Werthen 


0,  ±a,  ±ai,  ±-^,  ±-^,  ±1,  ±i,  ±V±i 

Fig.  7. 
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Fijf.  8. 


^w* 


^-r  / 


-<y-».£a.*.'r-<y-a;' 


enthalten  sind  und  von  dem  Integrationswege,  der  nur  an  die  Bedin- 
gung geknüpft  ist,  durch  keinen  der  singulären  Punkte  zu  gehen, 
bekannt  ist,  welche  der  acht  Schnittlinien  er  der  Reihe  nach  und  in 
welcher  Richtung  er  jede  einzelne  derselben  durchschneidet. 


Die  drei  Integrale 

mit  derselben  unteren  Grenze  0,  derselben  oberen  Grenze  s  und  dem- 
selben Integrationswege ,  können ,  wie  oben  (S.  36)  angegeben ,  durch 
die  Substitutionen 

1±\/J_s_  ^   ,  1+V""^g   ^ 


^', 


auf  drei  Integrale  derselben  Form  j2s  %  (s)  ds,  aber  mit  verschiedenen 
unteren  und  oberen  Grenzen  und  dem  entsprechend  verschiedenen  In- 
tegrationswegen zurückgeführt  werden. 


/" 


Durch  die  Substitution  n=r  =  s'  entspricht 


s 


-^- 
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dem  Punkte 

8  =  0,       -^1",  _^;_a,  +      ;  +a,  _±,  +  ±;    -— ,at,    -o» 

der  Punkt 

s'  =  -\/r,  -V^,      0  ;  -a,  +  — ;  — ^,  +4->    +  «  ;    «*» 


a  '       a '       a 


a%. 


Wird  -Tj ==  6  gesetzt,  so  ist 


1-as' 


Die  geometrische  Interpretation    dieser  Gleichungen  ist  folgende. 

Durch   die  Function  -^ =  6  wird  die  Ebene  s  auf  eine  Ebene  6 

1—as  ^ 

conform  abgebildet,  so  dass  dem  Punkte  s  =  —  der  unendlich  ferne 

Punkt,  dem  Punkte  ä  =  —  a  der  Nullpunkt  der  Ebene  ff  entspricht. 
Beschreibt   der  Punkt   s  eine  Linie,   so  beschreibt  der  Punkt  6  eine 

entsprechende   Linie.    Ebenso   ist   die  Gleichung   s'  =  j.==^  geo- 

s  —  y  —  i 

metrisch  zu  deuten.  Einer  bestimmten  Linie  s  entspricht  also  eine 
bestimmte  Linie  6  und  eine  bestimmte  Linie  s\  In  gleicher  Weise 
entspricht  der  Linie  s'  eine  Linie  <?'.    Die  Gleichung 

-l-V/3i 


<y  =s  <y 


2 


sagt  aus,  dass  die  Linie  6'  aus  der  Linie  ö  durch  Drehung  derselben 
um  den  Punkt  6  =  0  und  um  einen  Winkel  von  2  •  f  3t  oder  2  •  120** 
in  positivem  Sinne  erhalten  werden  kann. 

Zu  jedem  Integrationswege  von  s  kann  also  durch  eine  einfache 
Construction  der  entsprechende.  Integrationsweg  von  s'  bestimmt 
werden. 

Bei  einer  Wiederholung  dieser  Construction  geht  s'  in  s",  s"  in  s 
über.  Durch  dieselbe  Construction  bei  entgegengesetztem  Sinne  der 
Drehung   in  der  Ebene  6   geht  s  in  s",    s"  in  s',   s'  in  $  über.    Die 

Werthe  s  ^=  ^a,  s  =  -i sind  die  einzigen,  für  welche  s'  =  s"  =  «. 

Es  ist  oben  S.  37  bemerkt  worden ,  dass  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen 

^i(l^is')^{s)ds    und    2s'^{s')ds' 

mit  einander  übereinstimmen;   es  ist   nun   die  Bestimmung   des   Vor- 
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Zeichens  auszuführen.  Der  Anfang  der  Integrationen  ist  bestimmt 
durch  5  =  0,  5(0)  =  +1.  Bis  auf  kleine  Grössen  höherer  Ordnung, 
die  hier  nicht  in  Betracht  kommen,  ergibt  sich  für  die  Umgebung  des 
Werthes  s  =  0 

Vr=i(l-tV)5(s)(fo  =  V-«rfs;   s'  =  -V^  ds'  =  -2ids,  %{^)  =  +i. 


mithin  2s' ^^  {s' )  ds' ^=  ^Sj  —  ids.    Es  ist   also  für   die  Umgebung  des 
Werthes  5  =  0,  5'  =  S^'i 

\J^{l-is')%(s)ds  =  -2s'^(s')ds\ 
und  ebenso  zeigt  sich,  dass  unter  derselben  Voraussetzung 

>^t{l+is')%(s)ds  =  '-2s"^(s")ds"  ist. 

Werden  nun  unter  s[  und  s"  die  zu  s'  und  s"  conjugirten  Grössen 
verstanden  und  wird  statt  s  und  s^  s'"  und  s'"  gesetzt,  so  gehen  die 
Gleichungen  (A')  über  in 

x'=  ^  r  2s^is)ds--p    25,3f(5j(?5„ 

2s^{s)ds-    f  '  2s,%{s,)ds„ 

2s^{s)ds  +    f  '  2s,%(s,)df>,, 

wobei    die   Functionen  g(s)   und  5(^i)   ^^^   ^^^^^   erklärte  Bedeutung 
haben.     Zwischen  den  oberen  Grenzen  s'  s"  s'"  bestehen  die  Gleichungen 

l+\/rr           ,           l+\/is'           „          l+\Jis"    _    .„ 
—  =  s  , ',^^=^  ^  ö  , / —    —  ^  ? 


und  diesen  Gleichungen  entsprechend  sind  die  auf  die  Integrations- 
variable 5  sich  beziehenden  Integrationen  auf  correspondirenden  Wegen 
auszuführen.  Durch  Vertauschung  von  i  mit  —  i  und  von  s'  s"  s'"  mit 
s[  sl  s"'  ergeben  sich  die  entsprechenden  Gleichungen  zwischen  den 
letztem  Grössen.  Die  auf  die  Integrationsvariable  s^  sich  beziehenden 
Integrationen  sind  ebenfalls  auf  correspondirenden  Wegen  auszuführen. 
Durchläuft  die  Variable  s"'  die  geradlinige  Strecke  von  5  =  0 
bis  s  =  —a  und  entsprechend  die  Variable  s'"  die  geradlinige  Strecke 
von  5,  =  0  bis  s,  =  —  a,  so  liegen  auch  für  die  Variablen  5',  s^  und 
s[j  5^  die  Integrationswege   ganz  in  dem  obern  Blatte  der  Ebene  und 
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endigen  im  Punkte  —  a.  Für  die  Coordinaten  des  dem  Werthepaare 
5a=5— a,  5j  =  — a  entsprechenden  Punktes  der  Fläche  ergeben  sich 
die  Werthe 

X'  =  — ö,         \f   =  — d,         /   =    CD. 

Es  möge  nun  gesetzt  werden 

so  ergeben  sich  für  a/',  y",  -e?"  dieselben  Integralausdrücke  wie  in  den 
Formeln  (B)  für  x\  y\  /,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  nun  die 
unteren  Grrenzen  der  sechs  Integrale  einander  gleich,  nämlich  gleich 
— a  geworden  sind.  Auch  sind  diese  Formeln  zeichenrichtig,  wenn  die 
Veränderlichkeit  von  5'"  beschränkt  wird,  z.  B.  auf  das  Innere  des 
Kreisbogenvierecks  ah  cd.  (Fig.  5.  S.  27.) 

Bei  der  getroffenen  Wahl  des  Coordinatensystems  bildet  die  Nor- 
male der  Fläche  in  dem  Punkte  a?"  =  0 ,  y"  =  0 ,  -s^'  =  0  und  über- 
haupt in  jedem  den  Werthepaaren  s  =  — a,    5,  =— a  und  s  =  — , 

1  '  .  .  .^ 

5,  =  —  entsprechenden  Punkte  der  Fläche  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  Coordinatenaxen  gleiche  Winkel. 

Wird  nun  statt  der  Grösse  s  die  Grösse  6  eingeführt,  so  er- 
gibt sich 

1  (tf  +  — )(tf-a)rf<y 

2s^(s)ds  =  -^TT 


^'  V'(i+w---) 


mit  der  Bestimmung,  dass  für  positive  Werthe  von  tf,  welche  kleiner 
als  \/2  sind,  der  Quadratwurzel  ihr  positiver  Werth  beizulegen  ist. 
Wird  <y  =  t'  gesetzt,  und  mit  f(r)  derjenige  Zweig  der  Function 

1 

bezeichnet,  dessen  Werth  für  t  =  0  positiv  ist,  so  ist 

2s5(5)(fa  =  (r*+V/2r'-l)Kr)dr, 
und  es  kann  der  Werth  des  Integrals 

f\^(8)ds  =   rV+V/2r'-l)f(r)dT 
füi'  alle  die  Grösse  v^^  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  überschrei- 


Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche.  45 

tenden  Werthe  von  t^  in  eine  nach  Potenzen  von  t^  mit  ganzen  positiven 
Exponenten  fortschreitende  unbedingt  convergirende  Reihe  entwickelt 
werden. 

Wenn    die    zu  s',  s",  «'"   gehörenden  Werthe   von   r   mit  r',  r",  t 
bezeichnet  werden,  so  ergibt  sich 

Die  zn  t  conjugirte  Grösse  möge  mit  t,  bezeichnet  und  statt  a?",  y",  /' 
möge  fortan  wieder  x,  y^  e  gesetzt  werden,  da  eine  Verwechselung 
mit  den  in  den  Formeln  (A)  (S.  32)  enthaltenen  ebenso  bezeichneten 
Grössen  nicht  zu  befürchten  ist.  Dann  ergibt  sich  unter  Berücksich- 
tigung der  Gleichungen  \{xs)  =  f(r),  f(ra*)  =  \{t)  folgendes  System 
von  Gleichungen: 

(C)  "^^  -^0 

e  =  r(-l  +  \/2tr«+T*)f(r)dr    +f  {^l  +  \j2T]  +  t',)Ut,)dr,, 

fw  =  — 7  ^-  f(o)  =  +4 


^Vi+^^*-^"'  ^* 


Aus  diesen  Gleichungen  ist,  so  lange  r  und  t^  auf  die  Umgebung  der 
Werthe  r  =  0,  Ti  =  0  beschränkt  werden,  jede  Zweideutigkeit  ver- 
schwunden. Für  die  Coordinaten  x,  y,  0  ergeben  sich  Reihenentwicke- 
Inngen,  welche  nach  Potenzen  von  r  und  r^  mit  ganzen  positiven  Ex- 
ponenten fortschreiten  und  für  alle  in  der  Umgebung  der  Werthe 
r  =  0,  r,  =  0  liegenden  Werthe  von  t  und  r^  unbedingt  convergiren. 

Diese  Entwickelungen  erweisen  sich  als  sehr  geeignet  zur  nä- 
heren Untersuchung  der  Beschaffenheit  des  in  der  Umgebung  des 
singulären  Punktes  «  =  0,y  =  0,  jef  =  0  liegenden  Elementes  der 
Fläche. 

Geht  nämlich  r  in  rs  und  gleichzeitig  r^  in  t^€*  über,  so  geht 
a  in  X,  X  ia  y,  y  in  jg  über;  die  Fläche  ist  daher  in  Bezug  auf  die 
drei  Coordinaten  x,  y,  e  sjonmetrisch  und  gelangt  durch  eine  Drittel- 
drehung um  die  Axe  x  =^  y  =  e  mit  sich  selbst  zur  Deckung. 

Wird  r  mit  x^  vertauscht,  so  geht  x  in  y^  y  in  x  über,  während 
a  ungeändert  bleibt.  Also  ist  die  Ebene  r»  =  y  eine  Symmetrie- 
Ebene  der  Fläche. 
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Geht  r  in  — r,  r,  in  — r,  über,  so  gehen  x,  y^  z  über  in  — x, 
—y,  —a:  der  Punkt  a;  =  0,  y  =  0,  ;8r  =  0  ist  also  ein  Mittelpunkt 
der  Fläche. 

Diese  Sätze  gelten  zwar  zunächst  nur  für  solche  Werthe  von  t 
und  Ti ,  welche  in  der  Umgebung  der  Werthe  r  =  0 ,  Tj  =  0  liegen, 
und  für  das  Flächenelement,  welches  durch  die  erwähnten  innerhalb 
dieses  Gebietes  convergenten  Reihcnentwickelungen  definirt  ist;  in- 
dessen sind  diese  Sätze  sofort  auf  die  ganze  Fläche  ausdehnbar,  welche 
die  analytische  Fortsetzung  dieses  Flächenelementes  ist. 

Diese  Fläche  wird  gebildet  von  dem  Inbegriff  aller  derjenigen 
Punkte  des  Raumes,  in  deren  Umgebung  simultane,  d.  h.  durch  Ver- 
mittelung  derselben  Zwischenwerthe  erhaltene  analjrtische  Fort- 
setzungen der  eben  erwähnten  Reihenentwickelungen  führen. 

Es  sind  nun  die  Anfangsglieder  dieser  Entwickelungen  ins  Auge 
zu  fassen.  Diese  sind,  abgesehen  von  dem  Factor  —  V'^i,  beziehungs- 
weise 

Bt  +  «"Tj  ,       £'r  +  «r, ,       t  +  t^'j 

alle  anderen  Glieder  enthalten  die  Variablen  t  oder  rj  in  der  dritten 
oder  in  einer  höheren  Potenz  als  Factor. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  a:  =  0,y  =  0,£r  =  Oein  ein- 
facher Punkt  des  betrachteten  Flächenelementes  ist,  dass  die  Ebene 
a?+y  +  ^  =  Oin  diesem  Punkte  die  Tangentialebene  des  Flächenele- 
mentes ist  und  dass  der  Abstand  eines  dem  Punkte  x  =  0,  y  =  0, 
g  =  0  benachbarten  Punktes  des  Flächenelementes  von  dieser  Tan- 
gentialebene in  Bezug  auf  t  und  r^ ,  also  auch  in  Bezug  auf  x,  y ,  e 
eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  ist. 

Weil  das  betrachtete  Flächenelement  in  dem  Punkte  x  =  0^ 
y  =  0,  jer  =  0  eine  Punktsingularität  nicht  besitzt,  so  wird  dasselbe 
von  jeder  diesem  Punkte  hinreichend  nahe  liegenden  und  der  Tan- 
gentialebene x+y  +  js  =  0  nicht  parallelen  Geraden  in  nur  einem, 
dem  Punkte  x  =  0,  y  =  0,  £f  =  0  benachbarten  Punkte  geschnitten. 

Aus  den  Gleichungen  (C)  (S.  4B)  ergibt  sich 

x  +  y  +  z=fd\j2t'^  (r)  dr  +  fS  SJ2t]  f  (r,)  dt,, 

0  'o 

oder,  wenn  r'  =  ft,  rj  =  ft,  gesetzt  wird. 
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Die  Summe  der  beiden  elliptischen  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  kann  nur  dann  gleich  Null  sein,  wenn  die 
Summe  ihrer  oberen  Grenzen  ^  +  ft,  =  t'+  tJ  den  Werth  Null  hat. 
Dies  ergibt  folgende  Werthsysteme : 


ni 

nt_ 

T 

= 

r- 

e"*' , 

1^1 

^— 

r-c     • , 

X 

r- 

^1 

3'ri 

r-e      •  , 

671» 

X 

= 

r- 

«•  , 

^, 

^■=— 

r*e      •  . 

in  welchen  r  eine  veränderliche  (reelle)  Grosse  bezeichnet. 

Diesen  Werthsystemen  entsprechen  auf  der  Fläche  drei  in  der 
Tangentialebene  x  +  y  +g  =  0  enthaltene ,  einander  unter  Winkeln 
von  60°  schneidende  gerade  Linien,  die  Durchschnitte  der  Ebenen 

y  =  0,  e  +  x  =  0;      ;8r  =  0,  x  +  y  =  0;      x  =  0,  y  +  e  =  0. 

Jede  dieser  Geraden  ist  eine  Symmetrieaxe  der  Fläche.  Dies 
folgt  z.  B.  fiir  die  Gerade  ;8r  =  0,  x  +  y  =^  0  aus  der  Eigenschaft, 
dass  die  Ebene  a;  =  y  eine  Symmetrie-Ebene  und  der  Punkt  a;  =  0, 
y  =  0,  j?  =  0  ein  Mittelpunkt  des  betrachteten  Flächenelementes  ist. 

Der  Ausdruck  für  den  Abstand  eines  Punktes  des  Flächenele- 
mentes von  der  Tangentialebene  x  +  y  +  Jg  ==  0  zeigt ,  dass  die  durch 
die  drei  Geraden  gebildeten  sechs  Sectoren  des  Flächenelementes  ab- 
wechselnd auf  der  einen  und  auf  der  anderen  Seite  der  erwähnten 
Tangentialebene  liegen.  Es  tritt  somit  für  dieses  Flächenelement  die 
oben  (S.  17)   beschriebene  Singularität  (g==3,  ^  =  2)  auf. 

Für  die  Coordinaten  des  dem  Werthepaare  5'"  =  0,  s'/'  =  0  ent- 
sprechenden Punktes  ergeben  sich,  vorausgesetzt,  dass  die  Integra- 
tionsvariablen s  und  s^  sich  auf  geradem  Wege  von  —  a  bis  0  be- 
wegen, die  Werthe  (vgl.  S.  44) 

y  =  (i(D  +  i©)  +  (iaj-ia)')  =     ©, 
a  ==        — ^öj  — iflj       =  — ®- 

Es  ist  also  der  Punkt  x  =  o,  y  =  m,  £r=— ©ein  Punkt  der 
Fläche.  Zur  näheren  Untersuchung  des  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  liegenden  Elementes  der  Fläche  ist  es  nützlich,  auf  die  For- 
meln (A')  (S.  37)  zurückzugehen,  wobei  x  —  g)  =  x'j  y—io  ^=^  y\ 
»  +  m  =  0'  zxji  setzen  ist. 
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Für  die  Coordinaten  x\  y\  ß  ergeben  Rieh  ans  diesen  Formeln 
Reihenentwiekelungen,  welche  nach  Potenzen  von  b  und  5,  mit  ganzen 
positiven  Exponenten  fortschreiten  und  für  alle  Werthe  dieser  Grössen, 
deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  a,  unbedingt  convergiren. 

Durch  Vertauschung  von  s  und  5,  ergibt  sich  auch  hier  die  Sym- 
metrie in  Bezug  auf  die  Ebene  x*  =  y\ 

Wenn  gleichzeitig  s  mit  —5,  s^  mit  —  Sj  vertauscht  wird,  so  geht 
aj'  in  —  a:',  y'  in  —y'  über,  während  ss  ungeändert  bleibt.  Es  folgt 
hieraus,  dass  dieZ'-Axe  (a:'  =  0,  y'  =  0),  mit  welcher  die  Normale 
der  Fläche  im  Punkte  x*  =  0,  y'  =  0,  i?'  =  0  zusammenfällt,  für  das 
Flächenelement  eine  Symmetrieaxe  ist.  Also  ist  auch  die  Ebene 
a;'+  y'  =  0  eine  Symmetrie-Ebene  dieses  Flächenelementes. 

Die  Ebene  /  =  0  ist  die  Tangentialebene  des  Flächenelementes 
im  Punkte  x'  =  0,  y'  =  0,  z'  =  0. 

Die  Grieichung  ^'  ^=  J^s%{8)d8  +f2s^^{$^)d$^  zeigt,  wenn  durch 
die  Substitutionen  s^  =  t,  s\  =  t^  zu  elliptischen  Integralen  überge- 
gangen wird,  dass  die  Gleichung  /  =  0  nur  dann  befriedigt  werden 
kann,  wenn  s*+  sj  =  0  ist,  d.  h.  wenn 

oder  __ 

s  =  r«\^^,      5i  =  T'S/i 

gesetzt  wird,  wo  r  eine  veränderliche  (reelle)  Grösse  bezeichnet. 

Diesen  Annahmen  entsprechen  zwei  der  Tangentialebene  s  =  0 
und  dem  Flächenelement  gemeinsame  gerade  Linien  ä^'  =  0 ,  y'  =  0 
und  jßr'  =  0 ,  a;'  =  0 ,  welche  zugleich  S3anmetrieaxen  des  Flächenele- 
mentes sind.  Wird  nämlich  s  =  v-^i,  s^  =  v^\J—i  gesetzt,  worin 
V  und  v^  conjugirte  Grössen  bedeuten,  und  dann  v  und  v^  vertauscht, 
so  geht  y'  in  —  y',  e'  in  —  £r'  über,  während  x  unverändert  bleibt, 
woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt. 

In  dem  Punkte  x'  =  0,  y'  =  0,  ^e^'  =  0  tritt  also  der  oben  S.  17 
betrachtete  Fall  (g  =  2,  jp  =  1)  ein. 

Mit  Zuhülfenahme  dieser  Betrachtungen  ist  es  möglich,  auf  ana- 
lytischem Wege  eine  annähernde  Vorstellung  von  der  Gestalt  desje- 
nigen Theiles  der  Fläche  zu  gewinnen,  welcher  bei  Beschränkung  der 
Veränderlichkeit  der  Variablen  s  und  s^  auf  das  Kreisbogenviereck 
ah  cd  durch  die  Formeln  (A')  auf  S.  37  unter  der  Bedingung  darge- 
stellt wird,  dass  den  Variablen  s  und  8^  stets  conjugirte  Werthe  bei- 
gelegt werden. 
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Der  Begrenzung  entsprechen  nach  den  Sätzen,  welche  sich  für 
das  dem  Werthepaare  5=  — a,  s^  =  —a  entsprechende  Flächenele- 
ment  ergeben  haben  und  welche  durch  die  soeben  gewonnenen  Sym- 
metriebeziehungen vervierfacht  werden,  vier  gerade  Strecken,  welche 
gegen  die  Ebene  £r'  =  0  unter  45®  geneigt  sind  und  deren  Projectio- 
nen  auf  diese  Ebene  die  Länge  2a>  haben.  Der  geometrische  Ort  der 
Projection  x'+y'i  eines  reellen  Punktes  dieses  Flächenstückes  auf  die 
Ebene  s  =  Q  ist  das  von  den  Projectionen  der  erwähnten  Strecken 
gebildete  zwischen  den  Parallelen  rr'  =  —  o,  x'  =  +0}  und  y'  =  —  o, 
y'  =  +  o  liegende  Quadrat.  Für  positive  den  Werth  a>  nicht  über- 
schreitende Werthe  von  x'  und  von  y'  ist  der  Werth  der  Coordinate 
/  auch  positiv  und  nirgends  grösser  als  cd. 

Dies  kann  dadurch  bewiesen  werden,  dass,  nachdem  das  Gebiet 
von  s  in  erwähnter  Weise  beschränkt  worden  ist,  die  Gebiete  der 
Werthe,  welche  die  Integrale 

f\[^%{\^is')%{8)ds,  Ssji{l+is')%{8)ds  und    f28^(s)d$ 

•'o  *^o  "^ 

unter  dieser  Voraussetzung  annehmen  können,  als  begrenzte  Flächen- 
theile  der  Ebene  geometrisch  dargestellt  werden.**) 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich,  dass  das  betrachtete  Flächenstück 
aus  vier  congruenten  Theilen  besteht,  drei  auf  einander  senkrecht 
stehende  Symmetrieaxen ,  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Sym- 
metrie-Ebenen besitzt  und  der  äusseren  Gestalt  nach  mit  dem  zwischen 
den  Ebenen  x' =  — o  und  x'  =  -|-ai,  y' =  — o  und  y'=  +©  lie- 
genden Stücke  des  hyperbolischen  Paraboloides  m- e  =  x'-y*  grosse 
Aehnlichkeit  hat.  Beide  Flächenstücke  haben  die  Begrenzungslinie, 
die  Symmetrieaxen,  die  Symmetrie  -  Ebenen  und  in  neun  Punkten 
auch  die  Tangentialebenen  gemeinsam.  ^^) 

Für  die  Grösse  des  Hauptkrümmungsradius  in  einem  beliebigen 
Punkte  der  Fläche  ergibt  sich  der  Werth 


^  V^(l-145*-f5»)(l-145j  +  S?)' 

Derselbe  wird  in  keinem  reellen  Punkte  der  Fläche  gleich  Null,  er- 
langt seinen  kleinsten  Werth  1  für  5  =  0,  s^  =  0  und  wird  unendlicli 
gross  in  den  vier  Ecken. 

Da  für  die  analytische  Fortsetzung  des  eben  betrachteten  Flächen- 
stückes  die   vier  Geraden,   welche   die  Begrenzung   desselben  bilden, 
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Symmetrieaxen  sind,  so  ergibt  sich,  dass  der  reelle  Theil  der  durch 
die  Formeln  (A'),  (B),  (C)  bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit  der 
unabhängigen  Variablen  dargestellten  analytischen  Fläche  aus  lauter 
Stücken  zusammengesetzt  werden  kann,  welche  dem  eben  betrach- 
teten congruent  sind. 

Dieser  Umstand  erleichtert  die  Anfertigung  eines  Mödelles, 
welches  dazu  dient,  eine  anschauliche  Vorstellung  der  Gestalt  des 
reellen  Theiles  der  Fläche,  soweit  derselbe  in  einem  begrenzten  Theile 
des  Raumes  enthalten  ist,  zu  vermitteln. 

Bei  nicht  zu  geringer  Ausdehnung  zeigt  ein  solches  Modell  eine 
deutliche  Periodicität  der  Fläche  in  der  Richtung  jeder  der  drei 
Coordinatenaxen. 


Uebergang  zu  den  elliptischen  Functionen. 

Es  wurde  bereits  bemerkt,  dass  es  möglich  sei,  das  System  der 
Formeln  (B)  durch  eine  Aenderung  des  Coordinatenanfangs  so  umzu- 
gestalten, dass  die  Integrale,  durch  welche  die  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  der  Fläche  ausgedrückt  werden,  dieselbe  untere 
G-renze  —  a  erhalten. 

Es  ergibt  sich  (vergl.  S.  43 — 4B) 

— a  — a 

(D)  *=""/     2«g(s)<fo-j      2«.g(s,)ds., 


— a  — a 

— a  ~  —  a 


=     J    2s^(s)ds+J   '  2s,%{s,)ds,. 


Durch  die  Substitutionen  «"  =  t',  «J'  =  t[  u.  s,  w.   gehen  diese 
Formeln,  wenn  vom  Vorzeichen  abgesehen  wird,  in  die  folgenden  über : 

«'  dt  ^  /"'.  dt. 


(E) 


X  =  f      ^     I  r g' 

J.     \jl-Ut*+t*     J.     \Jl-Ut\  +  t*' 
J.     v/l-14<'+<*     i,     \/l-14tl  +  t*/ 


0 
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Hierbei  bestehen  zwischen  den  oberen  Grenzen  die  Gleichungen 

VVr-V-«/  v  \/r-\ß'  )        ' 

Die  elliptischen  Integrale,  durch  welche  in  den  Formeln  (E)  die 
Coordinaten  x,  y,  <r  ausgedrückt  sind,  lassen  sich  vermöge  des  Addi- 
tionstheorems wirklich  addiren  und  zwar  ist 


/'(*,*i) 


a'  a" 


worin  f(t,ti)  eine  algebraische  Function  von  t  und  ^,  bedeutet,  welche 
durch  t,  t,,  sJl-lAf+t^  ^1-14^+1;  rational  ausgedrückt  ist. 
Es  ist  also 

rfiifA)  rfir.f!)  rf^rx) 

a*  a*  o* 

Durch  die  Gleichung 


ist  die  obere  Grenze  t  als  eine  elliptische  Function  von  u  definirt. 
Wird  diese  Function  mit  ^(w)  bezeichnet,  so  genügt  dieselbe  der 
Differentialgleichung 

^'(«)*  =  1- 14 1^  (uy+  if  (uy 

und  der  Anfangsbedingung  ^(0)  =:  2--V^3,  während  f\0)  den  Werth 
Null  hat.  Es  ist  mithin  ^(m)  eine  grade  Function  ihres  Argumentes 
oder  es  ist  ^(— w)  =  ^(w). 

Die  obigen  Gleichungen  ergeben  also 

Weil  die  Grössen  t\  t'\  t[  und  ^^f  algebraische  Functionen  von  T"  und 
^  sind  und  die  Function  f  eine  algebraische  ist ,  so  ist  es  möglich, 
die  beiden  Grössen  V"  und  t'"  zu  eliminiren  und  es  ergibt  sich  als 
Resultat  der  Elimination  eine  Gleichung 

4* 
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F{i^{x),  ^(y),  ^W)  =0, 

worin   F  eine    ganze    rationale  Function    der   drei   Argumente    tlf(x), 
if{y)  und  if{is)  ist.    In  Worten: 

Es  gibt  eine  in  Bezug  auf  elliptische  Functionen 
der  drei  Coordinaten  rationale  und  ganze  Function, 
welche  für  alle  Punkte  der  betrachteten  Fläche  den 
Werth  Null  hat. 

Dieser  Satz  spricht  die  analytische  Natur  der  vorgelegten  Fläche 
aus.  Für  alle  endlichen  Werthe  des  Arguments  haben  die  elliptischen 
Functionen  den  Character  rationaler  Functionen;  also  sind  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  des  Raumes  die  einzigen,  in  welchen  die 
Fläche  aufhört,  den  Charakter  einer  algebraischen  Fläche  zu  besitzen. 
Hiermit  hängt  zusammen:  Während  im  Allgemeinen  diejenigen  Flächen, 
deren  Coordinaten  als  Integrale  algebraischer  Functionen  zweier  va- 
riablen Parameter  dargestellt  sind,  die  Eigenschaft  haben,  jedem  Punkte 
des  Raumes  beliebig  nahe  kommen  zu  können,  gibt  es  im  vorliegenden 
Falle  keinen  einzigen  bestimmten  Punkt  des  Raumes,  welchem  die 
Fläche  unendlich  nahe  kommen  kann,  ohne  durch  denselben  hindurch- 
zugehen. 

Diese  analytische  Gleichung,  welche  die  vorgelegte  Fläche  in 
ihrer  ganzen  unendlichen  Ausdehnung  darstellen  muss,  und  welche 
auf  dem  angegebenen  Wege  erhalten  werden  kann,  stellt  dieselbe  je- 
doch nicht  rein  dar,  sondern  ist  mit  ausserwesentlichen,  der  vorliegenden 
Untersuchung  fremden  Factoren  behaftet,  welche  auch  durch  Adjunc- 
tion  von  ^'(^)?  ^'(y)>  ^'W  nicht  sämmtlich  entfernt  werden  können. 
Ueberdies  enthält  die  auf  dem  angegebenen  Wege  zu  erhaltende 
Gleichung  den  Factor,  welcher  die  Fläche  selbst  und  nur  diese  dar- 
stellt, in  einer  höheren  als  der  ersten  Potenz. 

Die  Ursachen  hiervon  sind  folgende:  Die  elliptische  Function  if{u) 
ist  eine  doppelt  periodische  Function  mit  den  beiden  Fundamentalpe- 
rioden  2©  und  2©'.  Die  obige  Function  F  bleibt  daher  ungeändert, 
wenn  an  die  Stelle  von  js  g  +  2©,  e  +  2©'  gesetzt  wird.  Nun  ist  aber, 
wie  sich  bald  zeigen  wird,  der  Punkt  x  =  x^j  y  ss:  y^^  ^  ss  z^+2a 
im  Allgemeinen  nicht  ein  Punkt  der  Fläche,  wenn  der  Punkt 
^  =  ^0,  y  =  Vo»  ^  =  ^0  ^^  solcher  ist. 

Daher  muss  die  Gleichung  F  =  0  einen  Factor  haben,  welcher, 
für  sich  gleich  NuU  gesetzt,  die  in  der  Richtung  der  ^-Axe  um  2© 
verschobene  Fläche  darstellt. 
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Dass  die  durch  mechanische  Elimination  zu  erhaltende  Gleichung 
F  =  0  die  vorgelegte  Fläche  mehr  als  einmal  darstellen  muss,  d.  h. 
dass  sie  den  Factor,  welcher  die  Fläche  allein  darstellt,  in  einer  hö- 
heren als  der  ersten  Potenz  enthalten  muss,  folgt  daraus,  dass  der- 
selbe Punkt  der  Fläche  für  mehr  als  ein  Werthepaar  f"  und  t"'  er- 
halten wird. 

Es  ist  daher  ein  anderer  Weg  einzuschlagen,  welcher  nothwendig 
zu  einer  unzerlegbaren  analjrtischen  Grleichung  der  vorgelegten 
Fläche  fuhrt. 


Die  Aufgabe,  die  gereinigte  Grleichung  der  Fläche  darzustellen, 
ist  identisch  mit  der  folgenden: 

Alle  zu  einem  beliebig  gegebenen  Werthepaare  x  =  x^^  y  =  y^ 
gehörenden  Werthe  z  zu  ermitteln  und  als  Wurzeln  einer  analytischen 
Gleichung  zusammenzufassen,  welche  nur  diese  Werthe  zu  Wurzeln 
hat  und  zwar  jeden  derselben  als  einfache  Wurzel ,  wenn  durch  den 
betreffenden  Punkt  der  Fläche  nur  ein  einfaches  Flächenelement  hin- 
durch geht. 

Die  angegebene  Aufgabe  wird  zunächst  für  das  Werthepaar 
rc  =  0,  y  =  0  gelöst,  für  welches  ein  zugehörender  Werth  von  -er, 
nämlich  ^er  =  0,  bekannt  ist. 

Mit  anderen  Worten:  Wenn  s"'  und  s'"  von  den  Werthen 
5=— a,5j  =  — a  ausgehend,  beliebige  Wege  beschreiben,  welche 
Wege  sind  zulässig,  damit  das  Resultat  der  auf  den  entsprechenden 
Wegen  s\  sj;  s",  s*[  ausgeführten  Integrationen  sowohl  für  x  als  für 
y  den  Werth  Null  ergebe,  und  welche  Werthe  kann  e  hierbei  er- 
langen ? 

Eine  jede  Integration  auf  einem  beliebigen  Wege  kann  zerlegt 
werden  in  eine  geschlossene  Integration,  bei  welcher  die  Endpunkte 
der  Integrationswege  wieder  s==— a,  5,  =  — a  sind,  und  in  eine 
Integration ,  bei  welcher  die  Integrationswege ,  welche  sich  auf  die 
Variablen  s'"  und  s"'  beziehen,  von  5  =  —  a,  s,  =  —  a  ausgehen  und 
keinen  der  Querschnitte  überschreiten.  Hierbei  muss  jedoch  ein  ein- 
maliges Umkreisen  des  Punktes  —  a  gestattet  werden,  damit  die  End- 
punkte ^",  s'"  der  Integrationswege  ebensowohl  in  dem  unteren  als 
in  dem  oberen  Blatte  der  Ebene  liegen  können. 

Es  sind  daher  zunächst  die  Werthe  derjenigen  gleichzeitigen 
Aenderungen  zu  ermitteln,  welche  die  Coordinaten  x^  y,  z  durch  eine 
Integration  auf  einem  geschlossenen  Wege  erfahren. 
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Ist  das  Ergebniss  einer  solchen  Integration  auf  geschlossenem 
Wege  für  die  Coordinaten  x,  y,  z  beziehungsweise  2Äj,  2Ä,,  2Ä3,  so 
bilden  diese  Grössen  für  die  drei  Coordinaten  ein  System  zusammen- 
gehöriger Perioden:  wenn  die  Fläche  parallel  zu  sich  selbst  in  der 
Richtung  der  drei  Coordinatenaxen  beziehlich  um  diese  Grrössen  ver- 
schoben wird,  so  gelangt  dieselbe  mit  sich  zur  Deckung. 

Die  Aenderungen,  welche  durch  eine  Integration  auf  einem  ge- 
schlossenen Wege  herbeigeführt  werden,  lassen  sich  nun  nach  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Integrale  algebraischer  Functionen  durch  Ad- 
dition und  Subtraction  aus  den  Ergebnissen  solcher  Integrationen 
zusammensetzen,  bei  welchen  der  geschlossene  Integrationsweg  ausser 
dem  Punkte  5  =  —  o  nur  noch  je  einen  der  sieben  andern  singu- 
lären  Punkte  umschliesst. 

Da  jedoch  der  Umlauf  um  einen  dieser  Punkte  ersetzt  werden 
kann  durch  einen  Umlauf  in  entgegengesetzter  Richtung  um  alle 
übrigen,  so  ist  es  nur  nöthig,  für  sechs  solche  geschlossene  Integra- 
tionen, bei  welchen  der  Integrationsweg  den  Punkt  —  a  und  je  einen 
von  sechs  singulären  Punkten  umschliesst,  das  System  der  gleichzei- 
tigen Aenderungen,  welche  die  drei  Coordinaten  durch  eine  solche 
Integration  auf  geschlossenem  Wege  erfahren,  zu  ermitteln. 


Es  gehe  sf"  =  s  von  einem  in  der  Nähe  des  Punktes  —  a  liegen- 
den Punkte  des  oberen  Blattes  aus  und  beschreibe  eine  einfache  ge- 
schlossene  Linie   (Fig.  9.) ,   welche  in    ihrem  Innern   nur  die  beiden 


Fig.  9. 


singulären  Punkte  —  a  und enthält  und  die  von  —  a  ausgehende 

Schnittlinie  nur  einmal  und  zwar  in  ihrer  Verlängerung  über 

hinaus  in   positivem  Sinne  durchschneidet.    Der  Werth  der  Quadrat- 
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Wurzel  wird  hierbei  nicht  geändert;  das  Integral  J  255(5) (fe  erhält 
auf  diesem  Wege  den  Zuwachs  —2a)'. 

Der  entsprechende  Weg,  den  s'  beschreibt  (Fig.  10.),  schliesst  die 
Kreisbogenstrecke  von  —  a  bis  ai  ein  und  zwar  erlangt  das  Integral 
J  2s'  5  (s  )  ds'  auf  diesem  Wege  den  Zuwachs  —  2g). 

Der  Weg,   den  s"  beschreibt  (Fig.  11.),   durchschneidet  die   von 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


—  a  ausgehende  Schnittlinie  und  tritt  in  das  untere  Blatt  der  Ebene 
ein.     DsLS Integral  j 2s" ^{s")ds"  nimmtauf  diesem  Wege  um  +2©  zu. 

Die  im  unteren  Blatte  liegenden  Theile  der  Integrationswege  sind 
in  den  bezüglichen  Figuren  punktirt  gezeichnet. 

Die  Coordinaten  x^  y^  e  erhalten  demnach,   wenn  s  den  angege- 
benen Weg  beschreibt,  die  gleichzeitigen  Aenderungen 

1 


s 


— a* • • — 


a 


X 

+  2(0 

y 

-2(0 

z 

-20'. 

Hieraus  ergeben  sich  durch  cyclische  Vertauschung  die  Weiiihe 
der  Aenderungen,  welche  die  Coordinaten  erfahren,  wenn  s  einen 
Umlauf  um  die  Kreisbogenstrecken  --a-'-ai  und  —  a«- — ai  voll- 
führt.    Dieselben  sind  enthalten  in  der  Tabelle 


s 

1 

—  a  •  •  • 

a 

—  a-  •  -ai 

— a  •  •  •  — ai 

X 

+  2a» 

—2a) 

-2©' 

y 

-2» 

-2a)' 

+  2o) 

z 

-2(0' 

+  2o 

-2(0 

(1) 

(2) 

(3) 

B6 
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Wenn  hingegen  s  einen  Weg  beschreibt,  welcher  die  geradlinige 
Strecke    von   — -a   bis    +a  in   positiver   Richtung    umgibt  (Fig.  12.), 

Fig.  12. 


so  umgeben   die  entsprechenden  Wege  von  5'  und  s"  die  Kreisbogen- 
strecken,  welche   von   —  a  nach und  -| führen  (Fig.  13,  14.), 


Fig.  13. 


Fig.  M. 


und  es  erlangen  die  drei  Integrale 

J2s^{s)ds,     f2s'^{s')ds\      f2$''^(s")ds" 
beziehlich  die  Aenderungen 

0,  -2aj  +  2a)',  -2a) -2o', 

die  Coordinaten  x^  y,  z  mithin  die  Aenderungen 

+  2(0-2(0',        +2(d+2(d',  0. 

Hieraus  ergibt  sich  folgende  Tabelle 


s 

—  a-  — \-a 

• 

—  a  •  •  • 

a 

• 

—  a  •  •  •  H 

a 

X 

y 

z 

2(ö-2(ö' 

2(0  +  2(ö' 

0 

2(0  +  2(ö' 

0 
2(0  -  2(o' 

0 
2(0  -2(o' 
2(0  +  2(o' 

(4) 

(5) 

(6) 
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Durch  Vertauschnng  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  die  entspre- 
chenden Aenderungen,  welche  die  Coordinaten  durch  Integrationen  in 
Beziehung  auf  die  Variable  ä"  =  s^  auf  denselben  geschlossenen 
Wegen  erfahren. 

Diese  Aenderungen  sind  aus  folgenden  Tabellen  zu  entnehmen. 


s 

1 

— a  •  •  • 

a 

— « •  •  •  ai 

—  a-  •  •  — «i 

X 

-2a) 

-2a)' 

+  2a) 

y 

+  2a 

-2o) 

-2a.' 

z 

-2a' 

+  20) 

—2a 

(7) 

(8) 

(9) 

«1 

— «• • • +  o 

• 

— a  •  •  • 

a 

• 

— a  •  •  •  H 

a 

X 

y 

e 

2a)  +  2a)' 

2a)  —2a)' 

0 

0 
2(ö  +  20' 
2(0  -  2ö' 

20-20' 

0 
2(ö  +  20' 

(10) 

(11) 

(12) 

Die  vier  Tabellen  ergeben  zwölf  verschiedene  Systeme  gleich- 
zeitiger Aenderungen  der  Coordinaten  durch  Integrationen  auf  ge- 
schlossenen Wegen. 

Durch  Addition  der  Systeme  (1)  und  (7)  wird  für  die  Coordinaten 
X,  ffj  z  das  Periodensystem  0,  0,  — 4(o'  erhalten.  Es  ist  also  —  4(o' 
und  also  auch  4o)'  eine  Periode  für  die  Coordinate  z^  d.  h.  ist  x  =  x^, 
y  ssz  y^^  z  =  z^  ein  Punkt  der  vorgelegten  Fläche ,  so  ist  jedesmal 
auch  X  =  x^j  y  =  y^j  z  =  z^  —40'  ein  Punkt  der  Fläche  (im  analy- 
tischen Sinne) ,  also  auch  a;  =  a?^ ,  y  =  y^  >  -^r  =  ^0+  ^wo'  wo  n  eine 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Dieser  Punkt  wird  er- 
halten   durch  n  malige   Einschaltung   der    die  Punkte   —  a  und 

umgebenden  geschlossenen  Integrationswege  in  den  Weg,  auf  welchem 
der  Punkt  a:  =  x^,  y  =  y^,  ^  s=  ;8r^  erhalten  worden  ist. 
Auch  4o  ist  eine  solche  Periode  für  die  Coordinate  z. 
Durch  Addition  der  Systeme  (5)  und  (6)  und  Subtraction  des 
Systemes  (10)  ergibt  sich  nämlich  für  x^y^z  das  Periodensystem 
0,  0,  4fli.  Also  sind  4o  und  4o'  unabhängige  Perioden  für  die  Coor- 
dinate 0  und  analogerweise  auch  für  die  Coordinaten  x  und  y. 
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Die  reelle  Periodicität  der  Fläche  zeigt  deutlich  das  Modell 
derselben. 

Mit  Hiüfe  dieser  Periodensysteme  ist  aus  dem  obigen  System  ein 
vollständiges  System  zusammengehöriger  Perioden  herzustellen,  aus 
welchem  sich  in  Verbindung  mit  den  unabhängigen  Perioden  alle  an- 
dern Periodensysteme  herleiten  lassen. 

Aus  dem  Systeme  der  Aenderungen  (1)  bis  (12)  sind  zunächst 
auszuscheiden  die  Systeme  (7)  bis  (12),  weil  dieselben  aus  den  ent- 
sprechenden Systemen  (1)  bis  (6)  durch  Bünzufiigung  von  ±  4©,  ±  Axo' 
hergeleitet  werden  können.  Von  den  übrig  bleibenden  Systemen 
können  dann  noch  ausgeschieden  werden  die  Systeme  (4)  bis  (6),  weil 
dieselben  durch  Verbindung  je  zweier  der  übrigen  und  die  unabhän- 
gigen Perioden  zusammengesetzt  werden  können.  Es  bleiben  also  nur 
noch  die  Systeme  (1) ,  (2)  und  (3)  übrig ,  welche  durch  die  folgenden 
ersetzt  werden  können 


X 

2(0 

2(D 

2a)' 

y 

2i» 

2©' 

2g> 

e 

2o>' 

2o 

2o. 

"Wenn  daher  eine  Integration  auf  geschlossenem  Wege  Aende- 
rungen der  Coordinaten  zur  Folge  hat,  so  haben  dieselben  beziehlich 
folgende  Werthe 

2ißi  =  4Wiaj +4nja)'-F22)o +2^0 +  2raj', 

2Ä3  =  4w,ci  +  4»,a}'+2pa3'-F2ga} +  2r(ö, 

und  zwar  bedeuten  die  Grössen  m  und  n  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  einschliesslich  der  Null ,  während  die  Zahlen  p^  q,  r  einzeln 
entweder  den  Werth  0  oder  1  haben.  Es  ist  auch  ersichtlich,  wenn 
die  sechs  ganzen  Zahlen  m  und  n ,  sowie  die  drei  ganzen  Zahlen 
p,  q  und  r  beliebig  angenommen  werden,  dass  für  jede  solche  An- 
nahme geschlossene  Integrationswege  angegeben  werden  können,  für 
welche  das  System  der  gleichzeitigen  Aenderungen  der  Coordinaten 
mit  dem  durch  die  obigen  Gleichungen  bestimmten  Periodensystem 
übereinstimmt. ") 


Es  ist  bereits  erwähnt  worden,  dass  alle  Wege  der  Integrations- 
variablen 8'"  =  8  und  s"'  =  5,  zurückführbar  sind  auf  einen  ge- 
schlossenen Integrationsweg  und  auf  einen  solchen  Integrationsw^, 
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welcher  keine  der  ausgeschlossenen  Linien  überschreitet,  wobei  jedoch 
ein  einmaliges  Umkreisen  des  Punktes  —  a  offen  gelassen  werden  muss. 

Um  nun  alle  diejenigen  Werthe  von  z  zu  bestimmen,  welche  dem 
Werthepaare  a?  =  0,  y  =  0  entsprechen,  sind  zunächst  diejenigen 
Werthepaare  von  s  und  s^  aufzusuchen,  für  welche  x  und  y  gleich- 
zeitig den  Werth  Null  haben  können. 

Es  war,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

X  =  C     ^^'  — + r     ^^'^ 

Damit  die  Summe  dieser  Integrale  den  "Werth  Null  habe,  ist  noth- 
wendig,  dass  t'  =  t[;  dies  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  die  Umkeh- 
mngsfdnction  des  Integrals 

die  elliptische  Function  ^(k),  eine  grade  Function  ist  (vgl.  S.  51). 
Aus  demselben  Grunde  muss,  damit  y  den  Werth  Null  haben  könne, 
r  =  t1  sein. 

Daher  müssen  für  alle  diejenigen  Werthe  von  s  und  s^  für  welche 
X  und  y  den  Werth  Null  haben,  gleichzeitig  die  beiden  Grieichungen 

(1±$L^  =  fi±V(^)*    und     fl±l^]  =  (i±^)' 
Ks-yf^J        V    s,~\j%     J  \    s-\li     /        ^s,-\j-i^ 

erfüllt  sein.    Diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  in  die  Form  setzen 

(idü^+i±Ä).(ii5ei_i±^)  _  C.2) = 0, 

und  zwar  ist  dann  jeder  Factor  dieser  beiden  Grieichungen,  für  sich 
gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  eines  Kreises. 


I 
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Der  Kreis  ^  =  0  geht  durch  die  Punkte    a,      ai, ,  — ^— 

a         a 


B  =  0 


C  =  0 


» 


^ 


» 


W 


;> 


•  .  1    ■  ♦ 

-a,-at,  +-,+-, 
a,  -«»,  -_,  +-. 


» 


» 


2)  =  0 


;? 


a'        a 

Die  Schnittpunkte  je   eines   der  Kreise  A ,  B   mit  je   einem  der 

Kreise  C,  D  ergeben   sämmtliche  Wurzeln,   welche   dem  vorgelegten 
Gleichungssysteme  genügen. 

Es   sind  demnach   die  Auflösungen   der   obigen   Gleichungen   fol- 
gende acht  Paare 


s  =  — a 


5j=  — a 


«  =    a% 


5j=— a» 


5=  +a 


«j^'+a 


s  =  —  ai 


5.==     a» 


5=  +  — 

a 


s,=  +  — 
*  a 


*  a 


s  = 


1 
a 


*  a 


s  = 


i 


5.=     — 


oder  alle   acht  singulären  Werthe  von  8  nebst  den  jedesmaligen  con- 
jugirten  Werthen  von  s^. 
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Unter  diesen  Werthepaaren  von  s  und  s^ ,  für  welche  allein  x 
und  y  gleichzeitig  den  Werth  Null  haben  können,  sind  nun  diejenigen 
auszuwählen,  für  welche  wirklich  x  und  y  bei  geeigneter  Wahl  der 
Integrationswege  den  Werth  Null  annehmen. 

Es  werde  begonnen  mit  dem  Werthepaare  5=— a,  5,  =  — a. 
Alle  Werthe,  welche  x  und  y  für  diese  Werthe  von  5  und  s,  erhalten 
können,  sind  enthalten  in  den  Formeln  auf  S.  58 

X  =  4m^a)  +  4n^(o  +  2pm  +  2qa}  +2rci}\ 
y  =  4m^<o  +  4n^G}'+22)(0  +  2q(o'+2r(o. 
Damit  x  =  0  sei,  muss  zunächst  r  =  0,  n^  =  0  sein,  femer  p  +  g  =  0 
(mod.  2),  Wj  =  —ÜP  +  q)',  damit  y  =  0  sei,  muss  3  =  0,  w,  =  0 
sein ;  weil  q  =  0  und  p  +q  =  0  (mod. 2) ,  so  muss  p  =  0  sein,  da  p 
nur  den  Werth  0  oder  1  haben  kann.  Es  sind  also  für  das  Werthe- 
paar  s  =  —a,  s^  =  — o  alle  zu  den  Werthen  a;  =  0,  y  =  0  gehö- 
renden Werthe  von  js  in  der  Formel 

£r  =  4m(o  +  4no' 
enthalten. 

Es  möge  nun  das  Werthepaar  s  =  H ,   5,  =  H ins  Auge 

gefasst  werden.    Jeder  vom  Punkte  5  =  —  a  ausgehende  und  in  dem 

Punkte  s  =  H endigende  Integrationsweg  kann   zusammengesetzt 

werden  aus  einem  geschlossenen  Integrationswege  und  einem  solchen, 
der  keine  der  ausgeschlossenen  Schnittlinien  überschreitet.  Dies  gilt 
in  Bezug  auf  den  Weg  von  s  und  s^ ,  aber  nicht  auch  in  Bezug  auf 
die  gleichzeitigen  Wege  von  s',  s",  s[,  s". 

Wenn  die  Integrationswege  die  Gestalt  haben,  welche  die  Fi- 
guren 16  und  17  zeigen,  so  erlangen  die  Coordinaten  folgende  Werthe 


Fig.  16. 


Fig.  17. 


62 


Bestimmang  einer  speciellen  Minimalfl&che. 


s 

«. 

X 

-ö' 

+  «' 

y 

2(0  + od' 

2(0 -ca' 

z 

r 

—  m 

+  a' 

Sowohl  bei  der  Addition  dieser  Werthe  als  auch  bei  der  Sub- 
traction  derselben  ergeben  sich  solche  Werthe  der  Coordinaten,  welche 
dieselben  durch  Integrationen  auf  geschlossenen  Wegen  auch  für  die 
Werthe  8  =  —  a,  s^=  —a  erlangen  können. 

Daher  sind  alle  Werthe ,  welche  e  für  s  =  —  und  «,  =  —  an- 

nehmen  kann ,  wenn  x  und  y  den  Werth  Null  haben ,  auch  in  diesem 
Falle  in  der  Formel 

lg  =  4mc9  +  4na}' 

enthalten. 

Wenn  hierin  m  und  n  den  Werth  Null  haben,  so  entspricht  dem 

Werthepaare  s  =  — ,  ^i  =  —  ebenso  wie  dem  Werthepaare  s  =  —  a, 

8^  =  — a  der  Punkt  x  =  0,  y  =  0,  £r==0  der  Fläche  und  es  ist 
daher  zu  untersuchen,  ob  vielleicht  durch  diesen  Punkt  auch  zwei  ver- 
schiedene Flächenelemente  hindurchgehen,  von  denen  eins  dem  Punkte 

s  =  s^=  —a  und  das  andere  dem  Punkte  5  =  s^  =  H entspricht. 

Bei  näherer  Betrachtung  zeigt  sich,  dass  dieses  nicht  der  Fall 
ist,  dass  vielmehr  jenes  zweite  Flächenelement  mit  dem  ersten  zu- 
sammenfällt und  dass  daher  die  Fläche  in  sich  selbst  zurückkehrt. 

Dies  lässt  sich  wie  folgt  beweisen. 

Wird  in  den  allgemeinen  Grleichungen  (A')  auf  S.  37   gleichzeitig 


1 


V, 


«1  = 


1^ 

V 


gesetzt,  so  gehen  ^{s)  und  SC^J  beziehungsweise  in  —  vJ^fC^J  i^id 
—  t/*5(v)  über.  Die  Entscheidung  über  das  Vorzeichen  kann  hierbei 
z.  B.  aus  der  Betrachtung  des  Werthepaares  5  =  ^,  i/j  =  —  yT— ♦ 
gewonnen  werden.  Durch  Ausführung  der  angegebenen  Substitution 
ergibt  sich  nun,  dass  die  Differentiale  der  Coordinaten  von  den 
Grössen  v  und  i/^  in  genau  derselben  Weise  abhängen ,  wie  von  den 
Grössen  s  und  ^j.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  beiden  den  Punkte- 
paaren 
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s  =  — a,    «1  =  — a    und    s  = 


—  j    «1  =  — 
a  a 


entsprechenden  Flächenelemente  einander  congruent  sind. 

Da  nun,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Integrationswege  so  gewählt 
werden  können ,  dass  zwei  Punkte  dieser  beiden  Flächenelemente  zu- 
sammenfallen,  während  die  für  die  benachbarten  Punkte  geltenden 
Entwickelungen  übereinstimmen,  so  ergibt  sich  beiläufig  der  Satz: 
Entspricht  einem  Werthepaare  s  =  s^^^ ,  s^  =  s^^^^  ein  Punkt  der 
Fläche,  so  kann  derselbe  Punkt  der  Fläche  auch  erhalten  werden  für 
das  Werthepaar 


8 


5.  =  — 


1(0) 


S 


(0) 


Hierin  liegt  die  Berechtigung  für  die  oben  (S.  53)  unbewiesen  ge- 
lassene Behauptung,  dass  die  durch  mechanische  Elimination  zu  er- 
haltende Gleichung  der  Fläche  den  Factor,  welcher  die  Fläche  dar- 
stellt, in  einer  höheren  als  der  ersten  Potenz  enthalten  muss. 


Für  die  Betrachtung  der  übrigen  Werthepaare  s  und  5,  sind  die 
oben  (S.  55 — 57)  zur  Ermittelung  aller  Systeme  gleichzeitiger  Perioden 
aufgestellten  Tabellen  von  Nutzen,  nur  sind  die  dort  gegebenen  Werth- 
systeme  für  den  gegenwärtigen  Zweck  durch  2  zu  theilen. 

Es  möge  nun  das  Werthepaar 

=  -Jl        s  =  -i- 
o  '        *  a 

betrachtet  werden.    Die  gleichzeitigen  Aenderungen  der  Coordinaten, 

auf  die  es  hier  ankommt,  setzen   sich  zusammen  aus  den  Systemen 

J(l)  und  ^(7),  wie  folgende  Tabelle  zeigt. 


i(l) 

i(7) 

Ki)  +  i(7) 

i(l)-i(7) 

X 

+  a> 

— o 

0 

+  2» 

y 

— a> 

+  0) 

0 

-2o> 

z 

—  CD 

-«' 

-2a)' 

0 

Durch  Addition  ergibt  sich  für  ä:,  y,  £r  das  System  0,  0,  —  2©'. 
Wahrend  also  x  und  y  in  ihre  anfänglichen  Werthe  zurückkehren, 
hat  ß  seinen  Werth  um  — 2o>'  geändert. 

Das  durch  Subtraction  sich  ergebende  Werthsystem  2«,  —  2«,  0 
wird  durch  HinzufSgung  des  Systemes  (7)  —  2a3,  2cö,  —  2ai'  auf  das 
System  0,  0,  —2«'  zurückgeführt. 
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Dem  Werthepaare  x  =  0,  y  =  0  einerseits  und 

=  -i-  =  -  — 

a  ^        *  a 

andrerseits  können  daher  bei  beliebigen  Integrationswegen  nur  solche 
Werthe  von  £i  entsprechen,  welche  durch  die  Formel  • 

ausgedrückt  werden. 

Genau  dieselben  Werthe  von  a  und  genau  dieselben  Flächenele- 
mente  werden  für  das  Werthepaar  5  =  a,  s^=  a  unter  der  Bedin- 
gung, dass  a:  =  0,  y  =  0  ist,  erhalten. 

Dem  Werthepaare 


a  *  a 

entspricht  also  der  (bei  der  gegenwärtigen  Interpretation  der  vorge- 
legten Gleichungen  imaginäre)  Punkt  der  Fläche  x  =  0,  y  =  0, 
jg  =  -2«'. 

Werden  nun  die  Substitutionen 

=  i-  =1. 

angewandt,  so  gehen  die  Functionen  5(s)  und  fJC«,)  beziehlich  über 
in  — vJi5(Vi)  und  — v*t5W>  ^^d  es  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 
(A')  (S.  37)  die  folgenden 

dx'=  -V^(l-ti/')gfW5v-  \/til+iv\)dMdv,, 
dy'=  -\lt  {l+iv')%{y)dv^\J~i{l^iv\)%(y,)dv,, 
dz  =  2v^[y)dv         +  2i/,5(i/,)dt/,. 

Beschreiben  nun  v  und  Vj  um  die  Punkte  v=--a,  1/^=— a 
kleine  Kreise,  in  Folge  dessen  %(y)  und  %{y^)  in  — 5(v)  und  —  5(vi) 
übergehen,  und  wird  dann  v  mit  5,  v,  mit  s^  vertauscht,  so  unter- 
scheiden sich  diese  Formeln  von  den  aus  den  Gleichungen  (A')  sich 
ergebenden  Ausdrücken  für  dx'^  dy'  und  dz'  nur  dadurch,  dass  die 
beiden  Ausdrücke  für  dz'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Hier- 
aus folgt,  da  dx'  und  dy'  unverändert  geblieben  sind,  während  d/  in 
—d-e^'l übergegangen  ist,  dass  die  Ebene  /  =  —  co'  (im  analytischen 
Sinne)  eine  Symmetrie  -  Ebene  der  Fläche  ist.  Mit  anderen  Worten, 
es  folgt  aus  der  vorhergehenden  Entwickelung ,  dass,  wenn  x  =  ä^j 
y  =  ^0»  z  =  z^  Gm  Punkt  der  Fläche  ist,  auch  der  Punkt  x^  =  x^, 
J^i  =  yo»  ^1  =  —  2«'— ;gfj,  im  analytischen  Sinne   der  Fläche  angehört. 


I 

l 
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Nun  ist  nach  dem  Obigen  auch  x  =  x^,  y  =  Vi?  ^  =  ^i+4a)'=  2»'— £r^ 
ein  Punkt  der  Fläche,  also  ist  auch  die  Ebene  ^  =  oj'  im  analytischen 
Sinne  eine  Symmetrie-Ebene  der  Fläche.  Es  wird  sich  bald  Gelegen- 
heit bieten,  von  dieser  Eigenschaft  der  Fläche  Anwendung  zu  machen, 
auch  wird  sich  später  eine  Bedeutung  dieser  Eigenschaft  fiir  eine  reelle 
Fläche  ergeben,  welche  aus  der  betrachteten  durch  Biegung  entsteht. 
Inzwischen  wird  es  keinem  Bedenken  unterliegen,  auch  für  die 
imaginären  Grebüde,  welche  im  analytischen  Sinne  zu  der  durch  die 
Gleichungen  (A'),  (B),  (C)  dargestellten  Fläche  gehören,  die  Sprache 
der  Geometrie  beizubehalten. 


Es  bleiben  nun  noch  zu  untersuchen  die  Werthepaare 


5  SS    ai 


5,  =  — ai 


S   8=r  

a 


s  =  — a» 


% 


a 

% 

«1=      — 
a 


Für  Integrationswege  von  8  und  s^,  welche  in  diesen  Punkte- 
paaren endigen,  können  x  und  y  nicht  gleichzeitig  gleich  Null  werden. 
Es  genügt,  diese  Behauptung  für  eins  dieser  Werthepaare  als  richtig 
zu  erweisen,  weü  dieselbe  dann  auch  für  das  conjugirte  Werthepaar 
gilt  und  durch  die  oben  benutzten  Substitutionen 

auf  die  beiden  andern  Werthepaare  übertragen  werden  kann. 

Für  8  =  aij  5j  =  —  ai  ergeben  sich  für  die  Coordinaten  die  zu- 
sammengehörigen Aenderungen  ^(2)  und  J(9)  (s.  oben  S,  65  u.  57). 
Oder  es  sind  bei  beliebigem  Integrationswege  die  Werthe  der  Coor- 
dinaten 

x  =  4m,(ö-h4»,a)'-f-2pa)-|-2gai-f-2ra>'— yco  +y'(o, 
y  =  4iw,a)-|-4n,a)'-t-2pa)  +  22a)'-f-2ra>— ycö'— yV, 

worin  y  und  y'  nur  die  Werthe  -1-1  oder  —1  haben  können. 
Damit  o;  =  0  sei,  ist  erforderlich 

r  =  0,    n,  =  0,    2(jp-H)-y-f-y'=0  (mod.  4). 

Damit  y  =  0  sei,  ist  erforderlich    . 

p  =  0,     w,  =  0,     2g— y— y  =  0  (mod.  4). 

Schwarz,  OMsnanslte  Abluuidliiiifeii.  I.  6 
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Die  Congruenzen 

2q—y  +  y'=0  (mod.  4) 
2q—y—y  =  0  (mod.  4) 

sind  jedoch  nicht  verträglich   mit   einander,   weil  2y   nicht  congruent 
0  (mod.  4)  ist. 


Es  sind  also  alle  Werthepaare  von  s  und  s^,  für  welche  x  und  y 
gleichzeitig  den  Werth  Null  erlangen,  die  vier  reellen 


s  =  — a 


Sj  =  — a 


s  =  + 


5,   =    + 


a 

a 


«1  = 


1 
a 

1 


a 


$  =  a 


5,  =  a 


und  alle  Werthe ,   welche  js  annehmen  kann,  wenn  sowohl  x  als  auch 
y  den  Werth  Null  hat,  sind  enthalten  in  den  beiden  Reihen 

4m  (D  +  4waj', 
2a}'+4wi(o-f-4wcö', 

in  welchen  m  und  n  beliebige  positive   oder  negative   ganze  Zahlen 
bedeuten.    Andererseits   kann   aber  auch  die  Coordinate  s  unter  den 
angegebenen  Bedingungen  jeden  dieser  Werthe  wirklich  annehmen. 
Die  erste  Reihe  entspricht  den  beiden  Werthepaaren 


s  =  — a,    s^  =  — a    und    s  =  H ,    ä,  =  + 


a 


a 


Durch  jeden  so  bestimmten  Punkt  geht  nur  ein  einziges  Flächenelement, 
dessen  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  der  Ebene  x  +  y  +  js  =  0 
parallel  ist.  Alle  diese  Flächenelemente  sind  einander  congruent  und 
befinden  sich  in  paralleler  Lage. 

Die  zweite  Reihe  entspricht  den  beiden  Werthepaaren 


a 


) 


s,  = 


a 


und    s  =  a,  «1  =  a. 


Durch  jeden  so  bestimmten  Punkt  geht  ebenfalls  nur  ein  einziges 
Flächenelement,  dessen  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  der  Ebene 
a:  +  y— -e  =  0  parallel  ist.  Auch  diese  Flächenelemente  sind  einander 
congruent  und  befinden  sich  in  paralleler  Lage;  dieselben  sind  auch 
den  vorher  erwähnten  Flächenelementen  congruent,  befinden  sich  aber 
gegen  dieselben  in  symmetrischer  Lage. 

Hieraus  folgt,   dass   die   vorgelegte  Fläche  in  Beziehung  auf  die 
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einzelnen  Coordinaten  die  Grössen  2ai  und  2cö'  nicht  zu  Perioden  be- 
sitzt, dass  daher  eine  Grieichung  derselben,  welche  durch  solche  ellip- 
tische Functionen  der  Coordinaten  rational  ausgedrückt  ist ,  deren 
Fundamentalperioden  2ca  und  2©'  sind,  nothwendigerweise  ausser  der 
vorgelegten  Fläche  noch  deren  Verschiebungen  um  2© ,  2a)',  2ai  +  2©' 
in  der  Richtung  jeder  der  drei  Coordinatenaxen  darstellen  muss. 
Aus  der  Gleichung  der  Fläche 

können  noch  folgende  Schlüsse  gezogen  werden.  Die  Grösse  ^(^r)  ist 
eine  algebraische,  mithin  stetige  Function  von  tlf{x)  und  ^(y)  mit 
Ausnahme  der  Werthepaare,  für  welche  dieselbe  unter  unbestimmter 
Form  erscheint;  ^(a;)  und  ^(y)  sind  eindeutige  stetige  Functionen 
von  X  und  y,  mit  Ausnahme  der  Werthe  a;  =  c»,  y  =  cx>,  also  ist 
^(^)  eine  stetige  Function  von  x  und  y;  £?  ist  eine  stetige  Function 
von  ^{e).  Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen:  Mit  Ausnahme  der 
Werthe,  für  welche«^  unbestimmt  o  der  unendlich  ist,  ist 
a  eine  stetige  Function  der  endlichen  Argumente  x 
und  y. 

Es  mögen  jetzt  alle  diejenigen  Werthe  von  e  aufgesucht  werden, 
welche  zu  einem  Werthepaare  x  =  x^j  y  =  y^  gehören,  das  dem 
Werthepaare  a;  =  0,  y  =  0  benachbart  ist,  für  welches  also  x^  und 
y^  gewisse  Grenzen  nicht  überschreiten.  Mit  andern  Worten,  es 
werden  die  Coordinaten  js  sämmtlicher  reeller  und  imaginärer  Durch- 
schnittspunkte aufgesucht,  in  welchen  eine  der  Z-Axe  parallele  Ge- 
rade die  Fläche  schneidet,  unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  diese 
Gerade  der  Z-Axe  sehr  nahe  liegt.  Da  die  G-rösse  £f  eine  stetige 
Function  von  x  und  y  ist,  und  das  Werthepaar  a;  =  0,  y  =  0  nicht 
zu  den  ausgenommenen  gehört,  so  sind  die  gesuchten  Werthe  von  a 
nur  sehr  wenig  verschieden  von  denen,  welche  sich  für  a?  =  0,  y  =  0 
ergeben  haben.  Da  durch  jeden  Durchschnittspunkt  der  Z-Axe  mit 
der  Fläche  nur  ein  einziges  einfaches  Element  der  Fläche  hindurch- 
geht, so  entspricht  jedem  Durchschnittspunkte  der  Z-Axe  mit  der 
Fläche  auch  nur  ein  benachbarter  Durchschnittspunkt  der  ihr  pa- 
rallelen Geraden  mit  der  Fläche. 

Ist  nun  z  ■='  z  die  dritte  Coordinate  des  Durchschnittspunktes 
der  Geraden  x  -=  x^^  y  =  Vo  ^^  dem  durch  den  Punkt  x  =  0, 
y  =  0 ,  £r  =  0  gehenden  Flächenelement ,  —  bis  auf  Grössen  dritter 
Ordnung  ist  z^  =  — (iPo+yo)>  —  ^^  gehört  wegen  der  Symmetrie  der 

5* 


L 
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Fläche  in  Bezug  auf  die  Ebene  jg'  =  o'  (siehe  S.  65)  auch  der  Punkt 
X  =  x^j  y  =  y^,  £f  =  2(o'—jSq  zu  diesen  Durchschnittspunkten,  und 
zwar  ist  derselbe  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  mit  dem  durch 
den  Punkt  rc  =  0,  y  =  0,  jer  =  2(o'  gehenden  Flächenelement. 

Es  sind  daher  die  dritten  Coordinaten  aller  Durchschnitts- 
punkte der  Geraden  x  =  x^,  y  =  y^  mit  der  Fläche  dargestellt  durch 
die  beiden  Reihen  von  Werthen 

e  s=  2io-^eQ+Amio  +  Ano}\ 

in  welchen  den  Grössen  m  und  n  alle  Systeme  ganzzahliger  positiver 
und  negativer  Werthe  einschliesslich  der  Null  beizulegen  sind. 

Diese  Behauptung  ist  zwar  zunächst  nur  für  alle  diejenigen 
Werthe  von  x^  und  y^  bewiesen,  deren  absoluter  Betrag  gewisse 
Grenzen  nicht  überschreitet,  indessen  erstreckt  sich  die  Gültigkeit 
derselben  auf  alle  "Werthe  von  x^  und  y^,  für  welche  e  überhaupt  be- 
stimmte Werthe  hat. 

Die  zweifach  unendlich  vielen  Wurzeln  sind  nun  durch  eine  ana- 
lytische Gleichung  zusammenzufassen,  d.  h.  es  handelt  sich  darum, 
eine  analytische  Gleichung  für  is  aufzustellen,  deren  sämmtliche 
Wurzeln  einfache  sind  und  durch  die  beiden  Formeln 

und 

2a)'— ier^H-  4waj  -|-  Arno 

dargestellt  werden,  wenn  ;?  =  if^  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist  und 
m  und  n  alle  ganzzahligen  positiven  und  negativen  Werthe  einschliess- 
lich der  Null  beigelegt  werden. 

Die  elliptischen  Functionen  ?/'(tt),  welche  durch  die  Diflferential- 
gleichung  ^'(**)*  =  1  — 14^(w)*+^(w)*  definirt  werden,  haben  die  Fun- 
damentalperioden 2a}  und  2a)'.  Die  aus  denselben  durch  Vertauschung 
von  u  mit  ^u  hervorgehenden  elliptischen  Functionen  ^(Jw)  =  ^(w) 
haben  also  die  Fundamentalperioden  Am  und  4a)'. 

Es  ist  9)'(w)'=  i(l-149>(M)"-h9)(M)*)  und  u  ein  Werth  des 
Integrales 


-=/ 


»(..,,■(.)   VKl-lSc+O  ■ 


/Ja 
—  ereibt  sich  folgende  kleine  Ta- 

belle  (Tgl.  S.  40) 
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=  CD,    /      =©',    1       =ßi';    /         =-©',    /        =0;    1         =-0). 

Die  Wahl    der  unteren  Grenze   in  dem  Integrale  u  kann  nun  so  ge- 
troffen werden,  dass  die  Gleichung  fp{u)  =  (p(u^)  die  Wurzeln  hat 

und  zwar    ist  dieses    der  Fall  für  9>(0)  =  1,  q)'(0)  =  >J^l    Wird 
nämlich  der  Integrationsweg  vom  Funkte 

t  =  1,     \Ji{1^14t'+t*)  =  V/3i 

um   den  Funkt    t  =  a^  herum   in   den   Funkt  ^  =  1   zurückgeführt, 
wobei   die   Quadratwurzel   in    —  ^3i  übergeht,    so   hat  das  Integral 

1,-»V8 

den  Werth  2©'.    Für  eine  bestimmte  obere  Grenze  ist  daher, 

l,tV8 

wenn   ein  Werth   des  Integrales   u^  ist,   auch  2(d'—u^  ein  Integral- 
werth;  es  besteht  daher  für  die  Function  ip  die  Gleichung 

9(2cd'— w)  =  q>{u), 

und   die  Gleichung  <p{u)  =  9(^0)  hat  in   der  That   die  angegebenen 
Wurzeln,  von  denen  jede  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  ist. 
Für  die  so  bestimmte  Function  tpiii)  gilt  nun  folgende  Tabelle 


/ 


/(f>{u) 


dt 


9(0)  =  1, 

ip  (o))  =  i, 

y(-öi)      =        — i, 

9(g)+ü')=  0, 

9?(a>— o')  =  00, 

9(0"+«)  =  — 9(01"— u)j 


<p(a,')  =      2-\/3, 

9)(-©')     =      2  +  V^ä, 

9?(— tt)  =  — 7~r- 

<p(w) 
9(20,)        =       -1, 


9  (2o  4-  m)  = 
9(2a)— m)  ^ 


-9>(w), 
1_ 


In   diesen  Gleichungen,    deren  Herleitung   aus   dem  Integralaus- 
drucke  für  u  mit  keiner  Schwierigkeit  verbunden  ist,   bedeutet  ©" 
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die  Summe  (o  +  a,  während  co  und  m'  die  auf  S.  40  erklärte  Bedeu- 
tung haben. 


Die  oben  (S.  52)  gefundene  Gleichung  der  vorgelegten  Fläche 
hatte  die  Form 

F{^{x),H,{y),^{z))  =  0, 

worin  F  eine  ganze  rationale  Function  bedeutete  und  die  eUiptische 
Function  ^  durch  die  Grieichungen 

bestimmt  war. 

Nun  besteht   zwischen  der  Function  ^  und  der  Function  q>   die 

Gleichung 

^(u)  =  9)(2t*  +  ci'), 
es  tritt  daher 

F(<p(2a;  +  cD'),9>(2y  +  ©'),9)(2^  +  a)'))  =  0 

an  die  Stelle  der  früheren  Gleichung  der  Fläche. 

Nach  dem  Additionstheoreme  der  elliptischen  Functionen  kann 
9?  (2tt  +  co' )  durch  9  (m)  und  ip\u)  rational  ausgedrückt  werden.  Bei 
der  Vertauschung  vonw  mit  2ca'— m  wird  9  (u)  nicht  geändert,  während 
q>{u)  in  —(p\u)  übergeht;  da  nun  bei  dieser  Vertauschung  auch 
9(2tt  +  (D')  seinen Werth nicht  ändert,  seist  q>(2u  +  G))  rational  durch 
(p{u)  ausdrückbar  und  es  tritt  daher  an  die  Stelle  der  Gleichung 
JF  =  0  eine  Gleichung  von  der  Form 

F,[q>ix),ip{y),^{e))  =  0, 

worin  F^  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente  ist.  Der 
unzerlegbare,  in  Bezug  auf  9(3?),  ^>{y)  und  (p(j3)  rationale  Factor 
dieser  Gleichung ,  welcher,  für  sich  gleich  Null  gesetzt,  die  vorgelegte 
Fläche  darstellt,  möge  bezeichnet  werden  mit 

f(<P(^),<)P(y)»9W)  =  0. 

Wenn  diese  Gleichung  wirklich  nur  die  vorgelegte  Fläche  dar- 
stellt, d.  h.  den  Inbegriff  aller  der  Flächenelemente,  welche  durch 
simultane  analytische  Fortsetzungen  aus  einem  einzigen  entspringen,  — 
und  die  Aufländung  einer  solchen  Gleichung  der  Fläche  ist  das  End- 
ziel dieser  Untersuchung  —  so  muss  dieselbe  folgende  Eigenschaften 
haben. 

1.  Diese  Gleichung  kann  9>(a?),  9>(y)  und  ^{e)  einzeln  nicht  in 
höherem  Grade  enthalten,    als   in   dem  ersten.    Andernfalls  würden 
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sich,  weimx  =  a;^,  y  =  y^  gesetzt  wird,  tüifp^js)  mehr  als  einWerth, 
also  für  £f  mehr  als  zwei  in  Bezug  auf  4o  und  4(ö'  nicht  congruente 
Wurzeln  ergeben,  und  dies  steht  mit  der  Voraussetzung  im  Wider- 
spruch. 

2.  Die  Fläche  ändert  sich  nicht,  wenn  von  den  drei  Coordinaten 
X,  y,  e  irgend  zwei  mit  einander  vertauscht  werden,  also  ist  ihre 
Gleichung  symmetrisch  in  Bezug  auf  g>{x)j  q>{y),  (pi^)- 

Aus  diesen  beiden  Gründen  muss  die  Gleichung  der  Fläche  die 
Gestalt  haben 

f(9>W,<p(y)»9W)  = 

Ä  +  B[q){x)  +  <3p(y)  +  9)(ief)]  +C[(piy)q){e)  +  (p{z)q>{x)  +  9{^)^>{y)]  + 

+  I><pix)ip{y)(p{£f)  =  0. 

Die  Verhältnisse  der  Constanten  Ä,  Bj  C ,  D  werden  durch  fol- 
gende Bedingungen  bestimmt. 

1.  Der  Punkt  a?  =  0,  y  =  0,  ^r  =  0  ist  ein  Punkt  der  Fläche. 

2.  Der  Abstand  eines  dem  Punkte  x  =  0jy  =  0jjs  =  0  be- 
nachbarten Punktes  von  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem 
Punkte ,  deren  Gleichung  x  +  y  +  £f  =  0  ist ,  ist  eine  kleine  Grösse 
dritter  Ordnung. 

3.  Der  Punkt  a;  =  a),  y  z=  aj ,  z  =  — o  ist  ein  Punkt  der 
Fläche. 

In  der  Entwickelung  von  f  nach  Potenzen  von  x,  y,  z  muss  also 
das  von  x^  y^  z  unabhängige  Glied  den  Werth  Null  haben  und  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  müssen,  wenn  x-\-y-\'Z  =  0  gesetzt  wird, 
verschwinden. 

Es  ist  9)(0)  =  1;  ^(O)  =  V^3i;  ^T^Q)  =  -3.  Die  Entwicke- 
lung von  f  beginnt  mit  folgenden  Gliedern 

f  =  ^  +  35-|-3C  H-D 

-t-  Glieder  dritter  und  höherer  Ordnung. 
Dies  ergibt  die  Gleichungen 

1.)  ^.t-35-|-3C  +  D  =  0, 

2.)  (i5-|.2C  +  2))(^'+y'+(ic.hy)*)-|.2(C  +  D)(^y-(a:  +  yy)  =  0. 

Die  Gleichung  2.)  lässt  sich  in  die  Form 

2(B-fC)(a;'+ay-|-y-)  =  0 
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setzen;    es  ist   mithin   C  =^  —B  und   in   Folge   der   Gleichung  1.) 

Der  Punkt  a;  =  (ö,y==ai,  ;?=  — o)  soll  ein  Punkt  der  Fläche 

sein;  es  ist  9(0)  =  *,  9)(— ©)  =  — »;  dies  ergibt  die  Gleichung 

3.)  Ä  +  Bi  +  G  +  Di  =  0, 

oder  Ä  +  Bi-B-Äi  =  (l-i)(^-J5)  =  0, 

hiemach  ist  also  B  =^  A  zjx  setzen.    Wird  Ä  =  1  gesetzt,  so  ergibt 
sich  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  die  Gleichung 

+  (p{x)ip{y)]-g>(x)q>(y)ip(0)  =  0. 

Hiermit  ist  jedoch  noch  keineswegs  bewiesen,  dass  diese  Gleichung 
wirklich  die  vorgelegte  Fläche  darstellt.  Aus  den  angestellten  Be- 
trachtungen geht  auch  nicht  hervor,  dass  diese  Gleichung  eine  Mim- 
maldäche  darstellt.  Denn  bei  der  Herleitung  wurde  die  Voraussetzung 
gemacht,  dass  jener  unzerlegbare  in  Bezug  auf  (p{x) ,  q>{y)  und  q)(jsi) 
rationale  Factor,  welcher  die  Fläche  darstellt,  nur  diese  Fläche  und 
jeden  einfachen  Punkt  derselben  nur  einmal  darstelle. 

Die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  muss  aber  erst  bewiesen 
werden.    Dies  ist  die  Aufgabe  der  folgenden  Untersuchung. 

Es  ist  mit  Strenge  erwiesen,  dass  zwischen  q>{x),  (p{y),  q>{z)  eine 
algebraische  Gleichung  bestehen  muss,  welche  für  alle  Punkte  der 
Fläche  befriedigt  wird.  Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  welche  Eigen- 
schaften die  Grösse  q){js)  als  Function  von  (p{x)  und  q){y)  besitzt. 

Es  sei  X  =  Xq,  y  =  y^,  z  =-  z^  ein  Punkt  der  Fläche.  Es  werde 
(p{x^)  =  i?oj  9(^0)  =  3o)  9(^0)  =  •'o  gesetzt.  Aus  dem  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Flächenelemente  können  andere  hergeleitet  werden, 
für  welche  wieder  x  =^  x^^  y  =  y^  ist  und  z  einen  der  Werthe 

oder 

2ai'— i8f(,H-  4m  (0  +  4nG)' 

annimmt;  für  aUe  diese  Punkte  hat  ip(z)  den  Werth  r^.  Wenn  aber 
(p{z)  als  Function  von  <p{x)  und  (p{y)  betrachtet  werden  soll,  so  sind 
nicht  bloss  die  analytischen  Fortsetzungen  ins  Auge  zu  fassen,  bei 
denen  x  wieder  in  x^,  y  wieder  in  y^  zurückkehrt,  sondern  alle  die- 
jenigen, bei  denen  <p{x)  in  ^(iCo)  ^md  (p(y)  in  9>(yo)  zurückkehrt,  und 
es  ist  zu  untersuchen,  welche  Werthe  q>{z)  hierbei  erhält. 
Die  Werthe  von  z  für 
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sind  wegen  der  Periodicität  der  Fläclie  dieselben  wie  für  x  =  x^^ 
y  z=:=  y1'^  (p{z)  hat  also  für  alle  diese  Punkte  den  Werth  r^. 
Es  ist  nun  zu  untersuchen,  ob  für  die  Werthsysteme 


X  =  2a)'— .Tq 


X  =      x^ 
y  =  2(o'— y, 


X  =  2©'— aj( 
y  =  2ci'-y, 


die  Coordinate  s  auch  noch  dieselben  Werthe  erhält. 

Wie  früher  (S.  65)  gezeigt  wurde ,  ist  die  Ebene  e  =a  &  eine 
Symmetrie-Ebene  der  Fläche,  und,  da  bei  cyclischer  Vertauschung  von 
a?,  y,  e  die  Fläche  sich  nicht  ändert,  so  sind  auch  x  =  (o'  und  y  '=^  (o 
Symmetrie  -  Ebenen  derselben.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Coordi- 
nate e  auch  für  die  obigen  Werthsysteme  von  x  und  y  nur  solche 
Werthe  annehmen  kann,  welche  in  den  beiden  Reihen 

z  =  2(o''-z^+4ma)+  4nG}' 

enthalten  sind.  Es  ist  demnach  für  alle  Werthe  von  x  und  y,  für 
welche  q){x)  =  p,,  (p{y)  =  q^  ist,   ip{e)  =  r,. 

Also  ist  (p{z)  =  r  eine  eindeutige  Function  von  q>{x)  =p 
und  9>(y)  =  ä'  ^^d,  da  g)(jsi)  eine  algebraische  Function  dieser  Grossen 
ist,  so  ist  r  eine  rationale  Function  von  p\miq.  Derselbe  Schluss 
lässt  sich  für  p  und  q  machen  und  es  ist  daher  jener  unzerlegbare 
Factor  f(i>,  ?,r)  =  0  in  Bezug  auf  jede  dieser  drei  Grössen  vom 
ersten  Grade.     Alle  oben  gemachten  Schlüsse  sind  daher  berechtigt. 

Die  gefundene  Gleichung 


1+  i<px  +  yy  +  9>^)—{g>y(p^  +  (pa<px  +  q>x  q>y)'-q>x  ipy  tpz 


=  0, 


in  welcher   die   elliptische  Function  (p  durch  die  Differentialgleichung 
fp\uf  =  ^(1— 14g>(tt)'-|-9(tt)*)  und  die  Anfangsbedingungen  ^(0)  =  1, 

fp'(0)  ==  ^i  bestimmt   ist,   ist   also   in   der  That   eine   unzerlegbare 
Gleichung  der  vorgelegten  Fläche. 


Für  den  nachfolgenden  Theil  der  Untersuchung,  dessen  Aufgabe 
in  der  Hauptsache  nur  noch  darin  bestehen  kann,  die  Richtigkeit  der 
ausgesprochenen  Behauptung  im  Einzelnen  a  posteriori  darzuthun ,  ist 
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es  nützlich,  statt  der  elliptischen  Function  <p  eine  andere  A  einzu- 
fahren, durch  deren  Einführung  überdies  die  Gleichung  der  Fläche 
noch  etwas  vereinfacht  wird. 

Dies  geschieht  durch  die  Substitution 


_   1    1  +  y 


durch  welche  das  Integral 


/y(M) 


dq> 


=^     in     u  =  I 


00 


dX 


V|A'+fA»+| 


mit  der  Bedingung,  dass  bei  der  Integration  der  Endwerth  von 

positiv  sein  muss,  übergeht.  Diese  Umformung  gewährt  zugleich 
den  Vortheil,  dass  für  alle  reellen  Werthe  von  u  die  Grösse  k  stets 
auch  reell  ist. 

Es  gelten  die  Formeln 

/jl  =  00  /»Assi  /•!=:——  /»AssOO 


und   für   die  Function  A(w)   ergibt   sich   folgende  Tabelle  (vergl.   die 
TabeUe  für  9>(u)  auf  S.  69) 

A(tt+4a))  =  A(M),  A(ti+4o')  =  A(M),  A(2(D'-tt)  =  A(m),  A(o'-tt)  =  A(a)'+w), 


A(0) 

^ 

00, 

A(o) 

= 

1, 

A(-a,) 

= 

-1, 

A(a>  +  io') 

= 

• 

A(o»-a)') 



», 

AK+«) 

= 

-1 

A(a)"- 

«)' 

A(a)')  = 

X{-(a')      = 
A(-u)       = 

A(2(o)         = 
A(2a»+«)  = 

A(2o)-«)  = 


^3», 
-V3», 
-A(«), 

0, 
-1 


A(u)' 
1 


Für   die  Umgebungen   der  Werthe   A  =  c»,   «  =  0  gelten   die 
Entwiokelungen 
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2      1         10       1     , 

V3    ^       9\/3     ^' 
2      1  B 

v/3    w       6^3 

Wird  X{x)  mit  A,  A(y)  mit  ft,  A(jß')  mit  1/  bezeichnet,  so  gelten 
in  Bezug  auf  X,  ^,  v  dieselben  Schlüsse,  wie  auf  S.  72  und  73  für 
p,  g,  r.  Es  gibt  also  eine  Gleichung  der  Fläche,  welche  die  Grössen 
A,  ft,  V  rational  enthält,  in  Bezug  auf  jede  einzelne  derselben  vom 
ersten  Grade  ist  und  die  Form  hat 

F(X,(i,v)  =  A,+  B,{l  +  ii  +  v)  +  C,{iiv  +  vX  +  Xii)  +  D,XpLv  =  0. 

Die  Bestimmung  der  Verhältnisse  der  Coefficienten  in  dieser 
neuen  Gleichung  kann  entweder  durch  Umformung  der  früher  gefun- 
denen Gleichung  der  Fläche  oder  auf  folgende  Weise  direct  ausge- 
führt werden. 

Wenn  a;  =  aj^,  y  =  y^,»  ^  =  ^0  ^^^  Punkt  der  Fläche  ist,  so  ist 
auch  X  =  —Xq,  y  =  —y^,  ^er  ==  —  ^^  ein  solcher.  Es  muss  also  die 
Gleichung  der  Fläche  F  =  0  in  sich  zurückkehren,  wenn  X,  (i,  v 
gleichzeitig  durch  —  A,  —  ^,  —1/  ersetzt  werden. 

Die  Gleichung  F  =  0  hat  also  entweder  die  Form 

A^+C^(iiv  +  vX  +  X^)  =  0    oder    B,{^  +  ii  +  v)  + D^X(iv  =  0. 

Die  Entscheidung  darüber,  in  welcher  dieser  beiden  Formen  die 
Gleichung  der  Fläche  zu  suchen  sei,  ergibt  die  Bedingung,  dass  der 
Punkt  a?  =  0,  y  =  0,  £r  ==  0  ein  einfacher  Punkt  der  Fläche  ist,  in 
welchem  dieselbe  die  Tangentialebene  x  +  y  +  z  =  0  besitzt,  eine 
Eigenschaft,  welche  nur  den  durch  die  erste  dieser  beiden  Formen 
dargestellten  Flächen  zukommt. 

Der  Werth  des  Verhältnisses  A^iCi  ist  bestimmt  durch  die  Be- 
dingung, dass  der  Punkt  x  =  g}j  y  ^=  (Oj  js;  =  —(o  ein  Punkt  der 
Fläche  ist.  Da  A(id)  =  1,  A(— o)  =  —1  ist,  ergibt  sich  Cj  =  Ä^. 
Wird  nun  -4^  =  1  gesetzt,  so  folgt 

F(A,|Lt,i/)  =  l+(iv  +  vX  +  X^i. 

Die  Gleichung  der  vorgelegten  Minimalfläche  ist 
also  in  ihrer  einfachsten  Gestalt 

^v  +  vX  +  X(i  +  1  =  0 , 

und    zwar  bedeuten   die   drei  Grössen   A,  (i,  v   dieselben 
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elliptischen  Functionen  der  drei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x,  y,  Zj  mit  welchen  sie  durch  die  Grleichungen 

~         Ä  r"^        dt 

X 


verbunden  sind.    Die  Integrationen  sind  hierbei  so  aus- 
zuführen, dass  der  Endwerth  von 


i'>Jit'+it^+i 


t 

positiv  wird,  im  Uebrigen  eine  jede  auf  beliebigem 
Wege. 

Die  Coordinaten  x,  tf,  z  haben  hier  dieselbe  Bedeutung  in  Be- 
ziehung auf  die  Fläche,  wie  in  den  Gleichungen  (C)  (S.  45)  und  (D) 
(S.  BO),  jedoch  nicht  dieselbe  Bedeutung,  welche  den  Grössen  x,  y,  s 
in  den  Gleichungen  (A)  (S.  32)  beizulegen  ist. 

Es  ist  giuch  zu  bemerken,  dass  reellen  Werthen  von  x,  y,  js  stets 
wieder  reelle  Werthe  von  k,  fi,  v  entsprechen.'^) 

(Wenn  Xj  iij  v  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  ge- 
deutet werden,  so  stellt  die  Gleichung  F(A,  ft,  v)  =  0  ein  einschaliges 
ßotationshyperboloid  dar,  dessen  ßotationsaxe  die  Gerade  A  =  ft  =  t/ 
ist  und  auf  dessen  Asymptotenkegel  die  Coordinatenaxen  liegen.) 


Es  ist  nun  der  Nachweis  zu  führen 

erstens,  dass  die  durch  die  Gleichung  F(A,  ft,  v)  =  0  definirte 
Fläche  der  partiellen  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  wirklich 
genügt,  und  zweitens,  dass  diese  Fläche  alle  diejenigen  geraden 
Linien  enthält,  welche  auf  der  durch  die  Gleichungen  (C)  und  (D) 
definirten  Minimalfläche  liegen. 

Um  zu  zeigen ,  dass  die  Fläche  F  (A,  ft,  v)  «=  0  in  der  That  der 
partiellen  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  genügt,  scheint  es 
zweckmässig  zu  sein,  um  weitläufigere  Rechnungen  zu  vermeiden,  die 
letztere  in  der  Form 

Pi      P,         öa?       dy 

zu  wählen,  wo  p^  und  p,  die  Hauptkrümmungsradien  in  einem  Punkte 
der  Fläche,  X  und  Y  die  Ausdrücke 
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bedeuten,  wenn  mit  p  und  q  die  partiellen  Ableitungen 

da  de 


P  = 


dx'  öy 


für  diesen  Punkt  der  Fläche  bezeichnet  werden. 

Zur   Vereinfachung    der  Rechnung   möge   für    die   gegenwärtige 

Untersuchung  statt  A,  ^,  v    — -=-,  -^,  -~-  und  statt  Xj  y,  £  2Xi,  2y^,  2^^ 

gesetzt  werden. 

Dann  ist  die  Gleichung  der  Fläche  (iiV^+v^X^+ X^fl^+S  =  0,  und 
es  ist 

dX. 

X,  —  ■  ' 


''~J.    \/ä! 


.^^  V(ai+i)(a:+9)' 

also 

[^T  =  '^•'  =  (^;+i)(*!+9)  ^-  «•  ^- 

Wenn  nun  die  Marke  1  wieder  weggelassen  wird,  so  ist 


^V'(^'+l)(A'+9)'  ^V/(/t'+ !)(/»•+ 9)'  7^V(f'+l)(f'+9)' 

r  =  (il»+l)(A'+9);        ^"  =  (n*+l)(ji*+9);        v»  =  (v»+l)(i;»+9); 

(*v  +  vX  +  A^  +  3  =  0,        t,  =  _i±i^. 

Hieraus   ergibt   sich  durch  partielle  Differentiation  in  Bezug  auf 
X  und  y 


Z  = 


,   de           3-(i*     „ 

dx       (x  +  fiy  *■' 

■ 

,   dg           S-X* 
"    dy   -  (A  +  /t)'''*' 

dt           3-fi«      X' 
^        dx   ~   (X  +  fiy    v' 

1 

dir           3-A*     (*' 
'^         öy   -  (A  +  ,t)'     v'  ' 

p 

(3- 

-^•)A'                         _  (3-^*)A' 

Vf*+fl'+l         V.(3-(i')*A' 

•+(3- 

-A')V"+(/l  +  ft)V"           V-*f 

ä          _  iB-X')(L' 

r  =  ,_ 
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Werden  für  A'*,  ft'*,  v'*  ihre  durch  A  und  /t  ausgedrückten  Werthe 
gesetzt,  so  ergibt  sich 

M  =  243  +126(A'+  /t»)  +  288  A/x  +  27(A*+  /**)  +108  A>'+  96  (A>  +  Afi«)  + 

+14(A>*+  A>*)  +  32  AV+  3  AV*. 
Nun  ist 

.^  2ilf.A"-A'*~ 

=  (3-^  ) 


Der  im  Zähler  stehende  Ausdruck  hat  den  Werth 

2MX"^k"~  =  2592A-2592^ 

+  288  A  V  +  576  A/tt*-  864  ^* 

-  288A»— 96  aV  +  96  AV'+  288A|[t* 
+  96AV-64AV'-32AV' 

+  32AV-32AV* 

=  32(3--A')(3--  A^)[(3  +  A»)(3  +  (i')  +  4A/a](A-^). 

Also  ist 

äX  ^  ^g    (3-A')(3-^ft')(3-Aft)[(3  +  A')(3+fi')+4A/i] 

Durch  Vertauschung  von  A  mit  ft   wird  hieraus  der  Werth  von 

-^ —  erhalten.    Die  linke  Seite  der  vorigen  Gleichung  geht  dann  in  ~ — , 

die  rechte   in  ihren   entgegengesetzten  Werth  über  und  es  ist  daher 
die  Gleichung 

1^+4^  =  » 

ox        oy 

für  alle  Punkte  der  vorgelegten  Fläche  befriedigt. 

Es  besitzt  also  in  der  That  die  durch  die  Gleichung  r(A,  ^,  v)  =  0 
dargestellte  Fläche  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Minimal- 
flächen, dass  ihre  mittlere  Krümmung  überall  gleich  Null  ist. 


Es  ist  nun  zu  zeigen,    dass   auf  der  Fläche  P  =  0  auch  gerade 
Linien  liegen. 

Wird  jer  =  0  gesetzt,  also  v  =  c»,  so  muss  fi  +  A  ==  0  sein. 
Für  X{x)  werde  —  A( — x)  gesetzt,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

A(y)  =  A(-a;). 
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Sämmtliche  Werthe  von  y,  welche  diese  Gleichung  befriedigen,    sind 
enthalten  in  den  beiden  Formeln 

y=        — a; +4>wcj  +  4n(ö', 
y  =  2o)'+ic  +  4wa) +4wc3'; 

in  Worten:    Die  Ebene   z  =^  0  schneidet   die  Fläche  F  =  0  in  den 
beiden  Schaaxen  von  ParallellinieD,  welche  durch  die  Gleichungen 

£f  =  0,     a;  +  y  ==  4mct) +  4nco', 

£r  =  0,     y— a:  =  2o'+4mo+4ncö' 

gegeben  werden. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  nur  die  erste  dieser  Schaaren  reell  und 
zwar,  wenn  n  den  Werth  Null  hat. 

Statt  durch  die  Ebene  £f  =  0  konnte  auch  durch  die  Ebene 
g  =  4mm  +  2n<o'  geschnitten  werden. 

Solcher  Geraden  liegen  drei  durch  den  Punkt  x  =  0,  y  =  0,  jer  =  0 
gehende  in  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

Wird  £r  =  ±  2a) ,  also  i/  =  0  gesetzt ,  so  ergibt  sich  aus  der 
Gleichung  der  Fläche 

Xii+1  =  0,        A(y)  -    ""-^ 


i{xy 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  enthalten  in  den  beiden 
Formeln 

y  =  2ca  +x  +  4m(D+4n(o\ 

y  =  2cd  +  2cd'— x  +  4ma}  +  4»cD'. 

Denselben  entspricht  ebenfalls  eine  Schaar  von  Parallelen. 
Wird  s  =  —€Q^    also  v  =  —1  gesetzt,   so   besteht   zwischen  X 
und  fi  die  Gleichung 

—  (A  +  |[i)  +  Aft+l  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  zwei  Factoren  (A— l)(ft— 1)  =  0 
zerlegen,  wird  also  identisch  durch  A  =  1  und  durch  /it  =  1  befriedigt, 
d.  h.  durch  die  Systeme 


und  durch 


X  =  2a}'— a}  +  4ma)  +  4na)', 

y  =  a>  +  4wa) +4naj', 

y  =  2a>'— a>  +  4wai +  4wa>'. 
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Die  Ebene  jer  =  —  o  sclineidet  also  die  Fläche  in  zwei  Systemen 
von  parallelen  Geraden,  von  denen  das  eine  der  F-Axe,  das  andere 
der  X-Axe  parallel  ist. 

Eine  analoge  Eigenschaft  hat  die  Fläche  in  Bezug  auf  die  Ebene 

Wird  X  =  (Of  y  =  —  o,  also  A  =  1,  /i  =  —  1  gesetzt,  so' wird 
die  Gleichung  der  Fläche  für  jeden  Werth  von  v,  also  auch  für  jeden 
Werth  von  js  befriedigt.  Die  Fläche  enthält  also  die  der  Z-Axe  pa- 
rallele Gerade  a?  =  o,  y  =  —  co. 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  zeigen,  dass  die  Fläche  in  Bezug  auf 
den  Punkt  a:  =  ai,  y  =  a),jer  =  — o  die  auf  S.  17  u.  48  näher  ange- 
gebene Symmetrie  besitzt. 

Es  möge  gesetzt  werden 

X  =  m+x',      y  =  ß)  +  y',      e  =  —<o  +  s\ 
so  ergibt  sich  vermöge  der  Gleichungen 

—1  +1 

—  1  +1 


dass  die  Gleichung  F  (A ,  ft ,  i/)  =  0  in  sich  selbst  zurückkehrt ,  wenn 
statt 


gesetzt  wird 
oder 

-<> 

<, 
<, 

oder 

-K, 

y'o, 

^0  > 

oder  endlich 

K, 

-y'o, 

-<, 

yo> 

-K, 

-<■ 

Durch   diese  Eigenschaften  wird  aber   die  Symmetrie   der  Fläche   in 
Beziehung  auf  den  Punkt  x'  =  0,  y'  =  0,  /  =:  0  charakterisirt. 


Es   entsteht  nun  die  Frage,   ob   die  vorgelegte  Fläche  singulare 
Punkte  besitzt. 
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Die  Bedingungen  für  dieselben  sind 

^-0'    W-O-    f-»'    W-"' 
oder 

liv  +  vX  +  kfi+l  =  0,    (ft  +  v)A'=0,    (v  +  A)/*'=  0,  '  (A  +  fA)v'=  0. 

Für  iii  +  v)  =  0  ergibt  sich  aus  F  =  0  entweder  A  =  oo,   oder 
liv+1  =  0.    Den  Wurzeln  der  Gleichungen  ^H-v  =  0,  fiv+l  =  0, 

^  =  ±l,i/  =  ^l  entspricht  kein  singulärer  Punkt  der  Fläche,  weil 

öF  öF 

und  -T —  für  diese  Werthe   nicht   zugleich   den  Werth  Null   er- 


dy  dz 

langen  können.  Auch  der  Annahme  ^  +  v  =  0,  A  =  oo  entspricht 
kein  singulärer  Punkt  der  Fläche,  wie  sich  ergibt,  wenn  die  Gleichung 
der  Fläche  in  die  Form 

gesetzt  wird. 

Wenn  daher  die  Fläche  singulare  Punkte  besitzt,  so  können  die- 
selben nur  hervorgehen  aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  Gleichungen 

A'=0,        fi'=0,        v'=0. 

■ 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  A'  =  0  sind  A  =  ±  -=- ,  ±  %  \/3.    Werden 

diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Fläche  eingesetzt,  so  ergeben  sich 
die  Gleichungen 

±iV3(f*  +  v)  +  f*v  +  l  =  0, 
von  denen  die  erste  durch  die  Werthepaaxe 

die  zweite  durch  die  Werthepaaxe 

•  •  • 

^  =  +-^,    V  ^  ±i\ß    und    (t  =  ±»V3,    v=+-~^ 

befriedigt  wird. 

Andere  Verbindungen  von  Werthen,  für  welche 

aF        SF       S¥ 

dx  ^      öy  ^      dz 

gleichzeitig  verschwinden,  genügen  der  Gleichung  der  Fläche  nicht. 

SehwArt,  tiMumMlU  AbhAndloiigea.  1.  ß 
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Die  Werthsysteme 

'  =  -W-    *v^    ^'^''    "'^• 

,-±±.      ±W8,     ±^,       tWS, 
,=  ±±.      ,iV3,     :fW3,      ±^, 

Sind  also  die  einzigen,  welchen  singulare  Punkte  der  Fläche  F  =  0 
entsprechen.  Für  diese  Punkte,  von  denen  übrigens  keiner  reell  ist, 
ergibt  sich 

d^F  =  C'idx'+dy'+ds"). 

Gelegentlich  mag  hierbei  erwähnt  werden,   dass  auch  die  Fläche 
zweiten  Grades 

der  partiellen  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  (im  analyti- 
schen Sinne)  genügt. '«) 


Es  wurde  bemerkt,  dass  aus  den  Gleichungen,  welche  die  ellipr 
tischen  Functionen  tl)(x),  t{y),  ^(^),  deren  Fundamentalperioden  2a> 
und  2o'  sind,  als  algebraische  Functionen  zweier  variablen  Parameter 
ausdrücken,  durch  Elimination  eine  Gleichung  der  Minimalfläche 

F{^{x),tf,{y),il>{0))  =  0 

erhalten  werden  könne. 

Wenn  nun  auch  ein  in  Beziehung  auf  die  Grössen  ^(a:),  ^(y), 
^  {z)  unzerlegbarer  Factor  dieser  Gleichung  ins  Auge  gefasst  wird,  so 
stellt  derselbe  dennoch,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  ausser  der  vor- 
gelegten Fläche  noch  deren  Verschiebungen  um  2(d  ,  2cd',  2©  -|-  2©'  in 
der  Bichtung  jeder  der  drei  Coordinatenaxen ,  sowie  auch  die  Ver- 
schiebungen dieser  Verschiebungen  dar. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  viele  der  hieraus  zusammensetz- 
baren 4  •  4  •  4  =  64  parallelen  Verschiebungen  zu  einer  neuen  Lage 
der  Fläche  führen,  für  welche  dieselbe  also  nicht  mit  sich  selbst 
coincidirt. 

Es  gibt  acht  solcher  Verschiebungen,  welche  durch  folgendes  nur 
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Verscliiebungen  um   reelle  Strecken   enthaltende  Schema    dargesteUt 
werden  können: 


X 

y 

e 

X 

y 

ir 

0 

0 

0 

2» 

2(0 

2» 

0 

2m 

2CD 

2(0 

0 

0 

2(D 

0 

2» 

0 

2l9 

0 

2o> 

2(D 

0 

0 

0 

2a> 

Aus  diesen  acht  Verschiebungen,  welche  in  zwei  Gruppen  zu  je  vier 
und  in  vier  Gruppen  zu  je  zwei  zerfallen,  können  alle  anderen  durch 
Hinzufügung  solcher  Verschiebungen,  bei  welchen  die  Fläche  in  sich 
selbst  zurückkehrt,  zusammengesetzt  werden. 

Ist  nun  die  Gleichung  der  ursprünglichen  Fläche  F(A,  ft,  v)  =  0, 
so  sind  die  Gleichungen  ihrer  sieben  Verschiebungen 


F(,,-i,-i)=0,F(4,„-l).0,.(-|,-i,.)  = 


0, 
0, 


f(a,^,-1)== 


0. 


Diejenige  Gleichung,  welche  ausdrückt,  daas  das  Product  der 
linken  Seiten  dieser  acht  Gleichungen  den  Werth  Null  hat,  stellt 
also  die  acht  verschiedenen  Flächen  zugleich  dar  und  steht  somit  auf 
gleicher  Stufe  mit  dem  betrachteten  Factor  der  Gleichung 

F{t(x),i,(y),i>{s))  =  0. 

m 

Das  Product  der  acht  Ausdrücke  F   ändert  seinen  Werth  nicht, 

wenn  A    mit    —  —  vertauscht  wird;   dasselbe  ist  also   rational  aus- 

1 
drückbar  durch  A — j-.    Ebenso  zeigt  sich,  dass  jenes  Product  seinen 

1  .  . 

"Werth   nicht  ändert,   wenn  A   mit  -j^  vertauscht  wird;  dasselbe  ist 

1        .    . 
also  auch  durch  A  +  -^i  mithin  auch  durch 


(,  4)-.(,4)-_. 


rational  ausdrückbar. 


6* 
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Wird  nun 

gesetzt ,    so  ergibt  sich,  wenn  die  Gleichung  F  (A,  |x,  v)  =  0  in  Bezug 
auf  p,  q,  r  rational  gemacht  wird : 

Zwischen   den  Coordinaten  x,  ly,  j8  und  den  Grössen  j?),  g,  r  be- 
stehen dann  die  Gleichungen 

dt 


P 


^\j4t{t+m+4)' 


oo 


dt 


^V4<(<  +  3)(<  +  4)' 


-/ 


00 


dt 

0 


r^  V4K<  +  3)(<  +  4)' 


während  sich 


erweist. 

(Die  Gleichung  cl>(p,  g,  r)  =  0  stellt,  wenn^),  g,  r  als  Parallel- 
coordinaten  eines  Punktes  gedeutet  werden,  eine  Fläche  vierten 
Grades  dar,  für  welche  der  Punkt  2?  =  0,5  =  0,  r  =  0  ein  drei- 
facher Punkt  ist  und  die  drei  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden 
g  =  0,r  =  0;  r  =  0,/)  =  0;|)  =  0,g  =  0  Doppelgerade  sind. 
Diese  Fläche  ist  daher  ein  specieller  Fall  derjenigen,  welche  unter 
dem  Namen  der  S  t  e  i  n  e  r'schen  Römerfläche  bekannt  ist.) 


Der  Zusammenhang  zwischen  den  in  der  obigen  Darstellung  auf- 
tretenden und  den  Jacobi'schen  elliptischen  Functionen  ist  aus  fol- 
gender Tabelle,  in  welcher  a'  die  Grösse  2—  ^3  bezeichnet,  ersichtlich. 
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Der  Uebergang  zu  der  durch  die  Grleichung 

ds^ /•*         ds 


_   r"^ ds r"°         ds 


definirten  elliptischen  Function  pw,  welche  Herr  Weierstrass  in 
seinen  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zu 
Grunde  legt,  kann  im  vorliegenden  Falle  durch  die  Substitution 
^u  =  jp(w)  + J  vermittelt  werden.*')     Es  ergibt  sich  dann 

yi  —  8  1    y8  —  »7  • 

Die  Grössen  2ai  und  2id'  sind  zugleich  für  die  Function  ^ou  ein  Paar 
Fundamentalperioden,  auch  ist  p{(o)  =  e^,  p((o*)  =  e,. 


Die  Aufgabe,  eine  elliptische  Function  f(u)  zu  bestimmen,  von  der 
Eigenschaft,  dass  alle  Wurzeln  der  Gleichung  f{u)—f{u^)  =  0  für 
jeden  Werth  von  w^  durch  die  beiden  Reihen  von  Werthen 

u  =         u^+2fna}  +  2na}\ 
u  ==  Mq— !ij+2mcD  +  2na}', 

gegeben  werden,  wo  den  Grössen  w  und  n  alle  ganzzahligen  Werthe 
beizulegen  sind,  hat  die  speciellen  Lösungen 

/;(«)•=  F(i«.-«)   und  /;(«)  =  E}i±A, 

Für  die  Function  pu  gelten  nämlicli  die  Gleichungen 
folglicli 

folglicli 


4 


Ans   dieser  Gleichung  ergibt  sich,   wenn  die  Zeichenbestimmnng 
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durch  Betrachtung  des  Werthes  u  =  ^u^  oder  mit  Hülfe  der  für  die 
Umgebung  des  Werthes  m  =  0  geltenden  Reihenentwickelung  ausge- 
führt wird,  dass 

Zwischen  den  beiden  Functionen  f^{u)  und  f^(u)  besteht  die 
Gleichung 

oder  es  ist 

Wird  in  den  vorstehenden  Gleichungen  statt  u  überall  ^u  und 
statt  u^  m  gesetzt,  so  ergibt  sich,  dass  die  Function  ^(iw)  dieselben 
Fundamentalperioden  besitzt  und  genau  für  dieselben  Werthe  von  u 
unendlich  gross  und  zwar  unendlich  gross  erster  Ordnung  wird,  wie 
die  Function  A(u).    Hieraus  folgt,  dass 

A(«)  =  o./;(i«)+C7.. 

Aus  den  für  die  Umgebung  des  Werthes  ««  =  0  geltenden,  nach  Po- 
tenzen von  u  fortschreitenden  Reihenentwickelungen 

folgt,   dass  G  = ^,    C/j  =  0  ist,    dass  also  zwischen  A(w)  und 

^  Y  o 

F(i^)  ^^^  Gleichung  besteht: 

1  ^\\u) 


X(«)  =  - 


2\/3    P(4«)-«.' 
Nun  bestehen,  wenn  der  Modul  A;  durch  die  Gleichung 


ik 


bestimmt  wird,  die  Gleichungen 

1 


sin  am(Ve,--c,-«) 

sm'am(vej— «jU) 
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Hieraus  ergibt  sich  für  k{u)  der  Ausdruck 

^  ^         ^3  sin  am«  ^     ^ 


Es  folgen  hier  noch  die  Werthe  einiger  Constanten. 
*  =  i,    *'=\/|;      iA  =  l.j^^-|  =  0,017972383; 


Ä  =  (g)  =  c""  =  e-'"  =  iA  +  2(iA)'+ .  •  =  0,017972387,  "^ 
4-  =  -^  =  ^'  =  1,27926157 ,      —  =  (1+  2ä  +  2h*+  •  •)»  =  1,0731820, 

i  O^  XL  Jt 

(o  =  -.=L=.iE:  =  iü:  =  0,842875,    cd'=  cd-t  =  t- 1,078258. 


Es  liegt  nun  nahe ,  ein  räumliches  Gebilde  aufzusuchen ,  für 
welches  die  beiden  Eigenschaften,  welche  für  die  vorgelegte  Mimmal- 
fläche  der  reellen  geometrischen  Deutung  entbehren,  —  nämlich  dass 
dieselbe  durch  eine  Verschiebung  um  4m  ©'  in  der  Richtung  einer  der 
Coordinatenaxen  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gelangt,  sowie  dass  die- 
selbe in  Bezug  auf  die  Ebenen  ^  =  ±  co'  sich  selbst  symmetrisch  ist, 
eine  reelle  Bedeutung  erhalten. 

Hierzu  wird  auf  das  Grleichungssystem  (C)  (S.  45)  zurückge- 
gangen. 

Die  Ausdrücke  für  die  drei  Coordinaten  ergeben  reelle  Werthe, 
wenn  das  Gebiet  von  t  und  r^  auf  die  Fläche  eines  mit  dem  Radius 
\/l-  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises  beschränkt  wird  und  den 
Grössen  r  und  r^  conjugirte  Werthe  beigelegt  werden. 

Die  letztere  Beschränkung  ist  keine  nothwendige,  vielmehr  ge- 
hören alle  diejenigen  Punkte  im  analytischen  Sinne  zu  der  vorge- 
legten Fläche,  welche  sich  für  irgend  ein  Werthepaar  r,  r,  ergeben. 

Während  bei  der  Annahme  t  =  p  +  gi,  x^=  p—qi  die  Werthe 
der  Coordinaten  das  Doppelte  der  reellen  Theile  der  drei  Integral- 
fnnctionen  darstellen,  stimmen  dieselben  bei  der  Annahme  ir  =  i>  +  g», 
t^=  ^p  +  qi  mit  den  doppelten  imaginären  Theilen  der  drei  Integral- 
functionen  überein,  wenn  in  beiden  Fällen  den  Variablen  p  und  q  nur 
reelle  Werthe  beigelegt  werden. 
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Bei  der  letzteren  Abnahme  haben  also  die  drei  Coordinaten  jedes 
Punktes  des  auf  diese  Weise  entstehenden  Flächenelementes  rein 
imaginäre  Werthe ;  wird  daher  x  =  x^-i,  y  ^^  y^-i,  js  ^=s  jg^-i  gesetzt, 
so  entspricht  dem  genannten  Flächenelemente  Xf  y,  0,  von  welchem 
nur  der  Punkt  a;  =  0,y  =  0,;er  =  0  reell  ist,  ein  reelles  Flächen- 
element X^,  y^,  £f^. 

Der  Fläche  nun,  welche  die  analytische  Fortsetzung  dieses 
Flächenelementes  ist,  kommen  die  Eigenschaften  zu,  in  Bezug  auf  die 
Ebene  ;8f,  =  +  o'i  sich  selbst  symmetrisch  zu  sein  und  durch  eine 
Verschiebung  um  — 4o'i  längs  jeder  der  drei  Coordinatenaxen  mit  sich 
selbst  zur  Deckung  zu  gelangen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage  nach  den  anderweitigen  Eigenschaften 
dieser  Fläche. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  die  analytische  Gleichung  dieser 
Fläche  gefanden  wird,  indem  in  der  Gleichung  der  Minimalfläche 

k{y)X{s!)  +  X{z)X{x)  +  k{x)X{y)  +  l  =  0 

an  die  Stelle  von  x,  y,  £r,  a:,i,  y^i,  xr^i  gesetzt  wird. 

Denn  diese  Gleichung  wird  identisch  befriedigt  durch  die  nach 
Potenzen  von  r  und  Tj  fortschreitenden  Reihen,  welche  sich  für  x,  y,  e 
aus  dem  Systeme  der  Gleichungen  (C)  (S.  45)  ergeben,  unabhängig 
davon,  welche  Werthe  r  und  Tj  haben,  wenn  nur  die  Reihen  für  die- 
selben convergiren. 

Das  Bestehen  dieser  Gleichung  für  ein  Flächenelement  genügt 
aber  zu  dem  Schlüsse,  dass  diese  Gleichung  auch  für  alle  analyti- 
schen Fortsetzungen  desselben  gelte. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Fläche  ebenfalls  eine 
Hinimalfläche  ist. 

Ist  nämlich  jF(a;,y,j?)  =  0  die  Gleichung  einer  Minimalfläche, 
so  ist,  wenn  c  einen  constanten  Factor  bedeutet,  für  die  Fläche 
F{cx y  cjfy  ce)  =  0  die  partielle  Differentialgleichung  der  Minimal- 
flächen befriedigt,  und  zwar  identisch  für  jeden  Werth  von  c;  die- 
selbe ist  also  auch  für  c  =  i  erfüllt. 

Wird  nun  zu  denjenigen  Gleichungen  zurückgegangen,  welche  die 
Coordinaten  als  Functionen  von  s  und  s^  ausdrücken,  siehe  die  For- 
meln (A)  auf  S.  32  [vergl.  Monatsberichte  1866  S.  619] 

dx  =  {1^8')%{8)ds  +  (l-sJ)gfXO^^i, 
dy  =  i{l+s')ms)ds^i{l^s\)%Xs.)d^^., 
dz  =      2sgf(s)rfs       +      25,gf:Wrf5,      , 


L 
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so  ergibt  sich,    dass  bei  dem  Uebergange  von  x ,  y,  jg  in.  x^i,  t/iij  z^ 
%Sß\)  "^*  ~"5i(^i)  ^^  vertauschen  ist. 

« 

Dies  ergibt 

iiy,  =  t(l+5*)gf(5)d5  +  i(l+5l)gf.(^Jd5,, 
i  iz,  =      2s  gf  (5)  is      -      25,  gf,(«i )  ^^1- 

Durch  diese  Formeln  wird  jedem  Punkte  x^^  y^,  z^  der  ursprüng- 
lichen Minimalfläche,  der  einem  bestimmten  Werthepaare  5,  s,  ent- 
spricht ,  ein  bestimmter  Punkt  aji ,  y, ,  ^j  der  neuen  Minimalfläche  zu- 
geordnet, der  demselben  Werthepaare  5,  s,  entspricht. 

Ist  X(x-x,)+  T{y-y,)  +  Z{z-z,)  =  0  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene in  einem  Punkte  x^,  y^,  z^  der  ursprünglichen  Fläche, 
ist  also 

Xdx+  Ydy  +  Zdz  =  0, 

so  zeigen  die  obigen  Gleichungen ,  dass  auch 

Xdx,+  Ydy,+  Zdz,  =  0 

ist,  dass  also  die  Tangentialebenen  in  entsprechenden  Punkten  beider 
Flächen  parallel  sind. 

Das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes 

dx^+  dy^+  dz'  =  dl' 
hat  den  Werth 

dP=  4il+ss,y^{8)^,{8,)dsds,', 

denselben  Werth  hat  auch  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes 
dl\  der  neuen  Minimalfläche.  Aus  der  Gleichung  d^  =  dP  ergibt 
sich  aber,  dass  die  neue  Minimalfläche  eine  Biegungsfläche  der 
ursprünglichen  ist.  *«) 

Die  neue  Minimalfläche  enthält  endlich  auch  gerade  Linien.  Wird 
z.B.  s  =  s^  gesetzt,  so  ist  5(5)=  5i(s, )  und  es  ergibt  sich  dx^  =  0, 
dz^=  0 ;  also  liegt  eine  der  y,-  Axe  parallele  Gerade  ganz  auf  der 
Fläche.  —  Diese  Gerade  ist  eine  Biegung  derjenigen  Curve,  welche 
bei  der  ursprünglichen  Fläche  in  der  Symmetrie-Ebene  x'  =  y'  liegt. 
Ebenso  liegen  auf  der  neuen  Fläche  geradlinige  Vierseite,  welche 
zwei  Symmetrie  -  Ebenen  haben  und  zwar  sind  zwei  ihrer  Winkel 
rechte  Winkel,  während  die  beiden  andern  60^  betragen. 
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Den  geradlinigen  Strecken  von  5  =  0  bis  5  =  ±  a ;  5,  =  5  ent- 
sprechen auch  auf  der  Fläche  geradlinige  Strecken,  welche  die  Länge 
—  \2fi}'i  haben  und  zu  den  Seiten  der  auf  der  Fläche  liegenden  Vier- 
seite gehören. 

Betrachtungen,  welche  den  früher  (S.  BO)  angestellten  ganz  analog 
sind ,  erleichtern  die  Herstellung  eines  ModeUes  der  neuen  Fläche, 
durch  welches  die  Periodicität  und  die  Symmetrie  derselben  zur  An- 
schauung gebracht  wird.-*) 
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Nachtrag. 

Der  Verfasser  der  Abhandlung:  ,,Bestinmiung  einer  speciellen 
Minimalfläche  ^  hat  sich  in  der  Folge  mit  einigen  allgemeineren  Proble- 
men beschäftigt,  welche  über  das  in  der  genannten  Abhandlung  ge- 
stellte Ziel  hinausgehen,  aber  zu  der  in  derselben  gelösten  Aufgabe 
in  eine  gewisse  Beziehung  gebracht  werden  können. 

Da  die  Behandlung  dieser  Probleme  dem  Verfasser  auch  an  und 
für  sich  einiges  Interesse  darzubieten  scheint,  die  in  jener  Abhand- 
lung dargelegte  Methode  sich  auch  auf  diese  Probleme  erstreckt 
und  zu  ihrer  vollständigen  Lösung  ausreicht,  so  erlaubt  sich  derselbe, 
der  physikalisch-mathematischen  Klasse  der  Königlichen  Akademie  in 
dem  vorliegenden  Nachtrage  die  Ergebnisse  seiner  Untersuchungen 
mitzutheilen. 

(Der  Mittheilung  waren  beigefügt  einige  Drahtgestelle  nebst 
Hülfsmitteln  zur  Herstellung  der  betreffenden  Seifenblasenflächen  nach 
der  Vorschrift  des  Herrn  Plateau.*^)  Diese  Seifenblasenflächen 
fuhren  zu  einer  anschaulichen  Vorstellung  über  die  Gestalt  mehr  oder 
minder  ausgedehnter  Theile  derjenigen  Minimalflächen,  von  welchen 
die  Rede  ist.) 

Wenn  man  von  den  Formeln  ausgeht  (vergl.  S.  32) 

\/'Ris)  \JB,(s,)     ' 

j  2sds        ,        2s,  ds, 

dB  =       — -f- 


worin  R{s)  =  1— 14s*+s*,  i?,(^i)  =  1— 145j-|-s*,  und  man  setzt  an 
die  Stelle  der  Function  ü(s)  irgend  eine  andere  ganze  Function  achten 
Grades  von  5,  so  erhält  man  wieder  eine  Minimalfläche,  aber  es 
werden  derselben  im  Allgemeinen  zwei  für  die  obige  specielle  Fläche 
charakteristische  Eigenschaften  fehlen ,  nämlich  erstens ,  dass  auf  der 
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Fläche  gerade  Linien  liegen,  zweitens,  dass  die  Grleiclmng  der  Fläche 
durch  elliptische  Functionen  der  Coordinaten  rational  ausdrückbar  ist. 

Die  vorliegende  Mittheilung  beschäftigt  sich  damit,  solche  Flächen 
aufzustellen,  bei  denen  R(s)  eine  ganze  Function  achten  Grades  ist 
und  der  Minimalfläche  die  genannten  beiden  Eigenschaften  erhalten 
bleiben. 

Bei  der  Annahme  R{s)  =  1— 14ä*+«'  entsprechen,  sobald  den 
beiden  Quadratwurzeln  ^R{s)  und  ^R^{s^)  für  5  =  0,  5,  =  0  dasselbe 
Zeichen  gegeben  wird,  wenn  man  s  =  l^  +  r^i  setzt,  wobei  |  und  ij 
zwei  reelle  Variable  bezeichnen ,  den  beiden  Geraden  |  ^  ±  i^  und 
dem  Einheitskreise  5'+ 1^*  =  1  auf  der  Minimalfläche  gerade  Linien.  — 
Die  acht  Wurzeln  von  R(s)  =  0  liegen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
beiden  Geraden  |  =  ±  i^  und  den  Kreis  |*+  v*  =  1.  (Mit  anderen 
Worten:    Ist  s^  =  lo+^o*  ^^^^  Wurzel   der  Gleichung  JB(5)  =  0,    so 

sind  jedesmal  %+^i,  —  ij^—lo*»  y«  .    i    drei    andere  Wurzeln   der- 

selben  Gleichung.) 

Betrachtet  man  die  doppelt  zu  denkende  Fläche  eines  Quadranten 
des  Einheitskreises  in   der  Ebene  s   (Fig.  18.)   als   eine    einfach  zu- 

Fiff.  18. 


sammenhängende  Fläche  mit  sechs  Ecken  und  einem  Windungspunkte, 
so  entspricht  demselben  die  durch  sechs  Kanten  eines  räumlichen 
Sechsseites   gehende  Minimalfläche.   (Fig.  19.)     Je    drei  auf  einander 


Fig.  19. 


folgende  Seiten  des  Sechsseites  stehen  auf  einander  senkrecht;  die  je 
vierte  ist  der  ersten  parallel.  Ln  vorliegenden  Falle  haben  alle  sechs 
Seiten   des  erwähnten  Sechsseits  gleiche  Länge    und  werden   daher 
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durch  diejenigen  sechs  Kanten  eines  Würfels  gebildet,  welche  übrig 
bleiben,  wenn  von  den  zwölf  Kanten  desselben  die  zweimal  drei  in 
zwei  Gegen  ecken  desselben  zusammenstossenden  Kanten  weggelassen 
werden.  Im  Mittelpunkte  des  Sechsseits  befindet  sich  derjenige  Punkt 
der  Minimalfläche,  in  welchem  die  Tangentialebene  die  Fläche  in 
einer  Curve  mit  einem  dreifachen  Punkte  —  hier  in  drei  Greraden  — 
schneidet. 

Wählt  man   nun  innerhalb  des  Quadranten   einen  anderen  Punkt 
s^  =  r^e^"*  und  wählt  zu  den  acht  Wurzeln  von  jB(ä)  =  0  beziehlich 


r,c^^^       r.e^^«-*-^^«",       rj 


{\^-<Poy\      Y  ßd'^-^o)^ 


j 


ßVo 


■^     jLe(n+^)»^     iLg(i"-*oV'      Jl/I'^-^o)»' 


TT  T  T 


so  findet  jetzt   gleichfalls  Symmetrie   der  Wurzeln  in  Bezug  auf  die 
genannten  Linien  statt.  (Fig.  20.) 

Fig.  20. 


Dann  entsprechen  diesen  Linien  auf  der  Minimalfiäche  wieder 
gerade  Linien  und  zwar  ist  die  Begrenzung  der  Fläche  ein  räumliches 
Sechsseit,  welches  allgemein  erhalten  wird,  wenn  von  den  zwölf 
Kanten  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedon  zweimal  drei  Kanten 
fortgelassen  werden,  die  in  zwei  gegenüberliegenden  Ecken  zusammen- 
stossen.  (Fig.  21.) 

Fig.  21. 


7n 


Li 


Es  ist  hiernach  die  Aufgabe  lösbar:  Durch  sechs  Kanten  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipedons,  welche  ein  Sechsseit  der  angegebenen 
Art  bilden  (Fig.  21.) ,  eine  Minimalfläche  zu  legen,  auf  welcher  durch 
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jenes  Sechsseit  ein  einfach  zusammenliängendes  in  seinem  Innern  von 
singolären  Stellen  freies  Flächenstüek  begrenzt  wird.  Auch  hier  be- 
findet sich  im  Mittelpunkte  des  Sechsseites  derjenige  Punkt  der  Fläche, 
welcher   dem  Windungspunkt   entspricht.    Werden   nun    die  Grössen 


,   z  zu  Coordinaten  gewählt,  so  sind  die  entsprechenden 


ar  +  y      x-y 

Integrale  als  elliptische  Integrale  erster  Art  darstellbar  und  es  lassen 
sich  dann  für  diese  Fläche  im  Wesentlichen  dieselben  Schlüsse  machen, 
wie  für  die  in  der  erwähnten  Abhandlung  betrachtete  speciellere 
Fläche.  Es  gibt  eine  in  Bezug  auf  elliptische  Functionen  der  Coor- 
dinaten rationale  Grleichung  der  Fläche,  nur  sind  hier  die  Moduln 
der     elliptischen    Functionen,     deren    Argumente     die    Coordinaten 

— ^ ,  — -— ,  e  sind ,  von-  einander  verschieden. 

Zur  Herleitung  der  von  ausserwesentlichen  Factoren  befreiten 
Grleichung  der  Fläche  kann  eine  analoge  Methode  dienen,  während  die 
Coefficienten  aus  den  Anfangsgliedern  von  Potenzentwickelungen  zu 
bestimmen  sind. 

Von   dieser  Fläche   treten   zwei  Fälle  als   specielle  auf,   nämlich 

y,  =  0  und  9o  =  i*  ^^^^  ^0  =^  1- 

Es  werde  zunächst  der  erste  Fall  näher  betrachtet. 

Ist  9^0  =^  ^>  ®^  ^^^  ^^®  Sechsseit  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine 
durch  zwei  gegenüberliegende  Ecken  gehende  Ebene  und  es  entspricht 
der  Geraden  von  s  ==  5^  bis  s  =  +1  auf  der  Fläche  eine  Gerade,  so 
dass  der  von  5^  bis  s  =  +1  geradlinig  aufgeschnittenen  Fläche  des 
Quadranten  (Fig.  22.)  eine  von  einem  geradlinigen  räumlichen  Fünf- 
seit  begrenzte  Minimalfläche  entspricht.     Fig.  23  zeigt    zwei  solche 

Fig.  22.  Fig.  28. 


Pünfseite;   der   dem   singulären  Punkte  s  =  s^   entsprechende   Punkt 
der  Minimalfläche  liegt  in  der  Mitte  der  gemeinschaftlichen  Seite. 
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Der  ganzen  Fläche  des  Einheitskreises  entsprechen  vier  solche 
Fünfseite ,  welche  in  Fig.  24  vereinigt  sind.  ^^)  Die  Gestalt  der  Ver- 
einigung, welche  der  in  der  Abhandlung  betrachteten  Fläche  entspricht, 
zeigt  mit  den  auf  der  Fläche  liegenden  geraden  Linien  Fig.  25. 


Fig.  24. 


Flg.  25. 


JC_ 


Für  den  allgemeineren  Fall  enthält  R{s)  eine  willkürliche  Con- 
stante  r^;  vermöge  derselben  kann  bewirkt  werden,  dass  man  als 
Umgrenzung  den  zusammenhängenden  Zug  von  acht  Kanten  eines 
beliebigen  geraden  quadratischen  Prismas  vorschreiben  kann. 

Lässt  man  r^  gleich  1  werden,  rücken  also  die  singulären  Punkte 
auf  ±1,  ±  i,  so  wird  das  Prisma  unendlich  lang,  die  elliptischen  In- 
tegrale verwandeln  sich  in  circuläre  beziehungsweise  in  logarithmische, 
und  die  Gleichung  der  Fläche  geht  über  in  die  bekannte  von  Herrn 
Scherk  gegebene,  deren  einfachste  Form  ist**) 

^g  ^   cosa; 
cosy  * 

Man  kann  aber  leicht  in  die  Gleichung  dieser  Flächen  noch  eine 
Constante  mehr  einführen ,  wenn  man  die  Forderung  der  Symmetrie 
der  Wurzeln  in  Bezug  auf  die  beiden  Geraden  ^  =  ±  r^  fallen  lässt 
und  dafür  die  Forderung  der  Symmetrie  der  Wurzeln  in  Bezug  auf 
5  =  0,   q  =  0  hinzufügt.     Man   wähle  zu   Wurzeln   der  Gleichung 

B(8)  =  0 

1  1 

auf  1^  =  0 :  ±  r^^ ,  ±  — ;    auf  g  =  0 :  ±  r^i ,  ±  — i. 

Die  Gleichung  der  Fläche  ist  dann  ebenfalls  durch  elliptische  Func- 
tionen der  Coordinaten  rational  ausdrückbar.  Es  tritt  nun  an  die 
Stelle  des  quadratischen  Prismas  im  vorigen  Falle  das  gerade  Prisma 
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mit  beliebiger  rechteckiger  Grrimdfläche.  Nun  kann  man  etwa  r^  gleich 
1  werden  lassen,  so  wird  dieses  Prisma  nach  der  einen  Seite  hin  un- 
endlich lang ;  die  Grleichung  der  Fläche  hängt  dann  in  Bezug  auf  x 
von  elliptischen,  in  Bezug  auf  y  und  £i  aber  von  Exponentialfunc- 
tionen  ab. 

Es  werde  nun  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  ^^  =  ^jr,  d.  h.  wo 
auf  der  Greraden  |  =  iy  viermal  je  zwei  der  Wurzeln  zusammen- 
fallen. Es  ist  zunächst  klar,  dass  dieser  Fall  identisch  ist  mit  dem, 
wo  r^  =  1 ,  d.  h.  wo  auf  dem  Einheitskreise  viermal  zwei  Wurzeln 
zusammenfallen.  (Fig.  26.) 

Fig.  26. 


Von  jenem  Sechsseit,  von  dem  oben  die  Rede  war,  erhalten  nun 
nur  zwei  Seiten  ^ine  endliche  Länge ;  das  dritte  Seitenpaar ,  welches 
sich  an  diese  zu  beiden  Seiten  anschliesst,  erhält  eine  unendliche 
Länge.  Eine  der  Figur  24  analoge  Zusammensetzung  von  vier  solchen 
Flächen  fuhrt  zu  vier  parallelen  Kanten  eines  beiderseits  unendlich 
langen  Parallelepipedons  mit  rhombischiem  Querschnitt.  Die  ellipti- 
schen Integrale  verwandeln  sich  in  circuläre  beziehungsweise  in  lo- 
garithmische ;  die  Grleichung  der  Fläche  ist  daher  rational  ausdrückbar 
durch  Exponentialftinctionen  der  Coordinaten  und  hat  in  der  ein- 
fachsten Form  die  G^estalt 

ye  _   cos  {ax  +  ßy) 
GOB{ccx—ßy)  ' 

worin  y  =     ,  ist  und  a  und  ß   willkürliche  reelle  Constanten 

bedeuten. 

Auch  diese  Grleichung  ist  zuerst  von  Herrn  Scherk  aufgestellt 
worden. 

Es  werde  jetzt  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  für  den  Werth 
5j  =  0  der  Quadratwurzel  ^B^(s^)  der  entgegengesetzte  Werth  bei- 
gelegt wird  wie  der  Quadratwurzel  \JB  {s)  für  den  Werth  s  =  0  und 

Schwftrx,  Geaunmelte  AbhftDdlungen.  I.  7 


L 
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an  die  Stelle  von  x^  y^  z  beziehlich  x^i^  yj,j  z^  gesetzt  wird.  In 
diesem  Falle  entsprechen  den  Geraden  |  =  0,  i^  =  0  von  s  =  0  bis 
zu  den  Windungspunkten  gerade  Linien  auf  der  Minimalfläche ;  dem 
Einheitskreise  entspricht  in  diesem  Falle  eine  ebene  Krümmungslinie. 
Wird  die  Fläche  des  Einheitskreises  aufgefasst  als  vom  Mittelpunkte 
aus 'geradlinig  bis    zu  den  Windungspunkten  aufgeschnitten  (Fig.  27), 

Fig.  27. 


so  entspricht  dieser  Fläche  ein  zweifach  zusammenhängendes  Minimal- 
flächenstück ,  welches  einerseits  von  einem  Quadrate ,  andrerseits  von 
einer  ebenen  Krtimmungslinie  begrenzt  ist,  deren  Ebene  der  Ebene 
des  Quadrates  parallel  ist. 

Man  erhält  dieses  Flächenstück,  wenn  man  einen  mit  einer  Hand- 
habe versehenen  in  die  Form  eines  Quadrates  gebogenen  Draht 
(Fig.  28)  in  die  Seifenlösung  taucht  und  parallel  dem  Flüssigkeits- 
spiegel heraushebt.  Am  Drahte  bleibt  ein  Minimalflächenstück  hängen, 
welches  denselben  mit  dem  Flüssigkeitsspiegel  verbindet  und  auf  dem 
letzteren  überall  senkrecht  steht.  Ist  die  Höhe  des  Quadrates  über 
dem  Flüssigkeitsspiegel  gleich  dem  vierten  Theile  der  Diagonale  des 
Quadrates  geworden,  so  erhält  man  ein  Stück  der  am  Schluss  der 
erwähnten  Abhandlung  (S.  90)  betrachteten  Biegungs fläche. 
Fig.  29  zeigt  die  auf  diesem  Flächenstücke  liegenden  geraden  Linien. 
(Nach   dem  Herausheben   des   in  Fig.  29   abgebildeten  Drahtgestelles 

Flg.  28.  Fig.  29. 
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ans  der  Seifenflüssigkeit  muss  die  innere  sicli  bildende  aequatoriale 
Lamelle  mit  etwas  Löschpapier  durchbrochen  werden.)  Wird  die 
Grrösse  r^  verändert,  so  bleiben  die  genannten  auf  die  Begrenzungen 
sieh  beziehenden  Eigenschaften  erhalten  und  es  wird  eine  variable 
Constante  in  die  Aufgabe  eingeführt;  das  Verhältniss  des  Abstandes 
jenes  Quadrates  von  dem  Flüssigkeitsspiegel  zu  der  Seite  des  Qua- 
drates wird  variabel  und  kann  innerhalb  gewisser  Grenzen  jeden 
Werth  annehmen. 

Die  Curve  auf  dem  Flüssigkeitsspiegel  nähert  sich  dem  Ansehen 
nach  einer  fast  kreisförmigen  Linie  um  so  mehr,  je  höher  der  Draht 
gehoben  wird;  sobald  jedoch  eine  gewisse  Grenze  überschritten  wird, 
hört  die  Gleichgewichtslage  auf  stabil  zu  sein,  jene  nahezu  kreisför- 
mige Linie  verengert  sich  mehr  und  mehr,  das  Flächenstück  löst  sich 
vom  Flüssigkeitsspiegel  ab  und  geht  in  die  ebene  Lamelle,  die  Fläche 
des  Quadrates  selbst  über.  Es  ist  dieser  Vorgang  ganz  demjenigen 
analog,  bei  welchem  ein  kreisförmig  gebogener  Draht  an  die  Stelle 
des  Quadrates  tritt  und  für  welchen  man  die  mathematischen  Ver- 
hältnisse kennt.'*) 

Es  ist  auch  hier  möglich,  noch  eine  Constante  mehr  in  die  Auf- 
gabe einzuführen,  indem  zu  Wurzeln  gewählt  werden 

An  die  Stelle  des  Quadrates  tritt  dann  ein  Rechteck  und  es  ist  somit 
innerhalb  gewisser  durch  die  Möglichkeit  der  Constantenbestimmung 
bedingter  Grenzen  die  Aufgabe  lösbar: 

Zwischen  den  Begrenzungslinien  der  oberen  und  unteren  End- 
fläche eines  rechtwinkligen  Parallepipedons  ein  zweifach  zusammen- 
hängendes Minimalflächen  stück  auszuspannnen. 

Geht  r^  in  1  über,  so  ergibt  sich  dieselbe  Fläche  wie  oben  S.  97. 
Geht  r^  und  r,  in  1  über,  so  ergibt  sich  eine  von  Herrn  Scherk 
aufgefundene  Fläche,  deren  Gleichung  in  ihrer  einfachsten  Form  die 
Gestalt  hat 

48iii0=  (e*-e-*)(e«'-e-ä'). 
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Man  denke  sich,    dass   die    in  Fig.  30  mit  a  und  b   bezeichneten 


Tig.  80. 


a 


' —  ---    ■^^ 


Strecken  ins  Unendliche  gerückt  werden;  die  nach  dem  Herausheben 
dieses  Drahtgestelles  aus  der  Seifenflüssigkeit  sich  bildende  Querla- 
melle  muss  mit  einem  Streifen  Löschpapier  durchstossen  werden.  — 
Vergleiche:  Van  der  Mensbrugghe:  Discussion  et  rcalisation  ex-- 
perimentale  d'une  surface  particülihe  ä  courbure  moyenne  nulle.  Bulletins 
de  VAcadcniie  royale  deBelgique.  Bruxelles,  35'  annee,  2*  seriej  tome21. 
p.  552—566) 

Geht  r^  und  r^  in  0  über,  so  erhält  man 


dx  = 


dy  = 


de  = 


X  = 


y  = 


e  = 


+ 
s'  -  s\ 

i(l+s')ds  _  i{l+s\)ds, 
s'         +  s\ 

2s  ds         ,       2s,  ds, 
2  log  5    ±    2  log  5,. 


Die  Gleichung  der  Fläche  ist,   wenn   die  oberen  Zeichen  gewählt 
werden, 

a*)'+(iy)'  =  a)'-(e*'+e~*')', 

wenn  hingegen   die  unteren  Zeichen    gewählt  werden,  und  x^-ij  yj-t, 
v^'i  an  die  Stelle  von  x^  y^  e  gesetzt  wird, 

X. 


Vi 


tgi.',. 
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Dieses  sind  die  Gleichungen  der  Rotationsfläche,  welche  durch 
Rotation  einer  Kettenlinie  um  ihre  Directrix  als  Axe  entsteht,  und  der- 
jenigen geradlinigen  Schraubenfläche,  welche  zugleich  Minimalfläche  ist. 

Wird  an  die  Stelle  von  s'  und  s]  im  Nenner  der  obigen  Glei- 
chungen s^-e^*  und  5j-6"*  gesetzt,  so  erhält  man  durch  Elimination 
die  Gleichung  einer  Minimalfläche,  welche  von  Herrn  Scherk  gegeben 
worden  ist  und  die  obigen  beiden  als  specielle  Fälle  in  sich  enthält.  *^ 

Geht  bloss  r^  oder  bloss  r^  in  0  über,  so  tritt  der  FaU  ein,  dass 
die  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  auf  die  eine  Coordinate  von  ellip- 
tischen Functionen,  in  Bezug  auf  die  anderen  beiden  aber  von  Expo- 
nentialfiinctionen  abhängt.  Dieselben  können ,  wenn  r,  =  0  ist ,  als 
specielle  Fälle  der  dem  Gestelle  Fig.  30  entsprechenden  Fläche  auf- 
gefasst  werden,  wenn  nur  ein  Paar,  etwa  das  Paar  der  mit  a  bezeich- 
neten gegenüberliegenden  Strecken,  in  das  Unendliche  verlegt  wird. 


Während  der  Fall ,  dass  auf  einer  der  Geraden  |  =  ±  i^  vier 
Wurzeln  der  Gleichung  R{s)  =  0  liegen,  und  die  vier  andern  sym- 
metrisch auf  dem  Einheitskreise  liegen,  durch  eine  Drehung  des  Coor- 
dinatensystems  auf  einefi  der  schon  betrachteten  FäUe  zurückgeführt 
wird,  erfordert  der  Fall,  dass  alle  acht  Wurzeln  auf  einer  der  Linien 
liegen,  eine  besondere  Betrachtung.  Es  werde  angenommen,  dass  die 
acht  Wurzeln  auf  dem  Einheitskreise  liegen  und  zwar  symmetrisch 
zu  den  Geraden  |  =  0,  iy  =  0,  J  =  ±  i;.  Femer  werde  angenommen, 
dass  keiner  der  Punkte  auf  eine  dieser  Linien  selbst  falle.  Es  ent- 
spricht dann  der  Fläche  eines  Quadranten  der  Ebene  s,  in  welchem 
S  positiv  ist  und  rj^  <  |'  ist ,  wenn  dieselbe  längs  der  Peripherie  des 
Einheitskreises  von  den  Windungspunkten  aus  aufgeschnitten  wird, 
ein  von  einem  geradlinigen  räumlichen  Sechsseit  begrenzter  Theü 
einer  Minimalfläche.  Fig.  31.  Eine  Vereinigung  zweier  solcher  Sechs- 
seite zeigt  Fig.  30. 


Fig.  81. 

J 

L 
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Das  Problem  enthält  eine  willkürliche  Constante;  dieselbe  kann 
dazu  benutzt  werden,  dem  Verhältniss  der  Länge  und  Höhe  der  beiden 
Rechtecke ,  aus  denen  das  in  Fig.  32  abgebildete  Gestell  zusammen- 
gesetzt ist,  einen  vorgeschriebenen  Werth  zu  geben.  Lässt  man  die 
Symmetrie  in  Bezug  auf  6  ==  0,  t^  =  0  fallen ,  so  erhält  das  Problem 
noch  eine  verfügbare  Constante  mehr,  welche  dazu  benutzt  werden 
kann,  den  beiden  Rechtecken  verschiedene  Länge  zu  geben. 

Lässt  man  je  zwei  Wurzeln  auf  den  Geraden  |  =  ±  i^  zusammen- 
fallen, so  erhält  man  bei  passender  Wahl  des  Coordinatensystems  die 
Scherk'sche  Fläche 

4sin^  =  (e*_e-*)(e3'_e-y), 

zu  deren  Darstellung  Herr  V  a  n  der  Mensbrugghe  das  in  Fig.  32 

Fig.  82.  (Fig.  80.  Mf  S.  100.) 


abgebildete  Gestell  angegeben  hat.  Die  in  dieser  Figur  mit  a  und  b 
bezeichneten  Strecken  hat  man  sich  hierbei  in  das  Unendliche  versetzt 
zu  denken. 

Lässt  man  die  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Geraden  |  =  ±  ly 
fallen,  und  behält  nur  diejenige  in  Bezug  auf  die  Geraden  5  =  0, 
Yi  =  0  bei,  so  kann  man  durch  gerade  Begrenzungslinien  einen  ganz 
im  Endlichen  liegenden  Theil  der  Fläche  nicht  abgrenzen,  es  bleiben 
jedoch  der  Fläche  die  ebenen  Krümmungslinien. 

Man  kann  nun  wieder-  zwei  Paare  singulärer  Punkte  zusammen- 
fallen lassen,  und  den  obigen  Schlüssen  analoge  machen;  worauf  hier 
jedoch  nicht  näher  eingegangen  werden  soll. 

Setzt  man  nun  R{s)  ==  1— s®,  so  ergibt  sich,  wenn  man  sich  die 
ganze  Ebene  durch  geradlinige  Schnitte  von  ä  =  0  bis  zu  den  Punkten 
s*  =  —1,  und  von  den  Punkten  s*  =  -|-1  bis  ins  Unendliche  aufge- 
schnitten denkt,  sodass  die  Function  s~*jR(s)  längs  dieser  Schnitt- 
linien ausser  dem  Werthe  Null  nur  negative  Werthe   annimmt,    ein 


Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche.    Nachtrag.  103 

zweifach  zasammenliängeiides  von  zwei  gleich  grossen  Quadraten  be- 
grenztes Minimalflächenstück ;  die  Quadrate  liegen  in  parallelen  Ebenen, 
die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  steht  auf  denselben  senkrecht 
und  die  Seiten  des  einen  Quadrates  sind  den  Diagonalen  des  andern 
parallel. 

Ein  allgemeineres  von  zwei  solchen  Quadraten  begrenztes  zwei- 
fach zusammenhängendes  Minimalflächenstück  würde  man  erhalten, 
wenn  man  den   acht  Wurzeln   eine  der  Figur  33  entsprechende  Lage 

Fig.  88. 


gäbe.     Die  Grleichung  dieser  Flächen  ist  jedoch,   wie  es  scheint,   ra- 
tional durch  elliptische  Functionen  der  Coordinaten  nicht  ausdrückbar. 

Die  Untersuchung  des  Falles 

B{s)  =   (1-5»)».  (1-1-5») 

möge  hier  übergangen  werden. 

Es  bleibt  nun  zuletzt  noch  der  Fall  einer  Erörterung  zu  unter- 
ziehen, in  welchem  das  Werthepaar  5  =  0  und  5  =  oo  zu  den  acht 
Wurzeln  gehört  und  die  sechs  andern  Wurzeln  symmetrisch  um  diese 
beiden  vertheilt  sind. 

Es  sei 

ri  =  e*"'  und  s  =  e*"*'  =  -i  +  iiV3, 

und  die  acht  Wurzeln  seien 

0,  ij,  1?',  ri\  n\  n\  n'\  oo,  B{s)  =  5(1+5-),    (Fig.  34.) 

Fig.  84. 
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80  ist  jede  der  Coordinaten  x  und  a  als  Summe  zweier  elliptischen  Inte- 
grale erster  Art  darstellbar,  die  vermöge  des  Additionstheorems  addirt 
werden  kömien.  Ebenso  ist^^x  +  ^sj^y  als  Summe  zweier  elliptischen 
Integrale  erster  Art  darstellbar,  denn  man  erhält 


£-«»£• 


5*— S!£ 


Wird  nun  t^^  statt  «^  gesetzt,  so  geht  das  mit  ds^  multiplicirte 
Differential  in 

über;  beide  Differentiale  lassen  sich  durch  einfache  algebraische  Sub- 
stitutionen in  elliptische  umformen.  Es  hat  daher  auch  diese  Fläche, 
es  mag  für  positive  Werthe  von  s  und  s^  ^Ii{Si)  mit  demselben  oder 
mit  entgegengesetztem  Zeichen  wie  ^Ii{s)  gewählt  werden,  wobei  im 
letztem  Falle  x,  y,  js  beziehlich  durch  a;,i,  y,i,  £fji  zu  ersetzen  sind, 
die  Eigenschaft,  dass  ihre  Gleichung  in  Bezug  auf  elliptische  Func- 
tionen, deren  Argumente  lineare  Functionen  der  Coordinaten  sind,  ra- 
tional ausgedrückt  werden  kann. 

Man  kann   in  die  Aufgabe  noch  eine  Constante  mehr  einführen, 
indem  man  zu  Wurzeln  wählt 

0,  ^^^%  ^(*-±^o).;  ,(f^±^o).;  ^,    (Fig.  35.) 

Die  Fläche  besteht  aus  lauter  cohgruenten  Theilen,  deren  Begrenzung 
von  einem  geradlinigen  Sechsseit  gebüdet  wii'd.  (Fig.  36.) 


Fig.  86. 


Fig.  36. 


Werden  zu  den  acht  Wurzeln  gewählt 

0 ,  1 ,  1?',  i?S  12-,  ri%  n'%  oo ,     (Fig.  37.) 


Bestimmaag  einer  speciellen  Miaimalfläche.    Nachtrag. 


105 


wird  also  Ii(s)  =  s(l— 5*)  gesetzt,   so  ist  die  Gleichung  der  Fläche 


Fig.  87. 


durch  elliptische  Functionen  von  iV/3a;— Jy,  y,  e  rational  aus- 
drüekbar,  wie  eine  analoge  Betrachtung  zeigt,  wenn  s,  durch  —t'^ 
ersetzt  wird.  Auf  der  Fläche  liegen  in  parallelen  Ebenen  congruente 
gleichseitige  Dreiecke,  deren  Projectionen  auf  diese  Ebenen  die  Figur  38 


Fig.  88. 


ergeben ,  und  welche  einen  gewissen  Abstand  von  einander  haben. 
Auch  auf  den  in  der  erwähnten  Abhandlung  betrachteten  Flächen 
lassen  sich  ringförmige  Flächenstreifen  angeben,  welche  von  zwei 
gleichseitigen  Dreiecken  begrenzt  sind  und  zwar  auf  der  ursprüng- 
lichen Fläche  und  auf  ihrer  Biegungsfläche  auf  je  eine  Weise.  Wird 
die  Seite  des  gleichseitigen  Dreiecks  zur  Einheit  gewählt,  so  ist  der 
Abstand  der  beiden  Ebenen  in  diesen  beiden  Fällen 


V6 


und 


2  v/6' 


Im  Allgemeinen  scheinen  die  Gleichungen  dieser  Flächen,  bei  be- 
liebigem Abstände  der  Ebenen  der  beiden  Begrenzungsdreiecke  ra- 
tional durch  elliptische  Functionen  der  Coordinaten  nicht  ausgedrückt 
werden  zu  können.  Dagegen  kommt  diese  Eigenschaft  wieder  allen 
den  Minimalflächen  zu,  deren  Begrenzung  als  zwei  gleichseitige,  die 
Begrenzung  der  parallelen  Endflächen  eines  geraden  dreiseitigen 
Prismas  büdende  Dreiecke  gegeben  sind.  In  diesem  Falle  sind  die 
Wurzeln  der  Gleichung  jB(5)  =  0 
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0,  ^,  r,6,  r^e\  — ,  —s,  — ^^  oo.     (Fig.  39.) 


Der  Quadratwurzel  ^B{s^)  ist  für  positive  Werthe  von  «^  ^r^,  5^  =  5, 
das  entgegengesetzte  Zeichen  beizulegen  wie  der  Quadratwurzel 
^B{s)  =  V^(l— Cs'+s*),  an  die  Stelle  von  a:,  y,  ^  ist  aj^t,  y^i,  jer^t 
zu  setzen,  und  die  Constante  r^  ist  der  Bedingung  gemäss  zu  be- 
stimmen, dass  der  Abstand  der  beiden  Dreiecke  zu  der  Seite  der- 
selben ein  gegebenes  innerhalb  der  durch  die  Möglichkeit  dieser  Con- 
stantenbestimmung  bedingten  Grenzen  liegendes  Verhältniss  hat. 

Die  Gleichung  der  Fläche  ist  rational  in  Bezug  auf  elliptische 
Functionen  der  Coordinaten  x,  —  ^aj  +  ^^äy,  z. 

Dem  Einheitskreise  entspricht  eine  ebene  Krümmungslinie,  deren 
Ebene  eine  Symmetrie-Ebene  der  Fläche  ist. 

Werden  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  B{s)  =  0  gewählt  die 
Werthe 

0,    -roi    -^«»    -^«',    -v    "■  r"^»    "^'7^'»    "^^    (Fig.40.) 

'  0  '  0  '  0 

Fig.  40. 


und  wird  für  positive  Werthe  von  s  und  5,  der  Quadratwurzel  V^(^i) 
der  entgegengesetzte  Werth  beigelegt  wie  der  Quadratwurzel  ^Ii(s)  = 
^s{l+C^+s^)y   SO   entspricht  dem  Kreissector  s  =  re^,  0<r<l, 
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0<qp<|Ä,  ein  von  fünf  geraden  Linien  begrenztes  Minimalflächen- 
stück.     Eine  Gruppe  von  sechs  solchen  Fünfseiten  zeigt  Figur  41. 

Lässt  man  r^  gleich  1  werden,  so  erhält  die  Fläche  in  beiden 
FäUen  eine  in  Bezug  auf  Exponentialfunctionen  der  Coordinaten  ra- 
tionale Gleichung. 

Um  von  der  Gestalt  eines  Theiles  dieser  Flächen  eine  anschau- 
liche Vorstellung  zu  gewinnen,  denke  man  sich  in  denjenigen  Seifen- 
blasenfiächen ,    welche    den    in    den   Figuren  41  und  42   abgebildeten 


Fig.  41. 


Fig.  42.  (Fig.  86.  auf  8.  104.) 


Drahtgestellen  entsprechen,  die  in  diesen  Figuren  mit  a  bezeichneten 
Seiten  in  das  Unendliche  versetzt. 


Die  Resultate   der  obigen  Betrachtungen   kurz   zusammenfassend 
können  wir  also  folgende  Sätze  aussprechen. 

I.  Es  gibt  .eine  grössere  Anzahl  von  Minimalflächen ,  für  welche 
die  Function  ^($)  in  den  Formeln  (D)  des  Herrn  Weier- 
strass  pifonatsberichte  1866  S.  619]  gleich  ist  dem  reciproken 
Werthe  der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  achten 
Grades  von  ä,  und  welche  die  doppelte  Eigenschaft  haben, 
erstens,  dass  die  Gleichung  derselben  durch  elliptische  Func- 
tionen, deren  Argumente  lineare  Functionen  der  Coordinaten 
sind,  rational  ausdrfickbar  ist,   zweitens,    dass  es  möglich  ist, 
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auf  diesen  Flächen  durch  gerade  Linien  endliche  Stücke  der 

Fläche  abzugrenzen. 

Die  einfachsten  Begrenzungen,  welche  man  wählen  kann,  hängen 

zumeist  auf  einfache  Weise  mit  den  Kanten  eines  rechtwinkligen 

Parallelepipedons  oder  eines  geraden  regelmässigen  dreiseitigen 

Prismas  zusammen. 

Durch  vier  geradlinige  Strecken   läsat  sich  aher  nnter  allen 

diesen  Flächen  nur  auf  den  beiden  speciellen  in  der  genannten 

Abhandlung  näher    betrachteten  Minimalflächen    ein  endliches 

Stück  der  Fläche  vollständig  begrenzen. 


Endlich  sei  es  gestattet,  auf  fünf  Polyederoberflächen  hinzuweisen 
{Fig.  43,  44,  45,  46,  47.),  welche  durch  die  Lage  ihrer  acht  Ecken  von 


'?■ 


der  symmetrischen  Vertheilung  derjenigen  acht  Werthe  von  s,  für 
welche  die  obige  ganze  Function  achten  Grades  gleich  Null  wird,  ein 
anschauliches  Bild  gewähren.^') 
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A nh  an  g 

enthaltend 

Anmerkungen  und  Zusätze. 

Zu  der  Zeit,  als  die  Abhandlung:  ;,Bestimmung  einer  spe- 
ciellen Minimalfläche '^  verfasst  wurde,  und  bis  zu  dem  Tage  der  Ein- 
sendung derselben  an  die  Königliche  Akademie  (28.  Februar  1867) 
war  die  im  13ten  Bande  der  Abhandlungen  der  Königlichen  Gresell- 
schaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  in  einer  Bearbeitung  des 
Herrn  K.  Hattendorff  veröffentlichte,  vom  6.  Januar  1867  datirte 
Abhandlung  Riemann's:  „lieber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt 
bei  gegebener  Begrenzung"  dem  Verfasser  noch  nicht  zugänglich  und 
hatte  derselbe  auch  von  dem  Inhalte  dieser  Abhandlung  zu  jener  Zeit 
noch  keine  Kenntniss. 

Im  Artikel  18  dieser  Abhandlung  wird  dieselbe  Minimalfläche  be- 
trachtet, deren  geometrische  Eigenschaften  bereits  in  einer  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  Jahrgang  1865  S.  149 — 153,  *) 
enthaltenen  Mittheilung  erörtert  sind  und  deren  genauere  Untersuchung 
die  Bauptaufgabe  der  vorliegenden  Schrift  bildet. 

Unter  Bezugnahme  auf  die  erwähnte  MittheUung  aus  dem  Jahre 
1865  ergeben  sich  die  auf  S.  32  angegebenen  Ausdrücke  für  die  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  zu  betrachtenden  speciellen  Mi- 
nimalfläche unmittelbar  aus  den  von  Herrn  Weierstrass  in  den 
Monatsberichten  de«  Berliner  Akademie ,  Jahrgang  1866  S.  619 ,  ge- 
gebenen Formeln  (D),  wenn  die]^in  diesen  Formeln  mit  5(^)  bezeich- 
nete Function  durch  die  Gleichung 

3f(s)  = 


bestimmt  wird.     (Vergl.  auch  Monatsberichte  der  Beriiner  Akademie, 
Jahrgang  1867  S.  511  u.  512.) 


*)  Siehe  S.  1 — 6  dieses  Bandps. 
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Dieser  Weg  ist  jedoch  in  der  der  Königliclien  Akademie  vorge- 
legten Abhandlung  nicht  eingeschlagen  worden ,  vielmehr  sind  alle  in 
derselben  enthaltenen  Entwickelungen  von  dem  jener  Mittheilung  zu 
Grunde  liegenden  Gedankengange  völlig  unabhängig  durchgeführt. 

Es  folgen  nun  hier  einige  Anmerkungen  und  Zusätze,  welche  sich 
auf  einzelne  Stellen  theils  der  Hauptabhandlung,  theils  des  Nachtrages 
zu  derselben  beziehen. 

Zu  8.  8. 
*)  Diese  Annahme  wird  durch  den  Satz  auf  S.  24  nachträglich 
gerechtfertigt.  Zu  folgendem  Schlüsse  hingegen:  „Durch  die  Sym- 
metrie-Ebene der  Begrenzungslinie  wird  auch  die  Minimalfläche  in 
zwei  symmetrische  Hälften  getheilt,  da  die  beiden  Theile  wieder  Mi- 
nimalflächen mit  symmetrischen  Begrenzungen  sind  und  zu  jeder  Be- 
grenzung nur  eine  Minimalfläche  gehört"  —  (vergl.  j,Ueber  die  Mi- 
nimalfläche ,  deren  Begrenzung  von  einem  doppeltgleichschenkligen 
räumlichen  Viereck  gebildet  wird**.  Eine  von  der  philosophischen 
Fakultät  der  Georgia  Äugusta  am  4.  Jiini  1867  gekrönte  Preisschrift. 
Von  Arthur  Schondorff.  Göttingen  1868.  S.  8)  —  ist  zu  be- 
merken, dass  die  Behauptung  „zu  jeder  Begrenzung  gehört  nur  eine 
Minimalfläche"  nicht  allgemein  richtig  ist.  (Vergl.  Sitzungsberichte 
der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  1869.  S.  12.)  —  Die  ge- 
nannte Preisschrift  des  Herrn  Schondorff  beschäftigt  sich  unter 
Bemitzung  der  Resultate  Rie mann' s  mit  der  Lösung  derselben  Auf- 
gabe, welche  auch  in  einem  Theile  der  vorliegenden  Abhandlung 
(S.  8 — 25)  Gegenstand  der  Untersuchung  ist. 

Zu  S.  12. 

*)  Eine  weitere  Ausführung  dieses  Schlusses  enthält  der  Aufsatz 
des  Verfassers:  ;, lieber  einige  Abbildungsaufgaben^.  Borchardt's 
Journal  Bd.  70.  S.  106  u.  107.  *) 

Zu  S,  13. 
•)  Vergl.  in  dem  in  der  Anmerkung  *)  erwähnten  Aufsatze  S.  116 
und  die  Berichtigung  zu  dieser  Stelle:   Borchardt's  Journal  Bd.  71. 
S.  IV. 

Zu  S.  14. 
*)  Aehnliche  Formeln  hat  Herr  Enneper  gegeben:   Schlömilch's 
Zeitschrift  1864.  Bd.  9.  S.  107. 


*)  Abgedruckt  im  zweiten  Bande  der  vorliegenden  Ausgabe. 
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Zu  S.  16. 

*)  Es  gilt  überhaupt  der  Satz:  Jede  auf  einem  Stücke 
einer  Minimalfläche  liegende  Gerade  ist  eine  Symme- 
trieaxe  der  Minimalfläche,  welche  durch  analytische 
Fortsetzung  dieses  Stückes  entsteht.  Der  Beweis  dieses 
Satzes  kann  mit  Hülfe  der  Schlussweise  geführt  werden,  auf  welche 
in  Anmerkung  ')  hingewiesen  ist. 

Zu  S.  19. 

^  Vergl.  Artikel  8  der  oben  erwähnten  Abhandlung  Riemann's. 

Zu  S.  19. 

')  Die  auf  S.  18  und  hier  gemachten  Annahmen  und  Voraus- 
setzungen werden  durch  den  Satz  auf  S.  24  nachträglich  gerechtfertigt. 
Es  kann  übrigens  auch  von  vornherein  bewiesen  werden,  dass  eine 
Minimalfläehe  unter  gewissen  Voraussetzungen  in  der  Nähe  einer  von 
zwei  geradlinigen  Strecken  gebildeten  Ecke  keine  andere  Beschaffen- 
heit haben  kann  als  eine  solche ,  welche  durch  Entwickelungen  von 
der  angegebenen  Form  analytisch  ausgedrückt  wird,  sowie,  dass  die 
für  die  Functionen  0{%i)  und  F{u)  angegebenen  Bestimmungen  nicht 
nur  die  einfachsten,  sondern  zugleich  die  einzigen  sind,  welche  im 
vorliegenden  Falle  mit  den  anderweitigen  Forderungen  der  Aufgabe 
sich  im  Einklänge  befinden.  Hiermit  hängt  auch  der  Beweis  des 
Satzes  zusammen,  dass  durch  ein  von  vier  geradenStrecken 
gebildetes  räumliches  Vierseit  nur  eine  einzige  Mini- 
malfläche  gelegt  werden  kann,  welche  von  demselben 
vollständig  begrenzt  wird  und  in  ihrem  Innern  von 
singulären  Stellen  frei  ist. 

Auf  die  Beweise  dieser  Sätze ,  welche  auch  zu  dem  von  Herrn 
Weierstrass  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  Jahr- 
gang 1866  S.  856  veröffentlichten  Satze  führen,  gedenke  ich  bei 
einer  andern  Gelegenheit  zurückzukommen. 

Zu  S.  23, 

*)  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  diese  Entwickelung 
für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Einheit  nicht  überschreiten- 
den Werthe  von  v  unbedingt  convergent  und  stellt  für  diese  Werthe 
von  V  einen  Zweig  der  Function  s  analytisch  dar.  Der  Beweis  der 
Convergenz  kann  mittelst  derselben  Schlussweise  geführt  werden, 
welche  Herr  Weierstrass  zum  Beweise  des  im  Blten  Bande  des 
Crelle-Borchardt' sehen  Journals  auf  den  Seiten  43  und  44  angegebenen 
Lehrsatzes  in  seinen  Vorlesungen  anzuwenden  pflegt. 


L 
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Es  ist  (vergl.  S.  20) 

=  2(l~*;)n  +  a,(2-a,~2a,-a3)  + 

+  i(«i+0(-«i+2a8+as)+(«i+2a,-a,). 

Also  ist  -4,  für  jeden  positiven  Werth  von  w,  w  =  0  einschliesslich, 
positiv  (s,  S.  23). 
Setzt  man  nnn 

log-j-  =  — +  a,v+a^v*+a^v^+'"  =  r, 


dv      ^  dv  V 

so  erhält  man  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 


allgemein:  es  sind  die  gesuchten  Coefficienten  a  ganze  Functionen 
der  gegebenen  Coefficienten  A  mit  positiven  Zahlencoefficienten ; 
sie  sind  demnach  eindeutig  bestimmt  und  haben  sämmtlich  positive 
Werthe.  Es  handelt  sich  nun  darum,  nachzuweisen,  dass  die  so  für 
die  Grösse  r  erhaltene  Reihe  convergirt,  wenn  t?*  <:  1  ist. 
Man  setze  zur  Vergleichung 


«•# 


=  — ^ +2-^^j — 4-  = ^-  +  a[v  +  ay+ay+-" 

V  1—«;*  V  1  «  8 


so  Ist  al=  2(1— tf)  und 
df 


•*  _A,.*.  _    1-d!    ,  2(1-6*)       2il-S)il-d-S,)  _ 


=  ig^'  +A',  +  Ay+  A^  v*+  •  ■'•  +  A:v^+  ■■■; 

also  ist 

AI  =  2(l-*')w  +  4-4<J-2*,+  2**,; 

Al^A^  =  2((JJ-.*')n  +  i{[(2-(JJ«-.dJ]  +  4[(JI  +  (J,*-2*l}. 

Nun  ist  [(2~*,V-*J]  positiv,   weil  2-*,>l,   *3<:1  und  ö  kann  so 
klein  angenommen  werden,    dass  dj  +  djtf  — 2tf  positiv  ist,  wozu  bloss 
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notUg  ist  *  <:  ^   '      zu  nehmen.    Dann  ist  Ä^  beständig  grosser  als 

A^  und  daher  auch  al  für  jeden  '^erth  von  n  grosser  als  a^ ;  d.  h.  es 
ist   a,  <:2(1— tf)   und    die  für  r  gefundene  Reihe   convergirt,   wenn 

»*<!.    Hieraus  ergibt  sich,   dass  die  Grösse  -^  eine  Entwickelung 

von   der  Form   C-*,r*i"'(l+6,t7'+6,t?*H )   besitzt,  in  welcher  die 

Coefficienten  6, ,  6,  •  •  •  sämmtlich  positiv  und  beziehlich  kleiner  sind 
als  die  entsprechenden  Coefficienten  in  der  Entwickelung  von 

ds  ds^ 

Xhirch  Integration  der  beiden  Reihen  für  -=—  und  -=—  ergibt  sich, 

dass  die  Grlieder  der  Reihe  für  s  sämmtlich  beziehlich  kleinere  Coeffi- 
cienten haben  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe  für  s*.  Da 
mm  die  Reihe  für  s*  einschliesslich  für  v  =  +1  unbedingt  convergirt, 
so  convergirt  auch  die  Reihe  für  s  einschliesslich  für  diesen  Werth. 

Zu  S.  27. 
^  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  dem  in  der  Anmerkung  ^  an- 
gegebenen  ganz   analog.    Die  Coefficienten  c'   sind  beziehlich  kleiner 
aJs  die  entsprechenden  Coefficienten  der  Entwickelung  von 

'«    Cdu 


I 


v/r=i?' 


Zu  S.  31. 

*•)  Denn  für  jeden  im  Innern  des  durch  die  Punkte  m  ==  ±1, 
«  =  ±i  gelegten  Kreises  besitzt  die  Function  %{s')  als  Function  der 
Variablen  u  den  Charakter  einer  ganzen  Function,  und  nimmt,  da  sie 
eine  rationale  Function  von  <J*  mit  reellen  Zahlencoefficienten  ist,  auf 
der  Peripherie  dieses  Kreises  nur  reelle  Werthe  an.  Es  ist  daher 
möglich,  den  Bereich  des  Argumentes  u  über  das  Innere  des  erwähnten 
Kreises  hinaus  auf  das  Aeussere  desselben  auszudehnen  und  zwar 
so,  dass  je  zwei  Werthen  von  «,  «'  =  Q'B^,  u"  =  (f^^e^  conjugirte 
Werthe  der  Function  entsprechen. 

Zu  8.  35. 

")  Das  Bestehen  oder  Nichtbestehen  einer  solchen  Gleichung  gibt 
fiberhaupt  die  Entscheidung  über  die  Möglichkeit  oder  Nichtmöglich- 
keit,  die  von  der  Quadratwurzel  aus  R{x)  abhängenden  hyperellipti- 
schen Integrale  durch  eine  Substitution  zweiten  Grades  auf  elliptische 

Bekwftri,  OflMOUMlte  Abhudlimgeii.  I.  8 


¥■■- 
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zurückzufiilireii.     S.  eine  Abhandlang  des  Herrn  Königsberger  in 

Borchardt's  Journal  Bd.  67.  S.  72,  73  u.  77. 

Zu  S.  49. 
**)  JDie   conforme  Abbildung  der  Ebene  der  complexen  Grösse  s 

durch  die  Integralfunction  /    2s%(s)ds  zeigt  Fig.  48,  in  welcher  auch 
diejenigen  Linien,  welche  den  in  Fig.  49  dargestellten  Kreisbogen  ent- 

Fiff.  48. 
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sprechen  y  ersichtlicli  sind.  Das  anf  geradem  Wege  von  0  bis 
{\ß-l)\ß  erstreckte  hdegrol  f2s%(s)d8  hat  den  Werth  ».0,1615-.., 
alle  Punkte  mm  +  no',  wo  m  und  n  ganze  positive  oder  negative 
Zahlen  bedeuten,  sind  Windungspunkte  erster  Ordnung  für  die  die 
Werthe  des  Integrales  geometrisch  darstellende  Fläche.  Aus  den  auf 
den  Seiten  36  und  37  angegebenen  Beziehungen  ergibt  sich,  dass  die 
durch  die  Integrale 

f>J—i(i^is^)^(s)d8    und    /Vi(l+i5*)gf(s)cb 

0  0 

vermittelten  conformen  Abbildungen  der  Ebene  der  complexen  Grosse 
8  ebenfalls  durch  die  Figur  48  dargestellt  werden  können,  wobei  dann 
aber  das  punktweise  Entsprechen  zwischen  den  Figuren  48  und  49 
natürlich  ein  anderes  ist.    Siehe  Fig.  50. 

Die  Figuren  61  a  6  c  zeigen  die  conformen  Abbildungen  des  achten 

ng.  fio. 


Fif  61a. 


Fig.  61 6. 


Flf .  61  e. 


r 


-i' 


Theües  des  Ereisbogenvierecks  ab  cd  in  Fig.  5  S.  27  durch  die  drei 
Integrale 

/2*gf(»)(fa,  f\r^i(i-is')%is)ä8,  /Vi" (!+»»•) 5 (s)(fo. 

^  0  0 

Hierbei  ergibt  sich,  dass  die  Summe  dieser  drei  (in  den  Figuren 
schraffirten)  Flächenräume  genau  gleich  ist  der  Fläche  eines  Recht- 
eckes, dessen  Seiten  ^  CD  und  —  ^lo't  sind.  Von  diesem  Ergebniss  wird 
in  der  Anmerkung  '')  Anwendung  gemacht. 

8* 
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Zu  S.  49. 

'*)  Die  nahe  Ueberemstimmung  der  äusseren  Grestalt  beider 
Flächenstücke  zeigt  sich  auch  bei  der  Vergleichung  des  Flächeninhalts 
derselben,  dessen  Bestimmung,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  sowohl 
für  das  betrachtete  Stück  Jf '  des  hyperbolischen  Faraboloides  als 
auch  für  das  von  demselben  Vierseit  begrenzte  Stück  M  der  Minimal- 
fläche wirklich  ausführbar  ist.  Hierbei  ergibt  sich  (vgl.  den  Inhalt 
der  Anmerkung  *^),  dass  der  Flächeninhalt  von  M'  in  der  That  grösser 
ist  als  der  Flächeninhalt  von  M^  ein  Resultat,  welches  freilich  vorher 
zu  erwarten  war,  —  dass  indessen  der  Unterschied  beider  sehr  ge- 
ring ist,  da  derselbe  nur  etwa  ^  des  Flächeninhalts  von  M  beträgt.  — 
In  der  erwähnten  Anmerkung  sind  beide  Flächenstücke  auch  noch  in 
einer  andern  Hinsicht  mit  einander  verglichen. 

Zu  8.  58. 

^*)  Die  Bestimmung  eines  vollständigen  Systemes  zusammenge- 
höriger Perioden  für  die  drei  Coordinaten  x,  y ,  e  lässt  sich  dadurch 
sehr  erheblich  abkürzen,  dass  die  2q  +  1  =  7fach  zusammenhängende 
Rie  mann  sehe  Fläche,  welche  die  Verzweigung  der  Quadratwurzel 
Vi  — 14s*+s®  geometrisch  darstellt,  durch  2^  =  6  Querschnitte  in 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerschnitten  wird  und  die 
Periodicitätsmoduln  an  diesen  Querschnitten  aufgesucht  werden.  Es 
mögen  die  Querschnitte  a„  6^ ;  a„  6, ;  a^,  h^  sowie  die  dieselben  verbin- 
denden Schnittlinien  c  so   gewählt  werden ,   wie  es  Figur  52  angibt. 

Fig.  62. 


Dann  ergeben  sich  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrales 


/ 


%sds 


=  /2s2f(s)ds 
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an  den  Qaerachnitten     a,    a^    a,      6,        &,        &, 

beziehlich  gleict  0     0    4o»    —2<o  —2ta  +2©'. 

Nun  gehen  beim  Uebergange  von  s  in  s'  und  s"  die  Indices  12  3 

cycEsch   über  in  2  3  1  und  3  1  2,    es   ergibt  sieb  daher   folgendes 

System 


». 

«. 

». 

6, 

6, 

S. 

X 

4») 

0 

0 

+  2m' 

-2«, 

-2», 

> 

0 

4a> 

0 

-So 

+  2<.' 

-2o 

B 

0 

0 

4<» 

-2i» 

-2a> 

+2« 

Dasselbe  System  ergibt  sich  für  die  auf  die  Variable  s,  sich  bezie- 
henden Integrale ,  nur  sind  bezüglich  der  Querschnitte  a, ,  a, ,  fr, ,  \ 
die  Indices  1  und  2  mit  einander  zu  vertauschen;  hingegen  ergibt 
sich  genau  dasselbe  System,  wenn  statt  der  Variablen  s,  eine  andere 
compleze  Variable  s'  eiDgeiiihrt  wird,  die  mit  derselben  durch  die 
Gleichung  s,  ■  5'  =  —  1  verbunden  ist.  Vergl.  die  Mittheilung  des  Herrn 
Weierstrasa  in  den  Monatsberichten  1867  S.  511—518. 

Die  durch  das  Integral  J2s^{s)ds  vermittelte  couforme  Abbil- 
dung der  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  ver- 
wandelten Riemaunschen  Fläche,  welche  die  Verzweigung  von  ^(s) 
darstellt,  zeigt  Fig.  53.    Hierbei  ist  zu  bemerken,  dasa  die  zu  diesem 

Hg.  GS. 


Zwecke  getroffene  Wahl  des  Querschnittnetzes  ans  Fig.  52  entnommen 
werden  kann,  wenn  man  sich  in  dieser  Figur  folgende  Veränderungen 
vorgenommen  denkt.  Den  Querschnitt  a,  lasse  man  in  eine  gerade 
Linie,  die  Querschnitte  a,  und  a,  in  die  betreffenden  Kreisbogen  über- 
gehen ;  zu  den  Querschnitten  6,  und  b,  wähle  man  die  durch  den  Null- 
punkt gehenden  die  Äxe  des  Keellen  unter  45°  schneidenden  Greraden, 
zu  dem  Querschnitte  &,  den  Eiuheitskreis,  und  lasse  endlich  auch  die 
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Schnittlinie  c,  auf  den  Einheitskreis  rücken.  Die  Theile  der  Ebene 
des  Integrals,  welche  in  der  Figur  53  schraffirt  sind,  entsprechen  dem 
oberen,  die  nicht  schraffirten  dem  unteren  Blatte  der  Riemann- 
schen  Fläche.  Yergl.  B  i  e  m  a  n  n :  Theorie  der  Abel  sehen  Functionen. 
Borchardt's  Journal  Bd.  54.  S.  143. 

Zu  8.  76. 
**)  Einer  Mittheilung  von  befreundeter  Seite  verdanke  ich  fol- 
gende genauere  Formulirung  dieses  Satzes:  ;,"Werden  den  Grössen 
A,  fft,  V  nur  reelle  Werthe  beigelegt  und  wird  zugleich  die  Veränder- 
liche t  der  Bedingung  unterworfen,  bei  der  Integration  nur  reelle 
Werthe  zu  durchlaufen,  wobei  derselben  jedoch  der  Uebergang  vom 
Negativen  zum  Positiven  durch  den  Unendlichkeitspunkt  in  der  einen 
und  in  der  andern  Richtung  gestattet  ist,  so  stellen  die  angegebenen 
Gleichungen  alle  reellen  Punkte  der  Fläche  dar.* 

Zu  8.  82. 
^^  Man  vergleiche  die  „Notiz  über  die  algebraischen  Minimums- 
flächen*  von  Herrn  Geiser,   Mathematische  Annalen   von   Clebscli 
und  Neumann  Band  3.  S.  530—534.  (1871.) 

Zu  8.  86. 
^^  Hinsichtlich  der  elliptischen  Function  pu  vergleiche  man: 
W.   Biermann:    Pröblemata   quaedam  mechanica  funcHonum 

elUpticarum  ope  soluta.    Diss.  inaug.    Berlin  1865. 
H.  F.  Müller:    De   transformatione   funcHonum   eUipticarum. 

Diss.  inaug.    Berlin  1867. 
C.  Schwering:   De   linea  brevissima  in   eUiptica  paräbolaide 

Sita.    Diss.  inaug.    Berlin  1869. 
L.  Kiepert:  De  curvis quarum  arcus integralibus  ellipticis  primi 
generis  exprimuntur,    Diss.  inaug.    Berlin  1870. 

Zu  8.  88. 
*®)  Nach  bekannten  Formeln  über  Transformation  zweiter   Ord- 
nung (siehe  H  e  r  m  i  t  e :  8ur  la  theorie  des  fonctions  eUiptiques.    Comptes 
rendus  1863,  Tome  LVII.  p.  617)  ist 

[,^     ,v        2\JJc']         (1-|-A;)sinamic 

[/H  .  7\       2^*1         cosamo;- Aamo? 

cosam  (l-h*)«,   ^  ;  ,     =     .  .  ,   .  , 

L^        "^        1+ifcJ  1+Äsm'ama; 

I  j.         f/i  .  7\        2^*1  1       cosamo;- Aama? 

also         cotgam  (1+Ä;)a:,  -r-fir    =  ttt '- • 

"^       V'        ^    '    1+kJ         1+k  sin  am  a; 

Wird  hierin  ä;  »=  ^  gesetzt,  so  erhält  man  die  Formel  im  Text. 
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Zu  S.  88. 
*^  Diese  für  numerische  Rechnnngen  sehr  brauchbare  Formel  für 
den  Werth  des  Jacobischen  q 

A  =  (g)  =  iA  +  2(JA)»+lB(JA)>+160aA)"+... 

l--\/i' 

wenn  A  die  Grösse  --7=r  bezeichnet,   hat  Herr  Weierstrass   in 

1+V^ 

seinen  Vorlesungen  seit  1862  mitgetheilt.  Man  findet  dieselbe  auch 
in  dem  Werke  des  Herrn  Schellbach:  Die  Lehre  von  den  ellipti- 
schen Integralen  und  Theta- Functionen.     Berlin.   1864.  S.  60. 

Zu  Ä  90. 

**)  Nach  einem  Satze  des  Herrn  Ossian  Bonnet  gibt  es  zu 
jeder  Minimalfläche  eine  andere,  welche  eine  Biegungsfläche  derselben 
ist,  während  gleichzeitig  den  Krümmungslinien  der  einen  Fläche  die 
Asymptotenlinien  der  andern  entsprechen  und  umgekehrt.  In  einer 
solchen  Beziehung  stehen  die  beiden  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
betrachteten  speciellen  Minimalflächen  zu  einander.  Der  Uebergang 
von  den  Coordinaten  x,  y,  z  za  den  Coordinaten  x^f  y^j  z^  kann  auch 
dadurch  geschehen,  dass  an  die  Stelle  von  %{s)  in  den  Formeln  des 
Herrn  Weierstrass  (Monatsberichte  1866  S.  619)  —i%{s)  gesetzt 
wird.  Diese  Substitution  ist  ein  specieller  FaU  derjenigen,  bei  welcher 
c~*f5(«)  an  die  Stelle  von  %{8)  tritt.  Es  ergibt  sich  hierbei  eine  zweite 
Minimalfläche,  welche  eine  Biegungsfläche  der  ersten  ist,  da  bei  dieser 
Substitution  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  Fläche  ungeän- 
dert  bleibt. 

Beide  Flächen  haben  in  entsprechenden  Funkten  parallele  Nor- 
malen, Die  den  früheren  Krümmungslinien  entsprechenden  Curven 
sind  isogonale  Trajectorien  der  neuen  Krümmungslinien  und  zwar 
schneiden  sich  die  Curven  unter  dem  Winkel  \a.  Die  reelle  Grrösse 
a  kann  als  ein  variabler  Parameter  aufgefasst  werden:  Es  ist  da- 
her möglich,  mit  Ausnahme  der  Ebene,  jede  Minimal- 
fläche auf  stetige  Weise  so  zu  biegen,  dass  sie  während 
der  Biegung  Minimalfläche  bleibt,  und  zwar  beschreibt 
jeder  Punkt  während  der  Biegung  eine  Ellipse,  wenn 
ein  Punkt  der  Fläche  festgehalten  wird.  Dieser  festgehal- 
tene Punkt  ist  der  Mittelpunkt  aller  von  den  verschiedenen  Punkten 
wahrend  der  Biegung  beschriebenen  Ellipsen.  Man  kann  auch  zeigen, 
dass  diese  Biegung  der  Minimalflächen  die   einzige  ist,  bei  welcher 
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dieselben  Miminalflachen  bleiben.  Ghite  Dienste  leistet  bei  der  Be- 
tracbtong  dieser  Biegungen  diejenige  conforme  AbUdong  der  Minimal- 
flachen  auf  eine  Ebene,  bei  welcher  den  Erümmungslinien  zwei  Sy- 
steme orthogonal  sich  schneidender  FaralleUinien  entsprechen.  Den 
Satz,  dass  auf  einer  Minimalfläche  die  beiden  Schaaren  Erümmungs- 
linien ein  zweifaches  System  isometrischer  Linien  bilden,  verdankt 
man  ebenfalls  Herrn  Ossian  Bonn  et. 

Es  ist  auch  möglich,  aus  einer  Minimalfläche  und  einer  einzigen 
solchen  Biegung  derselben,  welche,  ohne  derselben  congruent  oder 
symmetrisch  zu  sein,  wieder  eine  Minimalfläche  ist,  durch  eine  ein- 
fache geometrische  Construction  alle  anderen  Biegungsflächen  zusam- 
menzusetzen, welche  wieder  Minimalflächen  sind. 

Es  folgt  hier  eine  kurze  Angabe  der  bezüglichen  Literatur. 
E.  Beltrami:   Stdle  proprietä  generali  delU  superßcie  d'  area 
minima.    Mem.  delV  Aecademia  ddle  Scienee  delV  Istituto  dt 
Bologna.    Serie  2.  Tom.  VII.  1868. 
0.  Bonnet:    Comptes  rendus  1853.    Tome  XXXVH.   p.  532; 
Liouvittej  Journal  de  mathematiques,  Deuxieme  Serie,  Tome  V. 
1860,   p.  174,  227,  228;    Journal   de   V£cole  pdyteehnique, 
Cahier  42.  (1860).  1867.  p.  7—16. 
E.  Bour:   Journal  de  Vikok  poUftechnique ,   Cahier  39,  1862, 

p.  97,  114. 
E.  Catalan:    CJomptes  rendt^s    1855.    Tome  XTJ.    p.  1019; 

Journal  de  VJ^le  polytechnigue^  Cahier  37,  1858,  p.  130. 
E.  B.   Christoffel:    Borchardt's    Journal,  Bd.  67  S.  218. 

1867. 
A.  Enneper:   Schlömilch's  Zeitschrift,    Bd.  9  S.  107.  1864; 
Nachrichten  von  der  Königl.  Gresellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Göttingen  1871.  No.  1.  S.  14—23. 
K.  Petersen:  lieber  Curven  und  Flächen.  (Moskau.  A.  L  an  g.) 
Leipzig  1868.    F.  Wagner.    (Deutsche  Bearbeitung  einiger 
vorher  in  russischer  Sprache  veröffentlichten  Abhandlungen.) 
S.  66  und  72. 
J.  Weingarten:  Borchardt's  Journal,  Bd.  62.  S.  164.  1862. 

Zu  8.  91. 
^^)  Zusatz.    Die  oben  erwähnte  Abhandlung  Biemann's  „üeber 
die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begrenzung^  enthält 
in  den  Artikeln  6  und  7   einen   sehr  interessanten  Satz  über  die  Be- 
stimmung des  Flächeninhalts  eines  beliebigen  Theiles  einer  Minimalfläche. 
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Die  Gleichungen 

rc=X  +  Z',    y  =  Y+T,    0  ^  Z+Z\ 

in  denen  X,  Y,  Z  Functionen  einer  complexen  Variablen  bezeichnen, 
fSr  welche  dX^+dY*+dZ*  identisch  den  Werth  Null  hat,  und  in  denen 
Z',  F',  Z'  die  zu  X,  F,  Z  conjugirten  Grössen  bezeichnen,  stellen 
eine  Minimalfläche  dar.    (Vergl.  Monatsberichte  1866  S.  614 : 

■  f{u)  =  2X,    g{u)  =  2r,    h(u)  =  2Z.) 

Die  Functionen  X,  Y,  Z  vermitteln  drei  conforme  Abbildungen  dieser 
Fläche.    Nun  ergibt  sich  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  Fläche 

dx'+dy'+de^  =  2{dX'dX'+dY'dT+dZ'dZ'), 

dasselbe  ist  also  doppelt  so  gross  als  die  Summe  der  Quadrate  der 
entsprechenden  Linienelemente  in  den  Ebenen  der  drei  Grössen 
Z,  F,  Z.  „DdL  die  Linearvergrösserung  bei  der  Abbildung  in  irgend 
einem  Punkte  nach  allen  Richtungen  dieselbe  ist,  so  erhält  man  die 
Flächenvergrösserung  gleich  dem  Quadrat  der  Linearvergrösserung^. 
^Daher  ist  auch  das  Flächenelement  in  der  Minimalfläche  gleich  der 
doppelten  Summe  der  entsprechenden  Flächenelemente  in  jenen  Ebenen. 
Dasselbe  gilt  von  der  ganzen  Fläche  und  ihren  Abbildungen  in  den 
Ebenen  der  X,  F,  Z.^ 

Wird  dieser  Riemannsche  Satz  auf  die  untersuchte  Minimal- 
flache angewendet,  indem 

X=f2s^is)ds,    F  =  /\/=^(l-t5')gf(s)cfe,  Z=f\/i(l+is'ms)d8 
0  0  0 

gesetzt  und  die  Variable  s  auf  das  Innere  des  achten  Theües  des 
Bjreisbogenvierecks  ah  cd  beschränkt  wird,  wie  in  der  Anmerkung  *■), 
so  ergibt  sich  als  Summe  der  Flächenräume  in  den  Ebenen  X,  Y,  Z 

—  ^  CD  (O'i. 

Das  Doppelte  hiervon  beträgt  —  Jcdcd'*;  der  dem  Kreisbogenvierecke 
ab  cd  entsprechende  Theil  M  der  Minimalfläche  hat  einen  achtmal  so 
grossen  Lihalt  (~4o>(D't):  Der  Flächeninhalt  von  M  ist  also 
genau  ebensogross  wie  derjenige  eines  Periodenparal- 
lelogramms der  Function  pu. 

Diese  Bestimmung  des  Flächeninhaltes  von  M  gestattet  nun  eine 
Vergleichung  mit  dem  Flächeninhalt  des  zwischen  denselben  Grenzen 
enthaltenen  Theiles  M'  des  hyperbolischen  Paraboloides  0  •  /  =  x''  y\ 
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Der  Flächeninlialt  dieses  Tkeiles  des  Paraboloides  wird  aosgedräckt 
durch  das  Doppelintegral 

=  4m''  1,28079 
dagegen  hat  das  betrachtete  Stück  M  der  Minimal- 
fläche den  Inhalt  -4o'ri  =  4<d'  1,27926 
Der  Unterschied  beträgt  also        4a)* -0,00153 
oder  weniger  als  ^  des  Inhalts  der  verglichenen  ilächentheile. 

Die  Kleinheit  dieses  Unterschiedes  fordert  dazu  auf,  die  Grrösse 
der  Abweichung  des  betrachteten  Stückes  der  Minimalfläche  von  dem 
Paraboloid  auch  noch  in  anderer  Hinsicht  zu  untersuchen.  Zu  diesem 
Zwecke  wurden  in  die  gefundene  Grleichung  der  Minimalfläche  die 
Werthe  x  =  ^(o,  y  =s  ^cd  eingesetzt  und  mit  Hülfe  derselben  wurde 
ein  zugehörender  Werth  —z^  von  e  berechnet.  Bei  der  Substitution 
XU  SS  4a) V  ist  mit  hinreichender  Näherung,  vergl.  S.  88  und  Jacobi, 
Fundamenta  p.  184, 

/  cos  3t;  \ 

(1+2A cos 2t; +  2^008 4t?)    V  "^     '  cost;  / 
l{u)  -  <^o^S^'  (^_2hcos2v  +  2h'co&4vj'  ^^    ^    sin3t;y 

\  sint;  / 

h  =  0,017972387 
logvulgÄ  =  0,26460576-2 
u  =  icD,  t;  =  arc (22^30'); 
logvulgZ(Ja))  =  0,4052541;  logvulgA(;9j  =  0,1666935. 

B[ieraua  hat  sich  ergeben 

v,  =  arc  (34° 56' 20;i)    und    ^,  =  cd- 0,77642. 

Es  sind  also  angenähert 

X  =  |(D,  y  =  1©,  0  =  — o0,77642 

die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Minimalfläche;  bei  dem  Para- 
boloid entspricht  denselben  Werthen  von  x  und  y  der  Werth 
ß  =  —  (D'0,75.  Der   Unterschied   beider  Ordinaten    beträgt   also 

10 '0,02642;   es   beträgt  also  an   dieser  Stelle  der  parallel  der 
ß'Axe  gemessene  Abstand  beider  Flächen  nur  wenig  mehr  als  i^*o. 

Grösser  zeigt  sich  der  Unterschied  in  den  Werthen  der  Haupt- 
krümmungsradien.   Beiden   Flächen   ist   der  Punkt  o?  =:  o,  y  =  a>, 
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j9  =  —  (0  gemeinsam;  der  Hauptkrämmnngsradius  der  Minimalfläche 
in  diesem  Punkte  hat  die  Länge  1  (vergl.  S.  49) ,  derjenige  des  hy- 
perbolischen  Faraboloides  hingegen  hat  in  demselben  Punkte  die  Länge 
m  =  0,863. 

^  Ä  92. 

'*)  J.  Plateau:  Becherches  experimentales  et  theariques  sur  les 
figures  d'equüibre  d'une  masse  liquide  sans  pesanteur.  Septieme  SSrie. 
§.  44.  Memoires  de  VAcadStnie  royale  de  Bdgique,  Tome  XXXVI. 
(1866).    PoggendorflTs  Annalen  Band  CXXX,  S.  275. 

Zu  8.  96. 

^^  Das  in  Fig.  24  (S.  96)  abgebildete  Gestell  ist  auch  von  Herrn 
Plateau  (Becherches  experimentales  etc.  Dixihne  Serie  §.  43.  Me- 
moires de  VAcademie  royale  de  Belgique.  Tome  XXX  Vll.  [1868])  be- 
schrieben und  abgebildet  worden.  Es  darf  jedoch  aus  dem  von  Herrn 
Plateau  beschriebenen  physikalischen  Vorgänge  nicht  geschlossen 
werden,  dass,  wenn  die  Höhe  jenes  quadratischen  Prismas  beträchtlich 
grösser  ist  als  die  Seite  der  Grundfläche,  durch  jenes  Achtseit  mehr 
als  ein  einfach  zusammenhängendes  von  demselben  vollständig  be- 
grenztes, im  Lmem  von  singulären  Stellen  freies  Minimalflächenstuck 
gelegt  werden  kann,  für  welches  die  beiden  Symmetrie -Ebenen  des 
Achtseits  ebenfalls  Symmetrie-Ebenen  sind ;  denn  eine  genauere  Unter- 
suchung fahrt  zu  dem  Resultate,  dass  durch  ein  solches  Achtseit  nur 
ein  einziges  Minimalflächenstuck  gelegt  werden  kann,  welches  die  an- 
gegebenen Eigenschaften  besitzt.  Dieses  Minimalflächenstuck  enthält 
auch  den  Mittelpunkt  des  quadratischen  Prismas.  Die  Nichtüberein- 
stimmung des  Ergebnisses  des  Experimentes  mit  diesem  rein  mathe- 
matischen Satze  ist  dadurch  zu  erklären,  dass  in  dem  angegebenen 
Falle  geringe  Abweichungen  der  Begrenzungslinie  von  der  mathema- 
tisch definirten  Gestalt  sehr  beträchtliche  Aenderungen  der  Gestalt 
des  durch  die  Begrenzung  bestimmten  Minimalflächenstückes  zur  Folge 
haben  können,  während  andererseits  diese  Veränderlichkeit  der  Grenze 
bei  dem  Experimente  ihre  Erklärung  darin  findet,  dass  genau  genom- 
men der  Draht,  aus  welchem  das  Gestell  gebildet  ist,  eine  endliche 
Dicke  hat  und  also  eigentlich  nur  die  röhrenförmige  Oberfläche  der 
am  Drahte  adhärirenden  und  denselben  mantelartig  umgebenden 
Flüssigkeitsschicht  in  Betracht  zu  ziehen  ist. 

Zu  S.  96. 

**)  Scherk:  Acta  soeiäatis  Jabhnovianae.    Vol.  IV.  p.  205.  1832. 
Crelle's  Journal  Bd.  13.  S.  185.     J.  Plateau:    Becherches  experimen" 


L 
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tdles  etc.    Dixieme  Serie:  BesuUats  cbtentM  par  les  geametres,  et  verificoh 
tions  experimentdles.     §.  40. 

Zu  8.  99. 
'^)  Lindelöf  et  Moigno:    Legons  sur  le  calctd  des  variations. 
Paris  1861.  No.  102—105. 

Zu  8.  101. 
'*)  Man  vergleiche  den  Inhalt  der  Anmerkung  ^^).    Setzt  man  in 
den  Formeln   (D)  des  Herrn  Weierstrass    (Monatsberichte  1866 
S.619)  statt  5(5)  2e«'s-"  so  ergibt  sich: 

z   =     2e'^lns  +  2e-'^lns^j 

=      2  cos a'ln(ss^)  +  2i am a  'ln(ss^^), 

Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  durch  Multiplication  und  Division 

x'+y^  =  8cos2a  +  4(s5i+s-'s7*), 


z  +  yi         e'^ss^+e""* 


SS 


,-i 


a?-y<  e"'*ss,+  e'^      '  ' 

femer,  wenn  (!«?)*+ (iy)*  =  r*,  sin«  =  a,  cos«  =  6  gesetzt  wird 

S'8,=  (v^^N^* + s/?^^^y,  s"' s:'  =  (v^^M^ - ^^^^-^)\ 

S8,+  1  =  2(\/P^r^+V/;^36F).VP+^,    ss,+  l    ^   yp+T' 

5.5-1  ^  _   a(ss,^l)  +  ib(ss,+l)    x  +  yi 
'  a{ss,- 1)- ib{ss,+l) '  x-yi' 

iln(s.s:^)^  «-2aTctg(l..^^E)-2arctg^, 

Diese  Fläche,  deren  Grieichung  wie  im  Text  erwähnt  zuerst  von  Herrn 
Scherk  gegeben  worden  ist,  stellt  also  nach  dem  Inhalte  von 
Anmerkung  '®)  die  allgemeine  Biegungsfläche  der  auf  S.  100  erwähnten 
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Sotationsfläclie  der  Kettenlinie  dar,  unter  der  Bedingung,  dass  diese 
Biegungsfläehe  wieder  eine  Minimalfläche  sein  soU. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  Herr  0.  Bonnet  in  seiner  im 
Journal  de  VJ^cole  polytechnique ,  Cahier  42,  1867  abgedruckten  Preis- 
schrift:  Memoire  sur  la  theorie  des  surfaces  applicables  ä  une  surface 
donnee.  (1860)  p.  9—15. 

Auch  in  anderen  der  in  Anmerkung  **^)  citirten  Abhandlungen  der 
Autoren  Bonnet,  Bour,  Catalan  und  Enneper  werden  diese 
Flächen  untersucht. 

Zu  S.  108. 
*')  Diese  Polyederoberflächen  sind  so  beschaffen,  dass  sie  drei 
oder  vier  Symmetrie-Ebenen  besitzen  und  so  gewählt,  dass  die  Summe 
der  in  jeder  Ecke  zusammenstossenden  Kantenwinkel  drei  Rechte  be- 
tragt. Die  conforme  und  eindeutige  Abbildung  der  Kugeloberfläche 
auf  die  Oberfläche  dieser  Polyeder  wird  vermittelt  durch  das  Integral 


/ 


ds 


\im 


Man  vergleiche  hierüber :  Monatsberichte  1865  S.  150  *) ;  1870  S.  791. 
Borchardt's  Journal  Bd.  70  S.  119.  **) 

Die  conforme  Abbildung  der  Kugel  und  also  auch  der  Minimal- 
flache  selbst  auf  die  Oberfläche  des  betreffenden  Polyeders  ist  hierbei 
eine  solche,  dass  den  Elrümmungslinien  der  Minimalflächen  zwei 
Schaaren  von  auf  einander  senkrechten  Geraden  entsprechen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Bestimmung  des  Flächen- 
inhalts von  solchen'  Theilen  der  in  dem  Nachtrage  betrachteten  Mini- 
malfiächen,  welche  von  geradlinigen  Strecken  begrenzt  sind,  nach  dem 
in  der  Anmerkung**)  angeführten  Riemann sehen  Satze  ebenfalls 
auf  die  Bestimmung  der  Perioden  von  elliptischen  Integralen  zurück- 
geführt wird. 

*)  S.  2  dieses  Bandes. 
*^  Die  beiden  letzten  Abhandlungen 

üeber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

+  -ä::r  =  " 


anter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen. 


ond 


üeber  einige  Abbildungsaufgaben. 
sind  abgedruckt  im  zweiten  Bande  der  vorliegenden  Ausgabe. 


Fortgesetzte  Untersuchungen  über  specielle 

Minimalflächen. 


ImJa&aar  1872  Ton  nenn  Kammer  der  Königlichen  Akademie  der  WiMenschftften  ra  Berlin 
mitgetheilt.  M onataberiehte  der  Königlichen  Akademie  der  Wiseensehaften  zn  Berlin ,  Jahrgang 
1872.  Seite  8-27. 

Eine  der  Aufgaben,  welche  Gergonne  bezüglich  der  Bestimmung 
von  Minimalflächen  unter  vorgeschriebenen  Grrenzbedingungen  im  7ten 
Bande  seiner  Annales  de  Mathematiques  (1816)  gestellt  hat,  ist  folgende : 
Couper  un  cube  en  deux  parties,  de  teile  maniöre  que  la  sec- 
tion  vienne  se  terminer  aux  diagonales  inverses  de  deux  faces 
oppos^es,  et  que  Faire  de  cette  section,  termin^e  k  la  surface 
du  cube,  soit  un  minimum? 

Donner,  en  outre,  T^quation  de  la  courbe  suivant  laquelle  la 
surface  coupante  coupe  chacune  des  autres  faces  de  ce  cube? 
In  demselben  Bande  der  Annales  stellt  T^d^nat  in  zwei  Aufsätzen 
eine  Schraubenfläche  als  Lösung  der  angegebenen  Aufgabe  hin,  gleich- 
zeitig äussert  jedoch  bereits  Grergonne  in  verschiedenen  Anmer- 
kungen bezüglich  der  Richtigkeit  dieser  vorgebKchen  Losung  gewich- 
tige Bedenken,  welche  in  der  Behauptung  gipfeln:  Nichts  beweist, 
dass  die  von  T^dänat  gefundene  Minimalfläche  diejenige  ist,  durch 
welche  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  wird. 

Die  T^d^natsche  Lösung  ist  unrichtig,  weil  dieselbe  eine  der 
bei  dieser  Aufgabe  auftretenden  Grrenzbedingungen,  in  deren  Auf- 
stellung sich  a.  a.  0.  eine  Lücke  vorfindet,  unerfüllt  lässt,  indem  die 
von  der  Variation  der  G-renzen  abhängenden  Glieder  der  ersten  Va- 
riation nicht  gleich  Null  sind. 

Biemach  ist  auch  eine  neuerdings  aufgestellte  Behauptung  ^^es 
sei  von  den  Ger  gönne  sehen  Aufgaben  nur   die  einfachste,   die  auf 
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die  Schraub enfläche    fahre ,    von  T^d^nat  gelöst  worden^,    zu  be- 
richtigen. 

Der  Königlichen  Akademie  beehre  ich  mich,  in  dem  vorliegenden 
Aufsatz  eine  Untersuchung  mitzutheilen ,  aus  welcher  unter  anderem 
hervorgeht,  dass  durch  die  angegebene  G- er  gönne  sehe  Aufgabe  zwei 
(zu  einander  symmetrische)  Minimalflächen  bestimmt  werden,  welche 
den  aus  der  Aufgabestellung  sich  ergebenden  analytischen  Bedin- 
gungen genügen  und  welche  zugleich  specielle  Fälle  derjenigen  Mini- 
malflächen sind,  die  in  dem  Nachtrage  zu  meiner  im  Jahre  1867  der 
Königlichen  Akademie  vorgelegten  Abhandlung  ,^Bestimmung  einer 
spedellen  Minimalfläche*'*)  betrachtet  werden. 

1. 

Nach  eineV  von  Gauss  herrührenden  Formel  (Werke  Bd.  V 
S.  65)  besteht  die  Variation  SS,  welche  der  Flächeninhalt  eines  ein- 
fach zusammenhängenden,  von  einer  in  sich  zurückkehrenden  Linie  L 
begrenzten  Flächenstückes  S  bei  einer  Variation  dieses  Flächenstückes 
erfahrt,  im  Allgemeinen  aus  zwei  Theilen.  Während  der  erste  dieser 
beiden  Theile  ein  über  alle  Elemente  von  8  zu  erstreckendes  Doppel- 
integral ist,  dessen  Element  die  mitÜere  Ejümmung  der  ]^läche  an 
der  betreffenden  Stelle  als  Factor  enthält,  ist  der  zweite  Theil  ein 
über  alle  Elemente  der  Begrenzungslinie  L  zu  erstreckendes  einfaches 
Integral. 

Bezeichnet  dL  die  Länge  eines  Elementes  der  Begrenzungslinie 
£,  j7  die  Richtung  der  Tangente  einer  dem  Flächenstücke  S  angehö- 
renden Linie,  welche  von  dem  Elemente  dL  in  das  Innere  von  8  führt 
und  auf  diesem  Elemente  perpendicular  steht,  wobei  die  Richtung  vom 
Bande  aus  nach  innen  als  positiv  angenommen  wird,  bezeichnet  femer 
ie  die  absolute  Grösse  der  Verschiebung  des  Elementes  dL  und 
dp  =  ie'Cos(p,de)  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  Projection  dieser 
Verschiebung  auf  das  Perpendikel  p,  so  ist  der  zweite  Theil  der  Va- 
riation des  Flächeninhalts  des  Stückes  8  das  über  alle  Elemente  dL 
der  Begrenzungslinie  L  zu  erstreckende  Litegral 

—fäp'dL  =  —f  de '  coB  (p ,  Se)  -  dL, 

Soll  die  Fläche  8  die  Eigenschaft  haben,  innerhalb  vorgeschrie- 
bener Grenzen  einen  möglichst  kleinen  Flächeninhalt  zu  besitzen,   so 


*)  Siehe  S.  92—108  dieses  Bandes. 
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muss  die  erste  Variation  dieses  Flächeninhalts  gleich  Null  sein,  wor- 
aus bekanntlich  geschlossen  wird,  dass  die  mittlere  Krümmung  des 
Flächenstückes  überall  den  Werth  Null  haben  muss. 

Ist  nun  die  Begrenzungslinie  L  des  gesuchten  Flächenstückes  S 
in  allen  ihren  Theilen  gegeben,  so  ist  die  Variation  Se  für  alle  Punkte 
derselben  gleich  Null,  also  ist  auch  für  alle  Punkte  der  Begrenzung 
die  Grösse  8p  =  d6-cos(p,de)  gleich  Null,  und  es  liefert  daher  das 
über  die  Begrenzung  von  S  zu  erstreckende  Integral  —fäp-dL  in 
diesem  Falle  keinen  Beitrag  zur  Variation  88.  Wenn  hingegen  die 
Begrenzungslinie  oder  ein  oder  mehrere  Theile  derselben  nicht  selbst 
gegeben  sind,  sondern  an  die  Stelle  derselben  gegebene  Flächeii 
treten,  auf  denen  die  nicht  gegebenen  Theile  der  Begrenzung  L 
liegen  sollen,  beziehungsweise  frei  varüren  können,  während  es  sich 
erst  noch  darum  handelt,  diejenige  G-estalt  der  nicht  gegebenen  TheUe 
der  Begrenzungslinie  zu  ermitteln,  für  welche  die  Fläche  8  einen 
möglichst  kleinen  Flächeninhalt  besitzt,  so  tritt  zu  der  Hauptbedin- 
gung, dass  die  mittlere  Krümmung  in  jedem  Punkte  des  Flächen- 
stückes 8  gleich  Null  sein  soU,  noch  die  Grenzbedingung  hinzu: 
Ueberall,  wo  die  Begrenzungslinie  nicht  selbst  vorgeschrieben  ist, 
sondern  an  deren  Stelle  eine  gegebene  Fläche  F  tritt ,  auf  welcher 
die  Fläche  8  endigen  soll ,  muss  für  den  Fall  des  Minimums  längs 
der  Endigung  der  Factor  cos  (p,  de)  gleich  Null  sein;  mit  andern 
Worten:  es  muss  in  allen  Punkten  des  auf  der  Fläche  F  liegenden 
Theiles  der  Begrenzung  von  8  die  Tangentialebene  von  8  mit  der 
Tangentialebene  von  jF  einen  rechten  Winkel  einschliessen. 

Die  Grenzbedingungen ,  denen  die  Fläche  8  für  den  Fall  des  Mi- 
nimums genügen  muss,  können  also  folgende  Form  erhalten:  Die 
Fläche  8  soll  ;,längs  gegebener  Linien  L  endigen^,  oder  ^gegebene 
Flächen  F  rechtwinklig  treffen^  oder  endlich  ;,längs  gegebener  Linien 
L  endigen  und  gegebene  Flächen  F  rechtwinklig  treffen. '^ 

Zu  denjenigen  Aufgaben,  bei  welchen  die  Grenzbedingungen  die 
zuletzt  angegebene  Form  erhalten,  gehört  auch  die  specielle  im  Ein- 
gange erwähnte  Aufgabe  Gergonne's.  Die  Bedingung  des  ßecht- 
winkligstehens  hat  Gergonne,  als  derselbe  die  Aufgabe  stellte,  wohl 
nicht  gekannt,  vermuthlich  weil  zu  jener  Zeit  das  Rechnen  mit  Doppel- 
integralen, wenn  auch  die  Grenzen  derselben  zu  varüren  sind,  nicht 
hinreichend  entwickelt  war;  es  würde  indessen  nicht  schwer  gewesen 
sein,  für  den  speciellen  Fall  der  Gergonne  sehen  Aufgabe  die  Grenz- 
bedingung   des  Rechtwinkligstehens    auch    ohne    Zuhülfenahme    der 
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Ganssischen  Formel  mit  Hiüfe  der  Formel 


8fS>Jl+p'+q'dxdy  =  -JJ(^  +  ^)sedxdy-fs, 


qdx—pdy 


herzuleiten,  weil  es  bei  dieser  Aufgabe  hinreicht,  nur  solche  Varia^ 
tionen  ins  Auge  zu  fassen,  bei  denen  die  veränderlichen  Theile  der 
Begrenzungslinie  in  denselben  der  ^er-Axe  parallelen  Ebenen  bleiben. 

(Vergl.  Gauss  Werke  Bd.  V  S.  68  Art.  21.) 

Dass  aber  Gergonne  richtig  erkannt  hat,  zu  welcher  Gruppe 
von  Aufgaben  die  in  Rede  stehende  specielle  Aufgabe  gehört,  geht 
daraus  hervor,  dass  derselbe  in  einer  Anmerkung  (Annales  Tome  VII. 
p.  153)  sich  folgendermassen  ausdrückt:  Le  probl^me  g^n^ral,  dont 
celni-ci  est  un  cas  particulier,  serait  le  suivant:  Deux  portions  de 
courbes,  Isoldes  Tune  de  Tautre,  se  terminant  de  part  et  d^autre  k 
deux  surfaces  courbes,  aussi  isolees  l'une  de  Tautre  etant  doimäes; 
faire  passer  par  ces  deux  courbes  une  surface  dont  T^tendue,  com- 
prise  entre  elles  et  les  deux  surfaces  donnees,  soit  la  moindre 
possible? 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Aufgabe,  eine  einfach 
zusammenhängende  Minimalfläche  zu  bestimmen,  welche  vorgeschrie- 
benen Grenzbedingungen  der  angegebenen  Art  genügt,  nicht  immer 
eine  bestimmte  ist.  Abgesehen  davon,  dass  es  Fälle  gibt,  in  denen 
durch  dieselbe  Begrenzungslinie  mehr  als  eine  einfach  zusammen- 
hängende Minimalfläche  gelegt  werden  kann,  welche  in  ihrem  Innern 
von  singulären  Stellen  frei  ist,  gibt  es  Fälle,  in  denen  unendlich  viele 
Mimmalflächen  allen  Bedingungen  genügen.  Man  braucht  z.  B.  nur 
an  den  Fall  zu  denken,  in  welchem  eine  von  einem  variablen  Para- 
meter abhängende  Schaar  von  Minimalflächen  von  einer  röhrenförmigen 
Flache,  welche  auf  den  einzelnen  Flächen  der  Schaar  Flächenstücke 
von  endlicher  Ausdehnung  begrenzt,  orthogonal  durchsetzt  wird. 
Denkt  man  sich  nun  diese  Röhrenfläche  gegeben,  so  ist  ersichtlich, 
dass  es  unendlich  viele  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  gibt, 
welche  der  erstbetrachteten  Schaar  angehören  und  welche  demnach 
ndt  der  Eigenschaft,  dass  die  mittlere  Krümmung  in  jedem  Funkte 
derselben  den  Werth  Null  hat,  die  Eigenschaft  verbinden,  die  gege- 
bene Fläche  rechtwinklig  zu  treffen,  woraus  sich  übrigens  ergibt,  dass 
alle  diese  Flächenstücke  gleichen  Flächeninhalt  haben. 


Schirars,  (Jeiainmelte  Abhandlungen.  I.  9 
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2. 

Der  einfacliste  Fall  der  im  Vorhergehenden  erwähnten  allgemei- 
neren Aufgabe  tritt  offenbar  dann  ein,  wenn  die  Linien  L  gerade 
Linien  und  die  Flächen  F  Ebenen  sind.  In  diesem  Falle  treten 
folgende  beiden  Sätze  in  Kraft: 

I.    Jede   auf  einem  Stücke   einer  Minimalfläche  liegende   Gerade 
ist  eine  Symmetrieaxe  der  durch  analytische  Fortsetzung  dieses 
Stückes  entstehenden  Minimalfläche. 
n.    Wenn  auf  einem  Stücke  einer  Minimalfläche  eine  ebene  Curve 
liegt,   längs  welcher  die  Tangentialebene  der  Fläche  und  die 
Ebene    der   Curve    miteinander    einen    rechten   Winkel    ein- 
schliessen,  so  ist  die  Ebene  dieser  Curve  eine  Symmetrie-Ebene 
derjenigen  Minimalfläche,  welche  durch  analytische  Fortsetzung 
dieses  Stückes  entsteht. 
Diese  beiden  Sätze,  auf  welche  ich  gelegentlich  der  Untersuchung 
einer   speciellen  Minimalfläche  (vergl.   Monatsberichte  1865  S.  152)*) 
geführt  worden  bin ,    sind  •  specielle  Fälle  eines  allgemeineren  Satzes, 
dessen  Kenntniss  ich  einer  gütigen  mündlichen  Mittheilung  des  Hm. 
Weierstrass  verdanke  und   von   dem  ich  in  der  Folge  eine  wich- 
tige Anwendung  machen  werde. 

Mit  Hülfe  ^dieser  Sätze  habe  ich  versucht,    folgende  Aufgabe  zu 
lösen : 

„Gregeben    ist    eine    zusammenhängende    geschlossene   Kette, 
„deren  GrKeder  von  geradlinigen  Strecken,   oder  von   Ebenen, 
„oder   von    geradlinigen   Strecken    und   von   Ebenen   gebildet 
„werden;  gesucht  wird  ein  einfach  zusanmienhängendes,  in  sel- 
tnem Innern  von  singulären  SteUen  freies  Minimalflächenstück, 
„welches   von   den  geradlinigen   und  von  den  ebenen  Gliedern 
„der  Kette  begrenzt  wird  und  die  letzteren  rechtwinklig  trifft." 
Die  vorstehende  Aufgabe  ist  für  den  FaU,   dass  die  Grlieder  der 
Kette  nur  von  geradlinigen  Strecken  gebildet  werden,  in  allgemeinster 
Weise  von  Hm.  Weierstrass   gelöst  worden  (Monatsberichte  1866 
S.  856  u.  856).    Die  Untersuchungen  Riemann's  über  dieselbe  Auf- 
gabe liegen  in  einer  Bearbeitung  des  Hm.  Hattendorff  vor.  (Abhandl. 
der  Königl.  Gresellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  Bd.  13) 

Die  Functionen,  welche  Hr.  Weierstrass  mit  6r(u)  und  -H(u) 
bezeichnet  hat,  genügen  auch  in  dem  hier  angegebenen  Falle  einer 


*)  Siehe  S.  1 — 5  dieses  Bandes. 
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und  derselben  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren 
Coefficienten  rationale  Functionen  von  u  sind,  übereinstimmend  mit 
dem  von  Hrn.  Weierstrass  a.  a.  0.  angegebenen  Resultate.  Wäh- 
rend aber  die  Determinante  G(u)'H'{u)^H{u)'G\u)  in  den  Fällen, 
in  welchen  die  erwähnte  Kette  nur  geradlinige  oder  nur  ebene  Glieder 
enthält,  eine  rationale  Function  von  u  ist,  hat  für  den  allgemeinen 
Fall,  in  welchem  die  Kette  geradlinige  und  ebene  Glieder  enthält, 
erst  das  Quadrat  dieser  Determinante  die  Eigenschaft,  eine  rationale 
Function  von  u  zu  sein. 

In  dem  einfachen  FaUe,  in  welchem  die  Kette  aus  zwei  gerad- 
linigen Strecken  und  einer  Ebene,  oder  aus  zwei  Ebenen  und  einer 
geradlinigen  Strecke  besteht,  führt  jene  Differentialgleichung  auf  die 
bekannte  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe. 

In  dem  allgemeinen  Falle  tritt  hingegen,  was  nicht  übersehen 
werden  darf,  zu  denjenigen  Werthen  des  Arguments,  welohe  für  die 
Differentialgleichung  wesentlich  singulär  sind,  noch  eine  gewisse 
Anzahl  aus  serwesentlich  singulärer  Werthe  hinzu. 

3. 

Wird  dieGergonne sehe  Aufgabe  (vergl.  den  im  Eingange  dieses 
Aufsatzes  wiedergegebenen  Wortlaut  der  ursprünglichen  Fassung  der- 
selben) so  verstanden,  dass  überhaupt  die  erste  Variation  des  Flächen- 
inhalts der  gesuchten  Fläche  gleich  Null  sein  soll,  so  lässt  diese  Auf- 
gabe unendlich  viele  Lösungen  zu,  wie  ich  in  der  Folge  zeigen 
werde.  Um  indessen  von  vom  herein  von  der  Art  und  Weise  des 
Auftretens  von  unendlich  vielen  Lösungen  in  einem  solchen  Falle  eine 
deutliche  Vorstellung  zu  gewinnen,  kann  man  die  Aufgabe  dadurch 
etwas  vereinfachen,  dass  man  an  die  Stelle  des  Würfels  in  der  Ger- 
gonne  sehen  Aufgabe  einen  geraden  Kreiscylinder  treten  lässt,  dessen 
Oberfläche  und  dessen  Inneres  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinaten£fystem  durch  die  Bedingungen 

gegeben  sein  möge.     Den  beiden  Diagonalen   der  Ger  gönn  eschen 
Aufgabe  mögen  die  Geraden 

y  =  Xj  JB  =  \7C]     y  =  "X,  z  =  — i« 

entsprechen.    Dann  genügen  die  im  Innern  dieses  Cylinders  liegenden 
Stücke  der  durch  die  Gleichungen 

9* 
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tg(2n  +  l)ir  =  (-l)--f ,       tg(2«+l)^  =  (-l)'-4 

X  y 

• 

dargestellten  rechts  und  links  gewundenen  Schraubenflächen  für  jeden 
ganzzahligen  Werth  der  Zahl  n  den  vorgeschriebenen  Bedingungen, 
die  beiden  geraden  Linien  zu  enthalten  und  die  gegebene  Cylinder- 
fläche  rechtwinklig  zu  treffen. 

Der  Flächeninhalt  S  dieser  Stücke  wird  gegeben  durch  die  Formel 

0 

und  erlangt  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  seinen  kleinst- 
möglichen  Werth  für  n  =  0.  (Vergl.  die  Aufsätze  T^d^nat's  im 
7ten  Bande  der  Annales.) 

Bezüglich  der  G-ergonn  eschen  Aufgabe  beschränke  ich  nun  die 
Untersuchung  auf  den  Fall,  welcher  dem  Werthe  w  =  0  bei  der  so- 
eben betrachteten  einfacheren  Aufgabe  entspricht,  in  welchem  also  die 
im  Vorhergehenden  betrachtete  Kette  nur  vier  Glieder  enthält, 
nämlich  zwei  geradlinige  Strecken,  welche  mit  zwei  Ebenen  abwech- 
seln. (Vergl.  die  spätere  Fassung,  welche  Gergonne  seiner  Auf- 
gabe gegeben  hat.) 

Zur  Lösung  der  so  sich  ergebenden  Aufgabe  fuhrt  nun  folgende 
Betrachtungsweise, 

Es  sei  S  ein  einfach  zusammenhängendes  zwischen  den  Ebenen 
zweier  gegenüberliegenden  Seitenflächen  a'h  und  c'd  des  gegebenen 
Würfels  (Tafel  4  Fig.  1.)  liegendes  und  diese  Ebenen  längs  der  Linien 
ab'  und  cd'  rechtwinklig  treffendes  Stück  einer  Minimalfläche,  welches 
in  seinem  Linem  von  singulären  Stellen  frei  ist  und  dessen  vollstän- 
dige Begrenzung  von  den  genannten  beiden  Linien  aV  und  cd'  und 
von  den  beiden  (nicht  parallelen)  Diagonalen  oc  und  Vd'  eines  anderen 
Paares  gegenüberliegender  Seitenflächen  des  Würfels  gebildet  wird. 
Diese  vier  Theile  der  Begrenzung  von  8  mögen  der  Kürze  wegen  mit 
(ß)>  {f\  {9)1  (A)  bezeichnet  werden.  Es  handelt  sich  darum,  aus  den 
angegebenen  Eigenschaften  das  Flächenstück  8  und  die  Gestalt  der 
in  den  Ebenen  a'b  und  c'd  liegenden  Linien  (e)  und  {f)  analytisch  zu 
bestimmen. 

Vermöge  der  angegebenen  beiden  Symmetriegesetze  kann  das 
Flächenstück  8  über  seine  Begrenzung  hinaus  analytisch  fortgesetzt 
werden.  An  dieses  Flächenstück  8  denke  man  sich  zunächst  '^die 
symmetrische  Wiederholung   desselben  in   Bezug   auf   die  Ebene  a% 


"»/• ..  ^* 
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nämlich  das  Flächenstück  8^  angefügt.  Hierauf  denke  man  sich  an 
die  beiden  Flächenstücke  S  und  S,,  welche  längs  der  Linie  (e)  mit 
einander  zusammenhängen  und  daher  in  ihrer  Vereinigung  ein  eben- 
falls einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  8  +  S^  bilden,  die  sym- 
metrischen "Wiederholungen  der  beiden  Flächenstücke  8  und  S,  in  Be- 
ziehung auf  die  geradlinigen  Strecken  (Ä)  und  {h)^  angefügt,  welche 
mit  8,  und  8^  bezeichnet  werden  mögen.  Es  fallen  dann  die  Ebenen 
der  Linien  (/*),  und  (/*),  mit  der  Ebene  bc'  und  die  Ebenen  der  Linien 
(e)^  und  {e\  mit  der  Ebene  ad'  zusammen,  während  gleichzeitig  die 
vier  Flächenstücke  8,,  S,  8^  und  8^  in  ihrer  Vereinigung  wieder  ein 
einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  bUden.  Denkt  man  sich 
nun  dieses  Flächenstück  über  die  Linie  (e)j+  {e\  hinaus  analytisch 
fortgesetzt,  d.  h.  in  Bezug  auf  die  Ebene  dieser  Linie  symmetrisch 
wiederholt,  wobei  die  Wiederholungen  von  8^8  8^8^  beziehlich  mit 
S,  S,  8^  iSg  bezeichnet  werden  mögen,  so  bilden  die  acht  Flächenstücke 
8  bis  8jj  von  denen  S,  8^  S,  dem  Flächenstücke  8  congruent,  die  vier 
andern  demselben  symmetrisch  sind,  ein  einfach  zusammenhängendes 
Flächenstück  M,  dessen  Inneres  von  singulären  Stellen  frei  ist.  Die 
einzelnen  Theile  der  Begrenzung  dieses  Flächenstückes  haben  paar- 
weise parallele  Lage ,  während  gleichzeitig  die  Normalen  der  Fläche 
in  entsprechenden  Punkten  correspondirender  Begrenzungstheile  pa- 
rallel sind.  (Den  Flächenstücken  8  8^8^--  -  8,  entsprechen  in  Fig.  2 
auf  Tafel  4  beziehlich  diejenigen  Flächenstücke,  welche  mit  8  1  2  •  •  •  7 
bezeichnet  sind.) 

Wenn  daher  die  Punkte  des  Flächenstückes  M  in'  der  bekannten 
Weise  durch  parallele  Normalen  auf  die  Fläche  einer  Kugel  bezogen 
werden,  so  bedeckt  die  diesem  Flächenstück  entsprechende  einfach 
zusammenhängende  sphärische  Fläche  T'  die  Kugelfläche  vollständig 
und  zwar  in  der  Weise,  dass  geschlossen  werden  kann,  es  sei  die 
Fläche  T'  durch  Querschnitte  aus  einer  mehrfach  zusammenhängenden 
Rie  mann  sehen  Kugelfläche  T  entstanden. 

Hieraus  folgt,  dass  die  in  den  allgemeinen,  die  analytische  Dar- 
stellung der  MinimalflSchen  betreffenden  Formeln  (D)  des  Hm. 
Weierstrass  (Monatsber.  1866  S.  619)  auftretende  Function  ^(s) 
eine  algebraische  Function  ihres  Argumentes  ist.  Eine  einfache 
Abzahlung  zeigt,  dass  sechs  Querschnitte  erforderUch  sind,  um  die 
geschlossene  Fläche  T  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T' 
zu  zerschneiden;  es  gehört  daher  die  Function  ^(s)  nach  der  R le- 
rn ann  sehen  Eintheilung  der  algebraischen  Functionen  in  Klassen  zu 
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einer  Klasse,  bei  der  die  Zahl,  welche  die  Ordnung  des  Zusammen- 
hangs der  die  Verzweigung  der  Function  geometrisch  darstellenden 
Fläche  ausdrückt,  gleich  sieben  und  die  Anzahl  der  linear  von  ein- 
ander  unabhängigen  Integrale  erster  Art  gleich  drei  ist.  In  dem 
vorliegenden  Falle  müssen  die  Integrale,  deren  reelle  Theile  die  drei 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  M  sind, 

tt  =/(l-s«)f5(5)d5,    V  =fi{l+s')%{s)ds,    w=f2s^(s)ds 

—  wobei  Uj  V,  10  nicht  dieselben  Grössen  bezeichnen,  die  in  der  Ab- 
handlung des  Hm.  Weierstrass  mit  w,  i?,  w  bezeichnet  sind  — 
drei  Integrale  erster  Art  sein  und  da  zwischen  den  drei  Differen- 
tialen dUj  dvj  dw  die  identische  Relation 

{duf+  {dv)'+  {dwy  =  0 

besteht,  so  sind  diese  Integrale  hyp  er  elliptische.  Mit  andern 
Worten,  die  Function  ^{s)  ist  in  dem  vorliegenden  Falle  gleich  dem 
reciproken  Werthe  der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function 
achten  Grades  von  s.  Wird  diese  ganze  Function  mit  ^R{s)  be- 
zeichnet, so  ergibt  sich 

Die  drei  Strecken  ab,  ad,  aa'  mögen  beziehungsweise  die  posi- 
tiven Richtungen  der  x-,  y-  und  £f-Axe  bezeichnen,  und  s  möge  gleich 
S  +  iji  gesetzt  werden,  so  folgt  aus  der  Bedingung,  dass  den  beiden 
Geraden  g  =  ±  ^^  auch  auf  der  Minimalfläche  gerade  Linien  ent- 
sprechen sollen,  dass  die  acht  Wurzeln  der  Gleichung  22(«)  =  0  in 
Beziehung  auf  die  beiden  Geraden  g  =:  ±  i/  symmetrische  Lage  haben, 
und  zwar  überzeugt  man  sich  durch  geometrische  Betrachtungen,  dass 
im  vorliegenden  Falle  diese  Wurzeln  sämmtlich  auf  den  beiden  Ge- 
raden 1  =  0  und  1}  =  0  Uegen  müssen.    Man  hat  also 

B{s)  =  C(rJ-s*)(rJ-«') 

zu  setzen,  wo  r,  und  r,  zwei  reelle  positive  Grössen  bezeichnen  und 
^1  ^  ^«  sein  möge.  Der  Constanten  C ,  welcher  ein  reeller  positiver 
Werth  beizulegen  ist,  möge  der  Einfachheit  wegen  der  Werth  1  ge- 
geben werden,  wodurch  zugleich  auch  über  die  absolute  Grösse  der 
Hauptkrümmungsradien  in  den  dem  Werthe  s  =  co  entsprechenden 
Punkten  des  Flächenstückes  8  verfügt  ist. 
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Denkt  man  sich  nun  in  die  Fläche  desjenigen  Quadranten  der 
Ebene,  in  welchem  |  positiv  und  rf  <  |'  ist,  längs  der  Axe  des  Reellen 
ij  =  0  vom  Punkte  s  =  0  bis  zum  Punkte  s  =  r^  und  vom  Punkte 
5  =  oo  bis  zum  Punkte  s  =  r,  zwei  Einschnitte  gemacht,  so  ent- 
spricht dem  hierdurch  entstandenen  einfach  zusammenhängenden  Gre- 
biete  ein  von  zwei  geraden  Strecken  und  von  zwei  ebenen  Krümmungs- 
linien begrenztes  einfach  zusammenhängendes  Stück  einer  Minimal- 
fläche. Dem  die  Punkte  s  =  r,  und  5  =  r,  verbindenden  Theile  der 
Axe  des  Reellen  entspricht  auf  der  Minimalfläche  eine  der  y-Axe  pa- 
rallele gerade  Linie,  welche  eine  Symmetrieaxe  des  betrachteten 
Flächenstückes  ist.  Diese  Gerade  verbindet  diejenigen  beiden  Punkte 
der  Begrenzung  desselben,  welche  den  Punkten  5  =  y^  und  ä  =  r, 
entsprechen  und  die  Eigenschaft  haben,  dass  durch  dieselben  ausser 
der  erwähnten  Geraden  noch  zwei  andere  Asymptotenlinien  der  Fläche 
hindurchgehen,  welche,  wenn  B{s)  =  1  — 14s*-fs'  gesetzt  wird,  eben- 
falls geradlinig  sind,  diese  Eigenschaft  jedoch  im  allgemeinen  Falle 
nicht  haben. 

Da  die  Projectionen  der  erwähnten,  beiden  ebenen  Krümmungs- 
linien  auf  die  Ebene  ä?  =  0,  wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt,  nur 
dann  gleiche  Länge  haben,  wenn  das  Product  r^-r^  den  Werth  1  hat, 
so  ist  für  den  vorliegenden  Fall  r,  =  r~^  zu  setzen  und  es  haben  in 
Folge  dessen  die  acht  Wurzeln  der  Gleichung  Ä(s)  =  0  auch  in 
Bezug  auf  die  Kreislinie  |'-f  1?'  =  1  symmetrische  Lage. 

Dieser  Kreislinie  entspricht  dann  auf  der  Minimalfläche  eine 
gerade  Linie,  welche  mit  den  beiden  geraden  Strecken  der  Begren- 
zimg, deren  Mittelpunkte  sie  verbindet,  rechte  Winkel  einschliesst ; 
diese  Gerade  ist  ebenfalls    eine  Symmetrieaxe   des  Flächenstückes  5. 

Wird  der  Constanten  r^  irgend  ein  zwischen  0  und  1  liegender 
reeller  Werth  r  beigelegt,  so  liegt  das  betrachtete  Flächenstück  ganz 
innerhalb  eines  geraden  quadratischen  Prisma,  auf  dessen  Oberfläche 
die  Begrenzung  dieses  Flächenstückes  liegt.  Sowohl  die  absolute 
Lange  der  einzelnen  Kanten  des  erwähnten  Prisma,  als  auch  das 
Verhältniss  t  der  Höhe  desselben  zur  Seite  der  quadratischen  Grund- 
fläche sind  innerhalb  des  angegebenen  Litervalles  eindeutige  Functio- 
nen von  r  und  zwar  gehört  auch  umgekehrt  zu  jedem  Werthe  dieses 
Verhältnisses  x  nur  ein  einziger  zwischen  0  und  1  liegender  Werth 
von  r. 

Bezeichnet  man  die  halbe  Seite  jenes  Quadrates  mit  (Dj,  die  halbe 
Höhe  des  Prisma  mit  co,,  so  ergibt  sich  unter  Benutzung  der  J  a  c  0  b  i- 
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sehen  Bezeiclinimgsweise 

V2(l+r*)       '        • 

unter    der  Voraussetzung,   dass  den  zugehörenden  Moduln  l,  und  &, 
die  Werthe 

beigelegt  werden. 

Soll  nun  das  quadratische  Prisma  in  einen  Würfel  übergehen, 
also  ©1  =  <Dj  sein,  so  ergibt  sich,  wenn  >*  =  tg  Jy  gesetzt  wird,  für 
den  Winkel  y  der  Werth  67°8'31"28;  einen  Winkel  von  dieser  Grösse 
schliesst  die  Normale  der  Fläche  in  den  den  Werthen  5  =  r  und 
s  =  r~'  entsprechenden  Punkten  mit  der  £-Axe  ein.  Für  diesen  Werth 
von  r  ergibt  sich  beiläufig  co,  =  (o,  =  1,39704,  während  für  die 
Grösse  des  Flächeninhalts  des  betrachteten  Stückes  S  der  Werth 
oj- 4,93482  gefanden  wird. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass,  wenn  n  eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet ,  auch  die  Bedingung  o^  =  (2n  + 1)  cd,  zu  einer  Lösung 
der  Ger  gönn  eschen  Aufgabe  in  dem  oben  angegebenen  allgemei- 
neren Sinne  führt,  und  hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  gestellte  Auf- 
gabe, wenn  dieselbe  in  diesem  Sinne  verstanden  wird,  unendlich  viele 
Lösungen  zulässt. 

4. 

Aus  der  vorhergehenden  Untersuchung  ergibt  sich  unter  anderem, 
dass  die  gefundene  Minimalfläche  zu  denjenigen  speciellen  Minimal- 
flächen gehört,  welche  in  dem  Nachtrag  zu  meiner  Abhandlung  „Be- 
stimmung einer  speciellen  Minimalfläche *^  *)  betrachtet  werden.  Die  be- 
sondere Eigenschaft  dieser  Flächen ,  dass  die  auf  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  bezogene  Gleichung  derselben  rational  ausdrückbar  ist  durch 
elliptische  Functionen,  deren  Argumente  ganze  lineare  Functionen  der 
Coordinaten  sind,  kommt  daher  auch  der  im  Vorhergehenden  gefun- 
denen Minimalfläche  zu. 

Das  Verfahren,  welches  in  der  genannten  Abhandlung  zu  der 
Gleichung 

(iv  +  vk  +  Xfi+l  =  0 


*)  Siehe  S.  92—102  dieses  Bandes. 
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geführt  hat,  lässt  sich  noch  etwas  vereinfachen  und  gleichzeitig  so 
verallgemeinem,  dass  dasselbe  überhaupt  auf  den  Fall,  in  welchem 
die  acht  Wnrzeln  der  Gleichung  R{s)  =  0  in  Bezug  auf  die  drei 
Linien  |  =  0,  iy  =  0,  5'+i^"=sl  symmetrisch  liegen  (wobei  die 
Lage  derselben  dann  von  zwei  variablen  Parametern  abhängt),  allge- 
meine Anwendung  findet.  Das  Hauptergebniss ,  zu  dem  ich  gelangt 
bin  und  welches  mir  der  Beachtung  nicht  unwerth  zu  sein  scheint, 
besteht  nun  darin,  dass,  wenn  von  einigen  Grenzfallen  abgesehen 
wird,  von  denen  in  der  Folge  die  Rede  sein  wird,  die  Gleichung  aller 
jencF  Flächen  in  dieselbe  specielle  Form  gesetzt  werden  kann,  z.  B. 
in  die  angegebene,  in  welcher  dann  die  drei  Grössen  A,  f*,  v  wieder 
elliptische  Functionen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  der  Fläche  bedeuten,  wobei  indessen  die  Constanten,  durch 
welche  diese  elliptischen  Functionen  näher  bestimmt  werden,  im  All- 
gemeinen für  die  drei  Functionen  verschieden  sind. 

Es   ist    nicht   wesentlich,    die    angegebene    specielle   Form   der 
Gleichung  beizubehalten,  vielmehr  scheint  die  Gleichung 

in  welche  jene  durch  die  gleichzeitigen  Substitutionen 

übergeht,  vor  derselben  in  gewisser  Hinsiclit  einige  Vorzüge  zu 
haben. 

Ausgehend   von   den   bereits   erwähnten   Formeln  (D)    des  Hrn. 
Weierstrass  setze  man 


3(«)  =    ^ 


;-  > 


Bis)  =  ^[i(l+s')]'[25]'+B[2s]*[l-«']'+C[l-s']'[t(H-s')]', 

wobei  die  Coefflcienten  Ä,  B,  C  reelle  Werthe  haben,  welche  später 
genauer  bestimmt  werden  sollen,  lind  transformire  die  drei  Integral- 
fdnctionen 

tc— 1»,  =s     J2s^(s)ds 
mittelst  der  Formeln 
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l^  __  t(l+s')        ji^  _     28  v_  _     1-s' 

l    ~        2s       '      m  ~    1-s'  '       n  i(l+5')  ' 

in  welchen  X,  fb,  v  drei  neue  veränderliche  Grössen  und  l,  m,  n  drei 
Constanten  bezeichnen,  deren  Product  den  Werth  1  hat.  Dann  er- 
geben sich  die  Grleichungen 

^  r^ m 


md(i 


w 


-''^^r^m 


\JCm'+  (C+Ä'-B)m'ii^+Ä(i* 

ndv 


Fasst  man  nun  die  oberen  Grenzen  A,  ^,  v  dieser  drei  Integrale 
als  Functionen  der  complexen  Grösse  s  auf,  so  sind 

wo  der  vorgesetzte  Buchstabe  SR  andeutet,  dass  der  reelle  Theil  der 
nachfolgenden  Grösse  genommen  werden  soll,  die  mit  den  Gleichungen 
(D)  des  Hrn.  Weierstrass  übereinstimmenden  Gleichungen  der 
Minimalfläche. 

Andererseits  werden  aber  gleichzeitig  durch  dieselben  drei 
Gleichungen,  wenn  die  unteren  Grenzen  der  drei  Integrale  als  con- 
stant,  die  oberen  Grenzen  derselben  als  veränderlich  betrachtet  werden, 
drei  elliptische  Functionen  A,  ft,  v  bestimmt,  deren  Argumente  bezieh- 
lich  die  drei  Grössen  u—u^,  v— v^,  w—w^  sind. 

Es  wird  nun  behauptet,  dass,  wenn  die  drei  Grössen  A,  fi,  i;  in 
dem  letzteren  Sinne  als  Functionen  von  u,  v,  w  betrachtet  werden, 
die  Gleichung 

X'(ji'V  =  1 

1)  überhaupt  eine  Minimalfläche  darstelle,  vorausgesetzt,  dass  die 

drei  Grössen  u,  v,  w  beziehungsweise  -:-,-;-,-:-  als  rechtwin- 

klige  Coordinaten  eines  Punktes  im  E>aume  gedeutet  werden, 
und  dass 

2)  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Fläche  im  Allgemeinen 
und  bei  angemessener  Bestimmung  der  durch  die  Integration 
eingeführten  Constanten  mit  der  durch  die  Gleichungen  (D)  des 
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Hm.  Weierstrass  dargestellten  Bßnimalfläclie  übereinstimme, 
falls  die  in  jenen  Grleichungen  auftretende  Function  %(s)  durch 
die  Festsetzung 

3fW  =     ^ 


bestimmt  wird  und  an  die  Stelle  der  Grössen  w,  v,  w  die  Coor- 

dinaten  a?,  y,  s  treten. 
Von  diesen  beiden  Behauptungen  soll  zunächst  die  erste  bewiesen 
werden.    Es  seien  l,  ^,  v   drei   elliptische  Functionen  der  rechtwin- 
kligen Coordinaten  x,  y,  jer,  mit  denen  dieselben  durch  die  Gleichungen 

X''  =  (^ J  =  a  +  a'V+  a"X' , 

v"  =  (-^J  =  c  +  cV  +  c  V 

verbunden  sind. 

Betrachtet  man  nun  die  Coordinate  £S  eines  beliebigen  Punktes 
der  durch  die  Gleichung  A/iv  =  1  dargestellten  Fläche  als  Function 
von  X  und  y,  beziehungsweise  von  A  und  f*,  so  erhält  man  durch  eine 
ziemlich  einfache  Rechnung  für  die  mittlere  Krümmung  der  Fläche  in 
diesem  Punkte  den  Werth 

J^      1   ^  _dZ      dY^  ^ 


wo  zur  Abkürzung  mit  M  der  Ausdruck 


©H0-(^). 


und  mit  (1)  bis  (6)  beziehlich  die  Ausdrücke 

(1)  =  26V'-o(6'+c'), 

(2)  =  2be-a"(b'+e'), 

(3)  =  2cV-6(c'+a'), 

(4)  =  2co-6"(c'+o'), 

(5)  =  2a"b"-c(a'+h'), 

(6)  =  2ab-e''(a+b') 
bezeichnet  sind. 
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Denkt  man  sich  aber  für  die  neun  Constanten  abc  diejenigen 
Werthe  eingesetzt,  welche  sich  aus  den  Gleichungen,  durch  welche 
k,  II y  V  als  elliptische  Functionen  von  UjV,w  erklärt  worden  sind, 
ergeben,  wenn  u^=:XfV  =  y,  w  =  jsf  gesetzt  wird,  so  sind  die  Aus- 
drücke (1)  bis  (6)  sämmtlich  identisch  gleich  Null,  und  es  stellt  daher 
die  Grleichung  A  •  ft  •  v  =  1  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen 
im  analytischen  Sinne  eine  Minimalfläche  dar.  Damit  jedoch  behauptet 
werden  kann,  dass  diese  Gleichung  für  die  hier  in  Betracht  kommen- 
den Fälle  im  Allgemeinen  wirklich  eine  reelle  Fläche  und  nicht  bloss 
eine  Gleichung  zwischen  drei  veränderlichen  Grössen  darstelle,  ist 
eine  weitere  Untersuchung  erforderlich,  welche  zweckmässig  mit  dem 
Beweise  der  zweiten  der  obigen  beiden  Behauptungen  verbunden  wird, 
zu  dem  ich  jetzt  übergehe. 

Die  hier  zu  betrachtenden  speciellen  Minimalflächen  können,  wenn 
von  Grenzfallen  abgesehen  wird,  in  drei  Gruppen  eingetheilt  werden, 
jenachdem  die  die  Verzweigung  des  Integrales 


/ 


8 


ds 


geometrisch   darstellende   von   ebenen  Flächen  gebildete  Polyeder- 
oberfläche*) 

I.   ein  rectanguläres  Prisma  begrenzt, 

oder 
n.   einen  körperlichen  Raum  begrenzt,  dessen  Oberfläche  von  vier 
gleichschenkligen    Dreiecken    und    vier    Paralleltrapezen    ge- 
bildet wird, 
oder 
m.   ein  doppelt  zu  denkendes  geradliniges  ebenes  Achtseit  ist. 
Den  Ecken  dieser  Polyeder   entsprechen  jedesmal   die  Wurzeln 
der  Gleichung  B{s)  =  0  und   diejenigen  Punkte   der  Minimalfläche, 
durch  welche   drei  von  einander  verschiedene  Asymptotenlinien  hin- 
durchgehen.   Die  Winkel,  welche  die  in  diesen  ausgezeichneten  Punkten 
der  Fläche   construirten  Normalen  der  Fläche  mit  den   Coordinaten- 
axen  einschliessen ,  kann  man  als  variable  Parameter  ansehen,   durch 
welche  eine  specielle  Fläche  innerhalb  jeder  der  drei  Gruppen  näher 
bestimmt  wird. 

Wenn  nun  die  Richtungen  jener  Normalen  für  die  drei  Gruppen 
durch  die  Tabelle 


*)  S.  die  Figaren  43,  44  und  46  auf  S;  108  dieses  Bandes. 
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X 

T 

Z 

I 

±  coaa 

±COS/J 

±  cosy 

nj 

+  sin  tt 

0 

±  cos« 

1 

0 

±sin/J 

±  cos/S 

III 

±  coaa 

±  sina 

0 

1 

±  Hin  ß 

±  cos/J 

0 

gegeben  werden,  wobei  für  die  erste  Gruppe  zwischen  den  Winkeln 
tt,  ß,  y  die  Relation  cos' a  +  cos' ß  +  cos' y  =  1  bestellt  und  für  den 
Fall  der  dritten  Gruppe  die  Annahme  gemacht  werden  soll,  dass 
a  +  ß<c^üt,  während  überhaupt  für  alle  hier  vorkommenden  Winkel 
die  Werthe  0  und  Ja  als  Grenzfälle  vorläufig  ausgeschlossen  werden, 
so  werden  die  Coefläcienten  Äy  B,  C  abgesehen  von  einer  denselben 
gemeinschaftlichen  multiplicativen  Constante  «,  welche  positiv  oder 
negativ  sein  kann,  durch  die  Tabelle 


A 
s 

B 
s 

C 

£ 

I 

• 

sin*  a 

sin*  ß 

sin*y 

n 

cos'  a 

cos'  ß 

—  sin'asin'^ 

• 

IM 

sin'  a  cos'  ß 

sin'  ß  cos'  a 

+1 

bestimmt. 

Wenn  für  eine  der  ersten  oder  der  zweiten  Gruppe  angehörende 
Fläche  A^=sz  B  ist,  so  kann  dieselbe  auch  als  der  zweiten,  beziehungs- 
weise der  ersten  Gruppe  angehörig  betrachtet  werden,  wie  sich  durch 
eine  Drehung  des  Coordinatensystems  um  46^,  bei  welcher  die  ;8r-Axe 
ungeändert  bleibt,  und  gleichzeitige  Verwandlung  von  smS'Sji  ergibt. 
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Damit  nun  die  Grössen  u,  Vj  w  gleichzeitig  reelle  Werthe  an- 
nehmen, müssen  gewisse  Bedingungen  erfüllt  sein,  welche  in  folgender 
Uebersicht,  in  der  sich  die  Zeichen  <  und  ^  stets  auf  reelle  Grössen 
beziehen,  zusammengestellt  werden. 


I.  Gruppe. 
Werden  die  drei  Constanten  ?,  w,  n  durch  die  Gleichungen 

,         siny  sina  smß 

l  =  -^-—y       m  =  — ,      n  =  -r~^ 

sm  p  sm  y  sin  a 


bestimmt,  so  kann  man 


r'^dk  ff^dfi  rdv 

setzen  und  zwar  hat  man,  um  für  den  FaU  a  =  +1  alle  reellen 
Punkte  der  Fläche  zu  erhalten,  den  Grössen  A,  f*,  v  alle  der  Bedin- 
gung Afti/  =  1  genügenden  reellen  "Werthsysteme  beizulegen,  wobei 
ein  Uebergang  von  den  positiven  zu  den  negativen  Werthen  sowohl 
durch  den  Werth  Null  als  auch  durch  den  Werth  oo  geschehen  kann. 
Für  den  Fall  a  =  —  1  setze  man,  mit  (p,  t,  X  drei  neue  ver- 
änderliche Grössen  bezeichnend,  welche  nur  reelle  Werthe  annehmen 
sollen , 

mit  der  Bedingung,  dass  die  drei  Grössen  9,  ^,  x  dem  absoluten  Be- 
trage nach  beziehlich  drei  durch  die  Gleichungen 

,         cosa  ,  ,  cosiJ 

9o  =  arctg ^ ,      to  =  arctg ^ — , 

^^  '^  cos  ^  cos  y  **  °  cos  y  cos  a 

cosr 
Xo  =  arctg 


cos  a cos  ß 


bestimmte  Grössen  y^,  ^q,  Xo  nicht  überschreiten  dürfen.  Um  alle 
reellen  Punkte  der  Fläche  zu  erhalten,  hat  man  den  Grössen  9,  ^,  % 
aUe  mit  dieser  Bedingung  verträglichen  reellen  Werthsysteme  beizu- 
legen, für  welche  die  Summe  9  +  ^  +  ;|f  =  0  ist,  wobei  indessen  diesen 
Variablen  ein  Umlauf  um  die  extremen  Werthe  durch  das  Imaginäre 
hindurch  zu  gestatten  ist. 


Fortgesetzte  Uutersachungen  über  specielle  Minimalflächen.  143 

n.  Gruppe. 

0  wtga  y 

g  =  +1;    0<A'^?"cotg'/3;     m'tg'a<ft'^oo;     — oo<i;^  +  oo 

m.  Gruppe. 

^"^Z     "F'      ^  ^  i    ~^''      w=         -7-;      (?,m,wreeU) 

s  =  +1;    — oo<A<  +  cx);    — oo<fi^  +  cx);    — wtga<  i/=  + wtga 

_  w"  _  _ 

f  =  — 1;  — cx)<A*<— Pcos'a; rT=f**<07  w*g«=^^<^cotg/3. 

cos  p 

Es  ist  nun  die  Identität  der  beziehlich  durch  die  Gleichungen 

einerseits  und 

A-jLt'i/  =  1,    a;  =  M,     y  =  t;,     jgr  =  u; 

andererseits  dargestellten  beiden  Minimalflächen  nachzuweisen,  jedoch 
ist  es  nicht  erforderlich,  diese  Uebereinstimmung  für  jede  einzelne 
der  drei  Gruppen  besonders  darzuthun,  vielmehr  genügt  es,  wenn 
dieser  Beweis  für  eine  derselben  geführt  wird. 

Für  die  erste  Gruppe  z.  B.  kann  dieser  Beweis  wie  folgt  geführt 
werden.  Man  setze  unter  der  Annahme,  dass  e  den  Werth  +1 
habe  und  dass  auch  den  drei  Constanten  Z ,  m ,  w  der  Werth  1  bei- 
gelegt werde, 

A  ==  0,      V  =  oo. 

Diese  Werthe  bestimmen  auf  der  Minimalfläche  X-(i'V  =  1  eine  der 
y-Axe  parallele  Gerade,  für  deren  einzelne  Punkte  die  Variable  (i 
folgende  einfache  geometrische  Bedeutung  hat.  In  einem  beliebigen, 
dem  Werthe  ^  entsprechenden  Punkte  dieser  Geraden  denke  man 
sich  die  Normale  der  Fläche  construirt,  so  ist  (i  gleich  der  trigono- 
metrischen Tangente  des  Winkels,  den  diese  Normale  mit  der  £r-Axe 
einschliesst. 
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Bei  der  durcli  die  Formeln  (D)  des  Hm.  "Weierstrass  darge- 
stellten Fläche  entspricht  eine  der  y-Axe  parallele  Gerade  der  An- 
nahme 5  =  Sj ,  da  im  vorliegenden  Falle  die  der  Function  5  (s)  con- 
jugirte  Function  ^Jßi)  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  5i(^)  =  ""3(*) 
ist,  oder  dass  für  reelle  Werthe  der  Variablen  5  der  reelle  Theil  der 
Function  5(^)  gleich  Null  ist. 

In  diesem  Fall  bedeutet  die  Grösse  $,  von  welcher  y  durch  die 
Gleichung 

abhängt,  die  trigonometrische  Tangente  der  Hälfte  desjenigen  Winkels, 
den  die  Normale  der  Fläche  in  dem  dem  Werthe  s  entsprechenden 
Punkte  mit  der  ^er-Axe  einschliesst.  Da  nun  die  soeben  betrachtete 
Gleichung  durch  die  Substitution 

^  =  -T—T    in    "    -    —  ' 


-"-ff 


übergeht,  so  ist  es  möglich,  über  die  durch  die  Integration  einge- 
führten Constanten  so  zu  verfügen,  dass  die  durch  die  beiden  oben 
angegebenen  Gleichungssysteme  dargestellten  Minimalflächen  nicht 
nur  jene  der  y-Axe  parallele  Gerade  gemeinsam  haben,  sondern  dass 
überdies  längs  derselben  die  Normalen  beider  Flächen  zusammen- 
fallen. 

Nun  tritt  aber  folgender  allgemeine  Satz,  dessen  Kenntniss  ich 
einer  mündlichen  Mittheilung  des  Hm.  Weierstrass  verdanke,  und 
von  -welchem  die  im  Vorhergehenden  erwähnten  beiden  Sätze  nur 
specielle  Fälle  sind,  in  Kraft: 

,Wenn  zwei  Minimalflächen  eine  Linie  gemeinsam  haben  und 
;,wenn  überdies  längs  dieser  Linie  die  Normalen  beider  Flächen  zu- 
„ sammenf allen ,  so  gehören  beide  Flächen  nebst  ihren  analytischen 
„Fortsetzungen  einer  und  derselben  Minimalfläche  an  und  jedes  Stück 
„der  einen  der  beiden  Flächen  föUt  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  mit 
„einem  entsprechenden  Stücke  der  andern  zusammen.*' 

Hiermit  ist  nun  die  Identität  jener  beiden  Flächen  dargethan  und 
die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen  beiden  Behauptungen  in 
allen  ihren  Theilen  bewiesen. 

Die  geftmdene  Minimalfläche,  welche  allen  aus  der  Gergonne- 
schen  Aufgabe  hervorgehenden  analytischen  Bedingungen,  soweit  die- 
selben mit  dem  Verschwinden  der  ersten  Variation  zusammenhängen, 
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genügt,  kann  mit  gleichem  Rechte  als  zur  ersten  wie  znr  zweiten 
Gruppe  gehörig  angesehen  werden.  Betrachtet  man  dieselbe  als  zur 
zweiten  G-ruppe  gehörig,  so  hat  man,  um  mit  den  früher  getroffenen 
Annahmen  vollständige  Uebereinstimmung  herzustellen, 

1 

zu  setzen,  wo  y  einen  "Winkel  bezeichnet,  der  angenähert  gleich 
67"  8' 31^28  ist.  Die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  (c)  der  gefun- 
denen Minimalfläche  mit  der  Seitenfläche  a'h  des  Würfels  nimmt  dann 
die  Form 

,  1 

an,  wo  f^o  =  ^'''S}'  2^  setzen  ist.  Hiermit  ist  auch  der  in  dem 
zweiten  Theüe  der  Gergonne sehen  Aufgabe  enthaltenen  Forderung 
genügt. 

5. 

Bei  der  vorhergehenden  Untersuchung  sind  diejenigen  Fälle 
ausgeschlossen  worden,  in  welchen  einer  der  in  Betracht  kommenden 
Winkel  den  Grenzwerth  0  oder  |ä  erreicht,  ebenso  der  Fall  der 
dritten  Grruppe,  in  welchem  a  +  ß  =  \n  ist.  Diese  Grenzfalle  erfor- 
dern insofern  eine  besondere  Betrachtung,  als  die  vorhergehende 
Untersuchung  sich  nicht  ohne  Einschränkung  auf  dieselben  erstreckt. 

Wenn  bei  der  zweiten  Gruppe  b  den  Werth  +1  hat,  erfordert 
der  XJebergang  zu  dem  Grenzwerthe  a  =  0  bloss  eine  Aenderung  der 
Constanten  Grenze  desjenigen  Integrales,  durch  welches  die  Variable 
V  ausgedrückt  ist.  Hat  hingegen  b  den  Werth  —1,  so  gebe  man  vor 
dem  XJebergange  zu  dem  Grenzwerthe  a  =  0  den  drei  Constanten 
2,  n»,  n  die  Werthe 

Z  s=  »sina,    m  =  — 7 — ,    n^^^-i. 

sina 

andere  die  constante  Grenze  des  Integrals,  durch  welches  u  ausge- 
drückt ist,  in  passender  Weise  und  führe  hierauf  den  Grenzübergang 
aus,  der  nun  mit  einer  Schwierigkeit  nicht  weiter  verbunden  ist. 

In  ähnlicher  Weise  hat  man  zu  verfahren,  wenn  bei  der  dritten 
Ghrappe  einer  der  beiden  Winkel  a  oder  ß  in  seinen  Grenzwerth  Null, 

Schvsrs,  Oenimiislte  Abluadlungen.  I.  10 
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oder  wenn  bei  der  zweiten  Gruppe  einer  der  beiden  Winkel  a  oder  ß 
in  den  Grenz werth  ^n  übergeht. 

Das  Gemeinsame  dieser  Fälle  besteht  darin,  dass  von  den  drei 
in  Betracht  kommenden  Integralen  nur  eins  ein  elliptisches  bleibt, 
während  die  beiden  andern  in  cyclometrische ,  beziehungsweise  loga- 
rithmische übergehen. 

Etwas  anders  verhält  es  sich  hingegen  mit  denjenigen  Grenz- 
fallen, in  welchen  die  Function  %{s)  in  eine  rationale  Function 
von  s  übergeht.  Für  diese  Fälle  behält  die  vorhergehende  Unter- 
suchung gewissermassen  nur  zur  Hälfte  Geltung,  insofern  dieselbe 
zwar  auf  den  Fall  £  =  -hl,  nicht  aber  auf  den  Fall  «  =  —  1  An- 
wendung findet,  wie  sich  aus  dem  Anblick  der  folgenden  beiden  Ta- 
bellen ergibt,  welche  die  Gleichungen  der  diesen  Grenzfallen  ent- 
sprechenden Minimalflächen  enthalten.     (Siehe  S.  147  und  148.) 

Indem  ich  mir  erlaube,  hinsichtlich  des  Literaturnachweises  auf 
den  Anhang  zu  meiner  mehrfach  erwähnten  Abhandlung  ;,  Bestimmung 
einer  speciellen  Minimalfläche''  Bezug  zu  nehmen,  bemerke  ich  nur 
noch  zum  Schlüsse,  dass  je  zwei  der  betrachteten  Minimalflächen, 
welche  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  des  Factors  s  von  einander 
unterscheiden,  in  der  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  jede  eine 
Biegungsfläche  der  andern  ist,  während  gleichzeitig  den  Asymptoten- 
linien der  einen  Fläche  die  Krümmungslinien  der  andern  Fläche  ent- 
sprechen, eine  Beziehung,  auf  welche  bekanntlich  Hr.  Ossian  Bonnet 
zuerst  aufinerksam  gemacht  hat. 
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üeber  ein  Modell  eines  Minimalflächenstückes, 
welches  längs  seiner  Begrenzung  vier  gegebene 

Ebenen  rechtwinklig  trifft. 


Eine  im  Febniftr  1872  Ton  Herrn  Kammer  der  Eönigliclien  Akademie  der  WissenfchKften 
SQ  Berlin  gemachte  Mittheilnng.  Monatfiberiohte  der  Könlgliolien  Akademie  der  WlBBenBchaftea 
zu  Berlin.  Jalurgang  1872,  Seite  122—128. 

■ 

Hr.  Kummer  zeigte  ein  von  Hm.  Professor  Schwarz  in  Zürich 
angefertigtes  Gypsmodell  einer  Minimalfläche  vor,  deren  Begrenzung 
durch  eine  Reihe  von  vier  Ebenen  gebildet  wird,  auf  denen  sie  überall 
senkrecht  stehen  muss. 

Die  von  Hrn.  Prof.  Schwarz  zuerst  allgemein  gestellte  und  be- 
handelte Aufgabe  Minimalflächen  zu  finden,  deren  Begrenzung 
durch  eine  Kette  von  geraden  Linien  und  von  Ebenen  gegeben  ist, 
m.  s.  den  Monatsbericht  der  Sitzung  vom  18.  Januar  d.  J.*),  bietet 
namentlich  in  dem  Falle,  wo  die  Begrenzung  durch  eine  Kette  von 
Ebenen  allein  gegeben  ist,  einige  Schwierigkeiten  für  die  geometrische 
Anschauung  dar,  da  es  scheint,  als  ob  die  so  zu  begrenzenden  Flächen 
jedes  gegebene  Maass  der  Kleinheit  überschreiten  könnten.  Aus 
diesem  Grunde  wandte  ich  mich  an  Hm.  Professor  Schwarz  mit  der 
Bitte  mir  darüber  einige  Aufklärungen  zukommen  zu  lassen.  Der- 
selbe überschickte  mir  hierauf  das  vorliegende  Modell**),  in  welchem  die 
Begrenzung  durch  folgende  vier  in  der  bestimmten  Reihenfolge  zu 
nehmende  Ebenen  gegeben  ist: 

X  +  0—&  =  0,    y— ^— ö  =  0,    x—a  +  &  =  0,    y  +  a  +  &  =  0, 

ö  ==  -fl,'i  =  1,078268. 


*)  Siehe  S.  130  dieses  Bandes. 

^)  Siehe  Fig.  54  auf  der  folgenden  Seite. 
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üeber  ein  Modell  eines  Minimalfl&chenstuckes. 


Die  dieser  Begrenzung  angehörende  Minimalfläclie  ist  diejenige,  welche 
Hr.  Prof.  Schwarz  in  seiner  von  der  Akademie  gekrönten  und  her- 
ausgegebenen Preisschrifk:  Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche 
S.  80 — 83*)  als  Biegungsfläche  der  von  vier  Kanten  eines  regulären 
Tetraeders  begrenzten  Minimalfläche  behandelt  hat,  und  zwar  ist  das 
von  den  obigen  vier  Ebenen  begrenzte  Stück  der  Minimalfläche  genau 
die  Biegung  des  zwischen  vier  Kanten  des  regulären  Tetraeders  lie- 
genden Stückes  der  ursprünglichen  Tläche. 

Fig.  64. 


Die  in  dem  Modell  mit  ihrer  Begrenzung  dargestellte  Fläche  ist 
auch  die  einzige  Fläche,  welche  den  analytischen  Bedingungen  genügt, 
dass  sie  Minimalfläche  sei,  dass  sie  die  vier  Ebenen  in  der  angegebenen 
Aufeinanderfolge  überall  rechtwinklig  treffe  und  in  ihrem  Innern 
keinen  singulären  Punkt  enthalte.  E[r.  Schwarz  hat  nun  auch  unter- 
sucht, ob  diese  Fläche  auch  wirklich  ein  Minimum  darstellt,  d.  h.  ob 
sie  kleiner  ist,  als  alle  unendlich  nahen  Flächen,  welche  denselben 
Grenzbedingungen  unterworfen  sind,  und  hat  gefanden,  dass  dies  in 
der  That  nicht  der  Fall  ist,  und  dass  überhaupt  in  dem  Falle,  wo 
die  Begrenzung  nur  durch  Ebenen  vorgeschrieben  ist,  die  Minimal- 
flachen,  welche  diese  Ebenen  überall  rechtwinklig  treffen,  niemals 
wirkliche  Minima  in  dem  Sinne  sind,  dass  ihre  zweite  Variation  stets 
positiv  sei,  oder  dass  sie  kleiner  seien  als  alle  unendlich  nahe  lie- 
genden Flächen,   welche  durch  dieselben  Ebenen  begrenzt  sind. 

*)  Siehe  S.  88—91  dieses  Bandes. 


Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation 
des  Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken 
im  Allgemeinen  und  von  Theilen  der  Schrauben- 
fläche im  Besonderen. 


Im  Oetobor  1879  von  Henn  Kummer  der  Kfinigliehen  Akademie  der  WineiuehAften  sii 
Berlin  mitgetheilt.  HonntBberlchte  der  Eönigliehen  Akademie  der  WisaeneckafteB  an  Berlin 
Jahrgang  1872,  Seite  718-786. 

Die  Beantwortung  der  Frage,  ob  einem  Stücke  M  einer  Minimal- 
fläche unter  gewissen  Grenzbedingungen  die  Eigenschaft  des  Mini- 
mums wirklich  zukomme  oder  nicht,  hängt  im  Allgemeinen  davon  ab, 
ob  für  jede  in  Rücksicht  auf  jene  Grenzbedingungen  zulässige  Va- 
riation des  betrachteten  Flächenstückes  die  zweite  Variation  S*8 
des  Flächeninhalts  8  desselben  positiv  ist,  oder  ob  es  auch  solche 
Variationen  desselben  gibt,  für  welche  diese  zweite  Variation  negative 
Werthe  oder  den  Werth  Null  annimmt. 

Unter  Bezugnahme  auf  eine  ähnliche  die  Brachistochrone  be- 
treffende Formel  von  Lagrange  (Theorie  des  fonctions  analytiques, 
Seconde  partie,  chap.  XIII.)  hat  T^d^nat  (Annales  de  Math^ma- 
tiques  par  Gergonne,  TomeVII.  p.  284)  für  die  erwähnte  zweite  Va- 
riation eine  Formel  aufgestellt,  welche  bei  Anwendung  der  jetzt  üb- 
lichen Bezeichnungsweise  in  die  folgende  übergeht: 

Durch  diese  Formel  wird  die  Frage  über  den  Eintritt  des  Mini- 
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mums  in  denjenigen  Fällen  bejahend  entschieden,  in  welchen  das  sphä- 
rische Bild  des  betrachteten  Stückes  der  Minimalfläche  auf  einer 
Halbkugelfläche  Platz  findet,  während  gleichzeitig  entweder  die  ganze 
Begrenzung  von  M  bei  der  Variation  als  fest  betrachtet  wird^,  oder 
doch  die  Theüe  der  Begrenzung,  welche  nicht  als  fest  betrachtet 
werden  sollen,  nur  auf  solchen  Cylinderflächen  varüren  dürfen,  deren 
erzeugende  Geraden  auf  der  Ebene  des  jene  Halbkugelfläche  begren- 
zenden Kreises  senkrecht  stehen.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ge- 
währt nämlich  die  Variation  nur  einer  der  drei  Coordinaten  Resultate 
von  hinreichender  Allgemeinheit. 

Hierbei  wird  selbstverständlich  vorausgesetzt,  dass  die  aus  der 
Forderung  des  Verschwindens  der  ersten  Variation  hervorgehenden 
Bedingungen  für  das  betrachtete  Flächenstück  M  erfüllt  sind.  Diese 
Voraussetzung  soll  auch  in  dem  Nachfolgenden  gemacht  werden. 

Zu  den  mit  Hülfe  der  angegebenen  Formel  zu  erledigenden  Fällen 
gehören  beispielsweise  diejenigen,  in  welchen  die  Begrenzung  aus 
vier,  ein  räumliches  Vierseit  bildenden  Kanten  eines  regelmässigen 
Tetraeders  (vergl.  Monatsbericht  vom  April  1865,  S.  149)*)  oder  aus 
acht  Kanten  eines  rectangulären  Parallelepipedons  besteht  (vergL  des 
Verfassers:  Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche,  Nachtrag, 
S.  87)**),  oder  von  zwei  Geraden  und  zwei  Ebenen  gebildet  wird, 
welche  die  in  dem  Monatsbericht  vom  Januar  d.  J.  S.  9  u.  10  ***) 
näher  beschriebene,  einer  Ger  gönne  sehen  Aufgabe  entsprechende 
gegenseitige  Lage  haben.  In  dem  letzten  Falle  ist  aber,  wenn  das 
in  der  zu  jener  Mittheilung  gehörenden  Figur  ****)  abgebildete  Flächen- 
stück 8  in  Betracht  gezogen  wird,  die  Coordinate  x  als  Function  von 
y  und  e  zu  betrachten. 

Ebenso  lässt  sich  die  erwähnte  Frage  mittelst  der  angegebenen 
Formel  entscheiden,  wenn  das  Flächenstück  M  einer  Schrauben- 
fläche angehört  und  sich  ganz  auf  einer  Seite  der  Axe  derselben 
befindet,  vorausgesetzt,  dass  die  Theile  der  Begrenzung,  welche  nicht 
ab  fest  betrachtet  werden  sollen,  an  Oberflächen  von  Rotationscylin- 
dem  gebunden  sind,  deren  Axe  mit  der  Axe  der  Schraubenfläche  zu- 
sammenfallt. 

Hierdurch    wird    zugleich    eine  Vermuthung    bestätigt,   welche 

*)  Siehe  S.  1—6  dieses  Buides. 
**)  Siehe  S.  96  dieses  Bandes. 
***)  Siehe  S.  ISl  dieses  Bandes. 
♦•*»)  Tafel  4.  Fig.  1. 


des  Flächeninhalts  von  Minimalflächenstacken.  163 

Hr.  Plateau  mit  folgenden  Worten  ausgesprochen  hat:  Je  suis  portö 
k  croire  que  rh61i90ide  gauche  k  plan  directeur  n*a  pas  de  limite  de 
stabilitä,  du  moim  lorsgu^ü  est  compris,  ä  Vetat  laminaire^  dans  un  Sy- 
steme solide  campose  d'une  portion  de  Vaxe  et  Wune  helice  rattachee  ä 
edui'Ci  par  des  portions  droites;  en  effet,  celui  que  j'ai  rßalis^  avait 
deux  spires  complites,  et  il  ^tait  parfaitement  stable.  (Sur  les  figures 
d'^quiUbre  d'une  masse  liquide  sans  pesanteur.  Xlme  Särie.  §  27.. 
M^moires    de   rAcadömie    royale   de  Belgique.    T.  XXXVII.    1868.) 

Die  Forderung,  dass  das  sphärische  Bild  des  betrachteten  Flächen- 
stiickes  ganz  auf  einer  Halbkugel  Platz  finden  müsse,  enthält  aber 
eine  Beschränkung,  welche  in  der  Natur  der  zu  beantwortenden  Frage 
nicht  begründet  ist,  und  es  gestattet  daher  jene  Formel  in  den  Fällen, 
in  welchen  die  angegebene  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  über  den  Ein- 
tritt des  Minimums  kein  Urtheil;  z.  B.  wenn  es  sich  darum  handelt, 
zu  ermitteln,  ob  die  in  dem  Monatsberichte  vom  Januar  d.  J.  auf 
S.  9*)  angegebenen  Schraubenflächen  unter  den  dort  näher  beschrie- 
benen Grrenzbedingungen  in  jedem  Falle  die  Eigenschaft  des  Minimums 
besitzen  oder  nicht. 

Es  soll  daher  in  dem  Folgenden  zunächst  die  zweite  Variation 
iPS  in  einer  andern  Form  berechnet  werden,  welche  unter  einer  ge- 
wissen Voraussetzung  ebenfalls  die  Beurtheilung  des  Vorzeichens  ge- 
stattet und  zugleich  für  eine  allgemeinere  Anwendung  geeignet  ist. 

Das  von  Hm.  Weierstrass  (Monatsberichte  1866  S.  619)  an- 
gegebene Gleichungssystem  (D) 

dx  =  SR[(l-s')gf(s)d5], 
dy  =  ^[i{l+s'ms)ds], 
de  =  ^[2s%{s)ds] 

ergibt  für  jede  Wahl  der  Function  %  (s)  eine  bestimmte  Minimalfläche, 
sobald  festgesetzt  wird,  dass  für  einen  bestimmten  Werth  der  com- 
plexen  Variabein  s  die  Coordinaten  x,  y,  z  vorgeschriebene  Werthe 
haben  soUen.  Ein  bestimmtes  Stück  M  dieser  Fläche  erhält  man,  so- 
bald die  Veränderlichkeit  von  s  auf  einen  begrenzten  Bereich  T  be- 
schrankt wird. 

Ebenso  erhält  man,  wird  ^{s)  +  b®{s)  an  die  Stelle  von  ^{s) 
gesetzt,  wo  a  eine  reelle  Veränderliche  bezeichnet,  die  nur  kleine 
Werthe  annehmen   soll,   und  ®{s)  eine   für   den  Bereich  T  erklärte 


*)  Siehe  S.  131  dieses  Bandes. 


L 
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wiUkürliclie  Function  von  s  bedeutet,  deren  Allgemeinheit  in  ange- 
messener Weise  beschränkt  ist,  unendlich  viele  dem  Flächenstücke  M 
benachbarte  Flächenstücke,  welche  ebenfalls  Minimalflächen  angehören 
und  welche  als  Variationen  des  Flächenstückes  M  angesehen  werden 
können.  Alle  diese  Minimalflächen  haben  in  entsprechenden  Punkten 
parallele  Normalen.  Bezeichnen  X,  Y,  Z  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  zu  dem  Werthe  s  gehörende  Normale  der  Fläche  mit  den 
Coordinaten-Axen  einschliesst,  so  gelten  die  Gleichungen: 


X'+Y'+Z'  =  1,     XdX  +  YdY  +  ZdZ  =  0, 
Xdx  +  Ydy  +  Zd£f  =  0, 

(dXy+(dY)^+(dZy  =  -^^, 

in  welchen  s,  die  zu  der  Variabein  s  conjugirte  complexe  Grösse  be- 
zeichnet, deren  Gebiet  ein  dem  Bereiche  T  in  Bezug  auf  die  Axe  des 
Beeilen  symmetrischer  Bereich  T^  ist. 

Bestimmt  man  nun  eine  Function  0{s)  durch  die  Bedingung,  dass 
&($)  deren  dritte  Ableitung  ist,  so  erhält  man  bei  angemessener 
Bestimmung  der  in  die  Function  G(s)  eingehenden  Constanten,  wenn 
beim  Uebergange  von  ^(s)  in  g(s)  +  «®(5)  x,y,e  in  x  +  bSz^ 
y  +  sdy,  e-\-B8z  übergehen,  aus  dem  Formelsysteme  (E)  des  Hm. 
Weierstrass  (a.  a.  0.  S.  619)  die  Gleichungen 

Sx  =  ^[{l^s')G"{s)  +  2sG'{s)-2G{s)], 
öy  =  ^[i(l+s')G\s)^2isG'is)  +  2iG{s)], 
öz  =  m[2sG''{s)'-2G'(s)], 

welche,  wenn  dx,  dy,  d^;  als  Coordinaten  eines  Punktes  gedeutet 
werden ,  eine  Minimalfläche  darstellen.  Denkt  man  sich  in  dem  dem 
Werthepaare  s,  s^  entsprechenden  Punkte  dieser  Minimalfläche  die 
Tangentialebene  construirt  und  auf  dieselbe  vom  Coordinatenanfange 
ein  Perpendikel  gefallt,  so  erhält  man,  in  Uebereinstimmung  mit  der 
von  Hrn.  Weierstrass  (a.  a.  0.  S.  624)  gegebenen  Gleichung  der 
Minimalflächen  in  Ebenencoordinaten ,  für  die  Länge  dieses  Perpen- 
dikels den  Werth 

X8x+YSy  +  Z8js  =  ^[^C^\s)^-^^G(s)\  =  2*(5,5j. 
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Die  Verschiebung  eines  beliebigen  Punktes  von  Mf  welche  den 
Coordinatenänderungen  eSXj  sSy,  €80  entspricht,  kann  in  zwei  Com- 
ponenten  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  in  die  Tangentialebene 
dieses  Punktes  fallt,  während  die  andere  auf  derselben  senkrecht 
steht.  Die  letztere  Componente,  welche  hier  allein  in  Betracht  kommt, 
besitzt  in  Folge  der  vorhergehenden  Gleichung  die  Grösse  2€^(s,5j). 

Nun  sind  aber  nicht  allein  diejenigen  Variationen  von  M  zu  be- 
trachten, welche  genau  oder  näherungsweise  wieder  Minimalflächen 
sind,  sondern  überhaupt  alle  in  Rücksicht  auf  die  Grenzbedingungen 
zulässigen  Variationen. 

Man  denke  sich  daher,  A^as  für  den  vorliegenden  Zweck  hin- 
reichend allgemein  ist,  eine  Variation  von  M  dadurch  herbeigeführt, 
dass  jeder  Punkt  in  der  Richtung  der  Normale  der  Fläche  um  die 
Grosse  S'tc(s,8j  verschoben  wird,  wo  w(SjS^)  eine  stetige  differentür- 
bare  Function  der  beiden  Argumente  s ,  s^  bedeutet ,  welche  für  jedes 
den  Bereichen  T,  T,  angehörende  Paar  conjugirter  Werthe  von  s  und 
5,  einen  reellen  Werth  hat. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich,  wenn  die  auf  die  va- 
riirte  Fläche  sich  beziehenden  Grössen  zur  Unterscheidung  mit  dar- 
über gesetzten  Strichen  bezeichnet  werden,  die  Gleichungen 

dx  =  dx  +  sd{t€*X),  dy  =  dy  +  ed{y)^Y)^  de  =  de  +  £d{W'Z) 

und,  wenn  zur  Abkürzung  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes 

dx^+dy*+dä^  =  A-ds^^+B-ds-ds^+C-ds] 
gesetzt  wird, 

C  =  2eu,%,isJ  +  ^' (~j , 

wo  3fi(«,)  die  zu  5(s)  conjugirte  Grösse  bezeichnet. 
Setzt  man  nun 

«  =  i  +  vi^     «1  =  i-vh 

so  erhält  man  für  das  Element  des  Flächeninhalts  S  den  Werth 

dS  =  \jB'^4ÄC'didfi. 
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Hieraus  folgt,  wenn  nach  Potenzen  von  s  entwickelt  wird, 

^--(i+".)"5«S.(..)rfS*,+2.-(^-^-(l|^)«*,- 

Wird  nun  zu  der  angegebenen  Voraussetzung  noch  die  Voraussetzung 
hinzugefügt,  dass  die  Integrationsbereiche  für  die  Flächeninhalte  8 
und  S  übereinstimmen,  so  ergibt  sich  die  zweite  Variation  des 
Flächeninhalts  aus  der  Gleichung 

Aus  dieser  Gleichung  geht  zunächst  hervor,  dass  die  zweite 
Variation  zwar  von  der  Gestaltung  des  sphärischen  Bildes  von 
M  abhängt,  nach  welchem  das  Gebiet,  über  das  die  Integration  zu 
erstrecken  ist,  sich  richtet,  dagegen  ganz  unabhängig  ist  von 
der  speciellen  Wahl  der  Function  5(s),  welche  die  Be- 
sonderheit der  analytischen  Minimalfläche  bedingt,  von 
welcher  M  ein  Stück  ist. 

Setzt  man  w  gleich  einer  Constanten,  d.  h.  geht  man  zu  den  be- 
nachbarten äquidistanten  Flächen  über,  so  sind  die  Ableitungen 
von  tv  gleich  Null  und  es  ist  S— S  negativ  und  zwar  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  e'w*  und  der  negativen  Grösse  des  sphärischen  Bildes 
(curvatura  integra)  von  Jf ,  ein  Satz,  welchen  Steiner  auf  anderem 
Wege  bewiesen  und  nebst  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen  im  Jahre 
1840  der  Königlichen  Akademie  mitgetheilt  hat.  (S.  Monatsbericht 
vom  April  1840  S.  118.)  Wenn  daher  die  vorgeschriebene  Begrenzung 
des  Flächenstückes  M  von  einer  Fläche  gebildet  wird,  welche  der 
geometrische  Ort  der  längs  der  Begrenzungslinie  dieses  Flächen- 
stückes construirten  Normalen  desselben  ist,  so  besitzt  das  betrach- 
tete Flächenstück  für  diese  Grenzbedingung  nicht  ein  Minimum  von 
Flächeninhalt.  Aus  demselben  Grunde  tritt  auch  in  dem  Falle,  in 
welchem  die  Begrenzung  nur  durch  Ebenen  vorgeschrieben  ist,  für 
die  Minimalflächen,  welche  diese  Ebenen  überall  rechtwinklig  treffen, 
ein  MiTiiTTmin  des  Flächeninhalts  nicht  ein.  (Vergl.  Monatsbericht  vom 
Febr.  d.  J.  S.  123.)*) 


*)  Siehe  S.  150  dieses  Bandes. 
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Wird  mit  f  eine  reelle  Function  von  |  und  ij  bezeichnet,  welche 
der  partiellen  Differentialgleichung 

ar  "^  Ö1J*  "^(i+i'+iy«)«  - " 

genügt,  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  endlich,  stetig  und  eindeutig 
ist  und  im  Innern  des  Integrationsbereiches  nicht  gleich  Null  wird, 
vorausgesetzt,  dass  eine  solche  Function  existirt,  so  gestattet  der  in 
der  Gleichung  für  d"S  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck 
folgende  Umformung: 


Vasy  "^va«y 


8w" 


/atg     fv   a»\'  ,  fdto     w  a^Y     a  /u;*  av^\    _ö_/^  a»\ 
vö6     ^  '  agy  "^vaiy     *'  ai^/ "^  ag  V"vr*  agy  "^aijW  '  ^ij/ 

In  Folge  dieser  Umformung  zerfallt  das  Doppelintegral  für  d*S 
in  zwei  wohl  zu  unterscheidende  Theile. 

Der  erste  derselben  ist  wieder  ein  über  dasselbe  Q-ebiet  zu  er- 
streckendes Doppelintegral,  welches  nur  dann  den  Werth  Null  an- 
nimmt, wenn  m;  =  c«^  gesetzt  wird,  in  jedem  andern  Falle  aber 
einen  positiven  Werth  besitzt. 

Der  zweite  Theil  ist  ein  über  den  Rand  des  Integrationsgebietes 
zu    erstreckendes    einfaches  Integral,    dessen  Element,   wenn   dl   ein 

Element  der  Begrenzungslinie   des  Integrationsgebietes  und  -^  die 

dp 

partielle  Ableitung  von  iff  genommen  in  Bezug  auf  die  Sichtung  der 
inneren  Normale  dieser  Begrenzungslinie  bezeichnet,  die  Gestalt 

tt?*    a^    „ 

^     dp 
annimmt. 

Den  bisherigen  Entwickelungen  liegt  die  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dass  das  Integrationsgebiet  für  den  Flächeninhalt  der  Variation  des 
Flächenstückes  M  mit  demjenigen  für  den  Flächeninhalt  von  M  selbst 
übereinstimmt. 

Diese  Voraussetzung  ist  aber,  wenn  die  Grenzbedingungen,  denen 
das  Fläohenstück  M  genügen  soll,  auch  eine  Flächenbegrenzung  ent- 
halten, im  Allgemeinen  nicht  erfüllt,  da  bei  dieser  Annahme  die 
Grenzen  des  Doppelintegrals,  durch  welches  jener  Flächeninhalt  aus- 
gedrückt  ist,  im  Allgemeinen  von   e  abhängen«    Es  muss  daher  für 
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diesen  Fall  zu  dem  gefundenen  Ausdrucke  für  S^S  noch  ein  Ergän- 
zungsglied hinzugefügt  werden.  Wenn  dL  ein  Element  der  Begren- 
zungslinie von  M  und  JJ*  den  Krümmungsradius  des  auf  diesem 
Elemente  senkrechten  Normalschnittes  der  begrenzenden  Fläche  be- 
zeichnet, positiv  oder  negativ  gerechnet,  jenachdem  der  Krümmungs- 
radius dem  Innern  von  M  zu-  oder  abgewandt  ist,  so  ist  dieses  Er- 
gänzungsglied  das  über  die  Begrenzung  zu  erstreckende  Integral 

Es  ergibt   sich  also   schliesslich    für    die    zweite  Variation  des 
Flächeninhalts  von  M  folgende  Grleichung 


-K 


d^         1+  SS^ 


V3(«)i5.(s.))Vdr^.. 


Wenn  nun  die  Begrenzung  von  M  als  fest  angenommen  wird,  so 
sind  nur  solche  Variationen  dieses  Flächenstückes  in  Betracht  zu 
ziehen,  bei  welchen  die  Begrenzung  nicht  geändert  wird,  die  Variation 
tv  also  längs  des  ganzen  Randes  gleich  NuU  ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  das  in  dem  Ausdrucke  für 
d^S  vorkommende  Randintegral  den  Werth  Null.  Es  sind  dann  drei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Wenn  es  eine  den  angegebenen  Bedingungen  genügende 
Function  ^  gibt ,  welche  weder  im  Innern  noch  auf  dem  Rande  des 
betrachteten  Bereiches  gleich  Null  wird,  so  hat  die  zweite  Variation 
des  Flächeninhalts  für  alle  in  Rücksicht  auf  die  Grenzbedingungen 
zulässigen  Variationen  einen  positiven  Werth  und  es  besitzt  daher 
das  betrachtete  Flächenstück  M  wirklich  ein  Minimum  von  Flächen- 
inhalt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  dahin  erweitem,  dass  der  Schluss  auf  das 
Eintreten  des  Minimums  auch  dann  noch  gestattet  ist,  wenn  eine  den 
übrigen  Bedingungen  genügende  Function  ^  bekannt  ist,  welche  zwar 
in  einzelnen  Punkten  oder  längs  einzelner  Theile  der  Begrenzung  des 
Integrationsbereiches  gleich  Null,  für  das  ganze  Innere  und  für  einen 
Theil  des  Randes  desselben  aber  von  Null  verschieden  ist. 

n.  Wenn  der  Bereich  T  so  beschaffen  ist,  dass  es  eine  Function 
if  gibt ,  welche ,  ohne  im  Innern  von  T  den  Werth  Null  anzunehmen, 
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am  ganzen  Eande  dieses  Bereiches  den  Werth  Null  hat,  so  ist  die 
Untersuchung  der  zweiten  Variation  allein  nicht  hinreichend,  um  zu 
entscheiden,  ob  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  eintritt  oder  nicht. 
Denn  wenn  t4?  =  if  gesetzt  wird,  so  wird  d^S  gleich  Null. 

Im  Allgemeinen  wird  in  diesem  Falle  ein  Minimum  nicht  ein- 
treten, weil  die  dritte  Variation 

im  Allgemeinen  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt. 

in.  Wenn  es  aber  möglich  ist,  die  angegebene  partielle  Diffe- 
rentialgleichung so  zu  integriren,  dass  die  Function  ^  am  ganzen 
Bande  eines  The il es  des  Integrationsbereiohes  gleich  Null,  im  Innern 
dieses  Theiles  aber  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  mit  Sicherheit 
behauptet  werden,  dass  für  diesen  Bereich  ein  Minimum  nicht 
eintritt,  denn  es  kann  in  diesem  Falle  die  zweite  Variation  nicht 
bloss  gleich  Null  werden,  sondern  auch  negative  Werthe  an- 
nehmen. — 

Es  kommt  daher  alles  darauf  an,  zu  untersuchen,  welcher  der 
drei  Sätze  in  einem  gegebenen  Falle  Anwendung  findet;  für  diese 
Untersuchung  lässt  sich  indess  eine  allgemeine  Regel  nicht  wohl 
aufstellen. 

Da  die  partielle  Differentialgleichung,  welcher  die  Function  ^ 
genügen  muss,  durch  die  Formel 


*  =  «N-tÄ:H 


allgemein  integrirt  wird,  da  jeder  solchen  Function  ^  eine  der  ur- 
sprünglichen Minimalfläche  unendlich  benachbarte  Minimalfläche  ent- 
spricht, welche  dieselbe  längs  der  Linie,  längs  welcher  ^  =  0  ist, 
schneidet,  und  da  die  Eigenschaft  des  Minimums  für  jeden  Bereich 
gut,  für  welchen  eine  solche  Function  ^  von  Null  verschieden  bleibt, 
80  ergibt  sich  die  vollkommene  Analogie  der  Lösung  der  hier  betrach- 
teten Aufgabe  mit  der  von  Jacobi  herrührenden  Lösung  der  ent- 
sprechenden Aufgabe,  welche  die  geodätische  Linie  auf  einer  krummen 
Fläche  betrifft;  denn  wie  in  jenem  Falle  die  Schnittpunkte  mit  un- 
endlich benachbarten  geodätischen  Linien,  so  ergeben  in  diesem  Falle 
die  Schnittlinien  mit  unendlich  benachbarten  Minimalflächen  die  ent- 
scheidenden Kriterien. 


l 
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Zur  Uiitersucliung  der  Eigenschaften  der  Integrale  der  partiellen 
Bifferentialgleicliung 


kann  dieselbe  Methode  dienen,  welche  Riemann  in  seiner  Disser- 
tation zur  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung 

angewendet  hat  und  welche  von  Hm.  Heinrich  Weber  auf  den 
Fall  der  Differentialgleichung 

ausgedehnt  worden  ist.  (Math.  Anndlen  von  Clebsch  und  Neumann, 
Bd.  1,  S.  1.) 

Setzt  man  in  der  Formel  für  ^  an  die  Stelle  von  0{s)  specieUe 
Functionen,  z.B.  s,  5(logs  +  C),  s(Ci'S^+ C,'«"^),  so  erhält  man  spe- 
cielle  Bereiche,  wie  die  Fläche  einer  Halbkugel,  einer  Kugelzone, 
eines  Sectors  einer  Kugelzone  u.'a. ,  längs  deren  Begrenzung  eine 
Function  ^  gleich  Null  werden  kann,  ohne  im  Innern  derselben  den 
Werth  Null  anzunehmen.  Jedem  Theile  eines  solchen  Bereiches 
entspricht  nach  dem  Satze  I  ein  Minimum  des  •  Flächeninhalts  des 
betreffenden  Stückes  einer  Minimalfläche. 

Bei  der  Untersuchung  der  Kugelzonen  gelangt  man  zu  denselben 
transcendenten  Gleichungen,  auf  welche  Hr.  Lindelöf  durch  die 
Untersuchung  der  zweiten  Variation  des  Flächeninhalts  von  Zonen 
der  Rotationsfläche  der  Kettenlinie  geführt  worden  ist.  (Sur  les  li- 
mites  entre  lesquelles  le  cat^noide  est  une  surface  minima.  Acta  soc. 
scient.  Fennicae,  tom.  IX.,  Helsingfors  1871.) 

Mitunter  kann  man  durch  passende  Zusammensetzung  eine  Function 
^  bilden,  mit  deren  Hülfe  entschieden  werden  kann,  welcher  der  drei 
angegebenen  Fälle  für  ein  gegebenes  Stück  einer  Minimalfläche  eintritt. 

Wenn  es  sich  z.  B.  darum  handelt,  zu  untersuchen,  ob  das  Flächen- 
stück, welches  durch  das  in  dem  Monatsbericht  vom  April  1866  auf 
S.  162  beschriebene  Modell  n"*")  veranschaulicht  wird,  innerhalb  des 


*)  Siehe  S.  4  dieses  Bandes  und  die  Figur  auf  Tafel  2. 
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als  fest  gedachten  die  Begrenzung  bildenden  Zwölfseits  ein  Mininrnm 
von  Flächeninhalt  besitzt,  so  entspricht  bei  geeigneter  Wahl  des 
Coordinatensystems ,  auf  welches  dieses  Flächenstuck  bezogen  wird, 
wenn  man  8  =  r (cos  (p+i  sin.  q>)  setzt,  die  Function 

den  Bedingungen  des  ersten  der  obigen  drei  Sätze,  vorausgesetzt, 
dass  dem  Coefficienten  y  ein  positiver  Werth  von  hinreichender  Elein- 
heit  beigelegt  wird.  — 


Die  entwickelte  allgemeine  Formel  für  d^8  soll  nun  zur  Beant- 
wortung folgender  Frage  benutzt  werden. 

Unter  welchen  Bedingungen  besitzt  der  von  zwei  geraden  Strecken 

und  von  zwei  Schraubenlinien  begrenzte,   einfach  zusammenhängende 

Theü    der    Schraubenfläche    x  +  ytg£f  =  0,    welcher    zwischen    den 

Ebenen 

£f  =  —aar  =  —  |£r    und    jer  =  +««  ==  +^H 

und  zugleich  innerhalb  der  Cylinderfläche  a?*+y'  =  B"  liegt,  ein  Mi- 
nimum von  Flächeninhalt?  und  zwar 

erstens  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  ganze  Begrenzung 
desselben  als  fest  betrachtet  werden  soll, 

zweitens  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  beiden  ge- 
raden Strecken  der  Begrenzung  als  fest  betrachtet  werden,  während 
die  beiden  andern  Begrenzungstheile  auf  der  Cylinderfläche  variiren 
dürfen. 

Aus  den  Formeln  (D)  des  Hm.  Weierstrass  ergibt  sich  die 
Schraubenfläche  x  +  ytga  «=  0,  wenn  man 

setzt  und  die  Bedingung  stellt,  dass  die  fünf  Variabein  Qj  tp,  x,  y,  e 
gleichzeitig  den  Werth  Null  annehmen  sollen;  das  betrachtete  Stück 
der  Schraubenfläche  erhält  man,  wenn  man  die  Veränderlichkeit  der 
Variabein  q  und  9  auf  die  Gebiete 

beschränkt,  wo  ^  den  Werth  log(jR  + ^l+ü*)  bezeichnet,  also 
B  =  J  (c^- 1^)  ist. 

Beliwftrs,  6«MiBiii«lt«  Abluuidliuigttii.  I.  11 


V 
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Man  setze  G{s)  =  «(s*— 5"*),  wo  A  =  ^  zu  wählen  ist,    so  er- 


gibt sich 


wenn 


tb  =      n       z^  COS  Iw , 


gesetzt  wird. 

Die  Function   U  genügt  den  Gleichungen 

dU 


?7(-(^,A)  =  ü{q,X), 


dQ 


=  (A«-^l)(c^?-e-^)(c^  +  e-^); 


für  wachsende  positive  Werthe  von  q  nimmt  daher  diese  Function 
beständig  zu,  wenn  A  grösser  als  1  ist,  dagegen  beständig  ab,  wenn 
A  kleiner  als  1  ist,  während  dieselbe,  wenn  A  gleich  1  ist,  den  con- 
stanten  Werth  4  hat. 

Wird  nun  erstens  die  ganze  Begrenzung  als  fest  angesehen 
und  ist  a  gleich  ^  oder  kleiner  als  ^ ,  d.  h.  ist  die  Höhe  H  des  be- 
trachteten Flächenstückes  gleich  der  Höhe  eines  halben  Schrauben- 
ganges  oder  kleiner,  so  nimmt  die  Function  tif  innerhalb  des  zu  be- 
trachtenden Bereiches  nur  positive  Werthe  an,  und  es  besitzt  daher 
in  diesem  Falle  das  betrachtete  Flächenstück  für  jeden  Werth  von  It 
ein  Minimum  von  Flächeninhalt.  Dieses  ergibt  sich  übrigens  auch 
daraus ,  dass  das  sphärische  Bild  desselben  in  diesem  Falle  ganz  auf 
einer  Halbkugelfläche  Platz  findet. 

Ist  hingegen  a  grösser  als  ^,  also  A  =  -^^  kleiner  als  1,  so  gibt 
es  jedesmal  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  q  ,  für  welche 
U{q  ,  A)  gleich  Null  wird.  Es  gibt  also  in  diesem  Falle  eine  Grenze 
ß^j  unterhalb  welcher  ß,  und  also  auch  eine  Grenze  -B^,  unterhalb 
welcher  R  liegen  muss,  damit  auf  das  betrachtete  Flächenstück  der 
Satz  I  Anwendung  finde. 

Für  einige  Werthe  von  a  enthält  die  folgende  kleine  Tabelle  die 
zugehörenden  Grenzwerthe  für  R  und  für  das  Verhältniss  des  Cy- 
linderdurchmessers  zur  Höhe  eines  Schraubenganges. 


a 

A  =  ^ 

Ro 

R^.x 

h 

1 

00 

00 

i 

f 

2 

0,63662 

1 

4 

Vä 

0,55133 

1 

i 

[i(V3+l)]* 

0,60820 

oo 

0 

1,50888 

0,48029 
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Wenn  nämlich  a  von  ^  bis  +00  wächst,  so  nimmt  die  einzige 
positive  Wurzel  ß^  der  Gleichung  U{ßQ,X)  =  0  beständig  ab  und 
zwar  bis  zu  einem  Werthe  b  =  1,1996786-  •  •,  welcher  der  Gleichung 

(e*  +  e-*)-6(e*_e-*)  =  0 

genügt;  diesem  Werthe  entspricht  B^  =  1,50888. 

Aus  der  vorangegangenen  Untersuchung  folgt  also: 

Das  betrachtete  Stück  der  Schraubenfläche  besitzt  innerhalb 
seiner  Begrenzung  ein  Minimum  des  Flächeninhalts,  wenn  ü(ß,-^) 
positiv  ist. 

In  dem  Grenzfalle  U{ß,^)  =  0  ergibt  sich  für  w?  =  ^  *»S  =  0, 
d^S  =  0.  Die  Entscheidung  der  Frage,  ob  in  diesem  Falle  ein  Mi- 
nimum eintritt  oder  nicht,  erfordert  daher  die  Prüfung  der  vierten 
Variation  für  die  Annahme  «?  =  ^. 

Ist  U[ß,  1^)  negativ,  so  besitzt  das  betrachtete  Flächen- 
stück innerhalb  seiner  Begrenzung  nicht  ein  Minimum  von  Flächen- 
inhalt. — 

Wenn  zweitens  nur  die  beiden  geraden  Strecken  der  Be- 
grenzung als  fest  angesehen  werden ,  während  die  T^eiden  andern  Be- 
grenzungstheile  auf  der  Cylinderfläche  x^+y^  =  IP  varüren  dürfen, 
so  ist  die  Variation  w  nur  für  9?  ^  ±  «jt ,  nicht  aber  für  9  =  ±  ^ 
gleich  Null  zu  setzen.  Die  Bedingung,  dass  U(^ßj-^)  positiv  sei,  ist 
in  diesem  Falle  für  das  Eintreten  des  Minimums  zwar  nothwendig, 
aber  nicht  hinreichend. 

Es  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 


l 


=  (+'^" 


1     dilf 


+ 


_fi-/»\y(?=±i»)''^'' 


ö(>       (ei'  +  c-^)(c'*-e-'') 

-'•■T^^p-üTßTJ:)-^''' 


«•5  = 


d<p  '    ijf     d<p 


—  «71        — ß 


-X*- 


^     dp 

eP-e-i»'    U{ß,X) 


]-( 


-)  \äQd^- 


e^'  +  e 


r^ 


— an 


[w*iß;,p)+w'{-ß;<p)]d<p. 


11 
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Setzt  man  nun  A  =  —-  und  i«;  =  ^ ,   so   ist  tf •  S  positiv ,   gleich 

Null,  oder  negativ,  jenachdem  U{j^,2a)  negativ,  gleich  Null,  oder 
positiv  ist.  Umgekehrt:  das  betrachtete  Stück  der  Schraubenfläche 
besitzt  ein  Minimum  von  Flächeninhalt,  wenn  ^^^(^7  2«)  negativ  ist. 

In  dem  Grenzfalle  U(J^,2a)  =  0  ist,  da  für  die  Annahme 
to  =:  tff  auch  d^S  gleich  Null  wird,  die  Untersuchung  der  vierten 
Variation  erforderlich,  um  zu  entscheiden,  ob  ein  Minimum  eintritt 
oder  nicht. 

Wenn  a  gleich  ^  oder  grösser  als  J  ist,  so  ist  die  Function 
Ul-^j2aj  für  jeden  reellen  Werth  von  ß  positiv;  mit  anderen 
Worten:  ist  die  Hohe  H  des  betrachteten  Flächenstückes  gleich  der 
Höhe  eines  halben  Schraubenganges  oder  grösser,  so  besitzt  dasselbe 
unter  den  angegebenen  G-renzbedingungen  nicht  ein  Minimum  von 
Flächeninhalt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  in  dem  Monatsbericht  vom  Januar  d.  J. 
auf  S.  9  angegebenen  Schraubenflächen  *) ,  sobald  der  ganzen  Zahl  n 
ein  von  0  und  —1  verschiedener  Werth  beigelegt  wird,  unter  den 
daselbst  angegebenen  Grenzbedingungen  ein  Minimum  von  Flächen- 
inhalt nicht  besitzen. 

Ist  hingegen  a  kleiner  als  J ,  mithin  A  =  -^^  grösser  als  1,  d.  h. 
enthält  das  betrachtete  Flächenstück  weniger  als  einen  halben  Schrauben- 
gang, so  nimmt  die  Function  Ü{ßXy  -};)  für  wachsende  positive  Werthe 
von  ß  beständig  ab  und  wird,  sobald  ß  einen  gewissen  Werth  ß'^  über- 
schritten hat,  negativ.  Wenn  daher  R  grösser  ist  als  ein  durch 
die  Gleichungen 

von  a  abhängender  Grenzwerth  -RJ,   welcher  nebst  dem  Verhältnisse 
H:2Rl  für  einige  Werthe  von  cc  aus  der  Tabelle: 


*)  Siebe  S.  132  dieses  Bandes. 
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a 


«•360» 


k  = 


2« 


Ä 


H'.%ie. 


i 


* 


0 


180» 


i2(y 


90» 


60" 


()• 


I 


00 


oo 


iV^v'ä-i 


0 


0 


29r 

2v¥ 


aVv^ä— 1 
2 . 1,1996786 


=  0,93664 
=  1,11072 


=  1,22393 


=  1,30935 


entnommen  werden  kann,  so  besitzt  das  betrachtete  Flächenstück  ein 
Minimum  von  Flächeninhalt. 

Aus  der  vorstehenden  Tabelle  ergibt  sich ,  dass  die  auf  S.  9  des 
Monatsberichts  vom  Januar  d.  J.  *)  angegebenen  Schraubenflächen, 
für  welche,  wenn  2n+l  =  ±1  gesetzt  wird,  die  hier  mit  a  bezeich- 
nete Grösse  den  Werth  \  hat,  unter  den  daselbst  angegebenen  Grenz- 
bedingungen ein  Minimum  des  Flächeninhalts  besitzen,  wenn  R  grösser 
als  \>J2  ist,  dass  dieses  aber  nicht  der  Fall  ist,  wenn  R  kleiner  als 
\s/2  ist. 

Wenn  man  an  die  Stelle  von  x,y ^  e^  R  beziehlich  A~*j?',  A"*y', 
A^V,  A"*2J'  setzt  und  hierauf  zur  Grenze  A  =  oo  übergeht,  so  tritt 
an  die  Stelle  des  betrachteten  Stückes  der  Schraubenfläche  die  Fläche 
eines  ebenen  Rechteckes 


«'=0,     y"^B", 


0 


'% 


(4«)'- 


Die  beiden  Seiten  x'  =  0,  /  ==i  ±  ^ä  dieses  Rechteckes  werden  als 
fest  betrachtet,  die  beiden  andern  Theile  der  Begrenzungslinie  dürfen 
auf  der  Cylinderfläche  x'*+y'*  =  R'^  varüren. 

Ist  R'  grösser  als  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


also  grösser  als  6  =  1,1996786  •  • ,  so  besitzt  jenes  ebene  Flächen- 
stück ein  Minimum  von  Flächeninhalt,  ist.  dagegen  R'  kleiner  als  diese 
Wurzel,  so  gibt  es  benachbarte,  denselben  Grenzbedingungen  genügende 


*)  Siehe  S.  132  dieses  Bandes. 
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Flächenstöcke ,   welche  einen   noch   kleineren.  Flächeninhalt  als  jenes 
Rechteck  haben. 

Dieses  Resultat  kann  man  auch  auf  anderem  Wege  direct  her- 
leiten ,  indem  man  an  die  Stelle  der  Ebene  x'  :=  0  eine  die  beiden 
Geraden  a;'=  0,  /  ==  ±  ^jr  enthaltende  Fläche  x'  =  S'to{y',/) 
setzt,  eine  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  von  den  beiden  Geraden 
und  von  der  Cylinderfläche  a:'*+y''  =  R*  begrenzten  Stückes  dieser 
Fläche  aufstellt  und  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  s  entwickelt. 
An  die  Stelle  der  Function  ^  in  den  bisherigen  Entwickelungen  tritt 
die  Function 

Setzt  man  R  =  b  und  to  =  tlf',  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 
d^S  =  0,  d*iS  =  0,  während  S*S  einen  negativen  Werth  erhält. 
In  diesem  Falle  tritt  also  auch  an  der  Grenze  ein  Minimum  des 
Flächeninhalts  nicht  ein.  — 

Die  gewonnenen  Untersuchungsergebnisse  sind  einer  interessanten 
Veranschaulichung  fähig. 

Wenn  man  auf  experimentellem  Wege  mittelst  der  PI ate  an- 
sehen Glycerinseifenflüssigkeit  und  geeigneter  Vorrichtungen  eine 
Seifenwasserlamelle  herstellt,  welche  einem  den  in  Betracht  gezogenen 
Grenzbedingungen  genügenden  Stücke  einer  Minimalfläche  entspricht, 
so  wird  diese  Lamelle  sich  nur  dann  im  Zustande  der  Stabilität  be- 
finden, wenn  das  betrachtete  Flächenstück  im  mathematischen  Sinne 
unter  Voraussetzung  jener  Grenzbedingungen  wirklich  ein  Minimum 
von  Flächeninhalt  besitzt.  Wenn  es  daher  irgendwie  gelungen  ist, 
durch  eine  Seifenwasserlamelle  für  einen  Moment  ein  Minimalflächen- 
stück  zu  realisiren ,  welchem  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  nicht 
zukommt,  so  wird  sich  dieser  Umstand  dadurch  zu  erkennen  geben, 
dass  jene  Lamelle  in  der  Lage,  in  welcher  sie  sich  in  jenem  Momente 
befindet,  nicht  zur  Ruhe  gelangt,  sondern  sich  von  derselben  aUmählig 
immer  mehr  entfernt,  bis  sie  eine  von  der  ursprünglichen  Gestalt 
vielleicht  sehr  verschiedene  stabile  Gleichgewichtsgestalt  erlangt  hat. 

Ist  hierbei  die  Vorrichtung,  welche  die  Seifenwasserlamelle  den 
Grenzbedingungen  anpasst ,  so  beschaffen ,  dass  ein  Theil  derselben 
beweglich  ist,  entsprechend  einem  in  den  Grenzbedingungen  enthal- 
tenen Parameter,  so  lässt  sich  die  Grenze,  bei  welcher  die  Stabilität 
aufhört,  auf  experimentellem  Wege  ermitteln.  Für  den  Fall  einer 
Zone  der  durch  Rotation  einer  Kettenlinie  um  ihre  Directrix  entste- 


des  Flächeninbalts  von  Minimalflächenstücken.  167 

henden  Fläche  hat  bekanntlich  Hr.  Plateau  eine  solche  Unter- 
suchung wirklich  ausgeführt.  (Surles  figures  d'^quilibre  d'une  masse 
liquide  sans  pesanteur.  Vme  Sörie.  §  2,  3,  11,  15.  Vllme  Serie. 
§  21,  22.  Xme  S6rie.  §  29.  Wegen  allgemeiner  hierher  gehörender 
Bemerkungen  vgl.  XTme  Sörie  §  33,  34.  M^moires  de  l'Acadömie 
royale  de  Belgique.  T.  XXXIII— XXXVn.  1860—68.)  Durch  Ver- 
gleichung  mit  dem  theoretischen  Ergebnisse  erhält  man  ein  Urtheil 
über  das  Mass  der  grösseren  oder  geringeren  Genauigkeit,  mit  der  es 
gelungen  ist,  den  mathematischen  Bedingungen  durch  das  Experiment 
zu  entsprechen. 

Bei  den  Experimenten,  welche  ich  angestellt  habe,  entspricht  der 
Cylinderfläche  x*+y*  =  J2*  ein  Glascylinder ,  die  beiden  geraden 
Strecken  der  Begrenzung  werden  durch  zwei  Drähte  von  der  Länge 
des  inneren  Cylinderdurchmessers  vertreten,  welche  durch  passende 
Führungen  in  einer  zur  Cylinderfläche  senkrechten  Lage  erhalten 
werden.  Wird  der  Apparat  in  die  Flüssigkeit  getaucht  und  wieder 
herausgezogen,  so  zeigen  sich  bei  Anwendung  geeigneter  Vorsichts- 
massregeln die  beiden  Drähte  durch  eine  die  innere  Cylinderwandung 
rechtwinklig  treffende  Lamelle  mit  einander  verbunden,  welche  die 
Gestalt  der  Fläche  eines  ebenen  Rechteckes  oder  eines  Theiles  einer 
Schraubenfläche  besitzt,  jenachdem  die  beiden  Drähte  parallel  einge- 
stellt sind  oder  nicht.  Durch  Aenderung  des  Abstandes  der  beiden 
Drähte  und  des  Winkels,  den  dieselben  mit  einander  bilden,  können 
dem  Verhältnisse  H:2R  und  der  Grösse  a  verschiedene  Werthe  bei- 
gelegt werden.  Wenn  die  Stabilitätsgrenze  überschritten  wird,  so 
degenerirt  die  erwähnte  Lamelle  in  zwei  ebene  halbkreisförmige  La- 
mellen, welche  je  einen  der  beiden  Drähte  mit  der  inneren  Cylinder- 
wandung verbinden.  Sowohl  wenn  a  gleich  0,  als  auch  wenn  a  gleich 
J  gesetzt  wurde,  ergab  sich  zwischen  den  auf  experimentellem  Wege 
bestimmten  Stabilitätsgrenzen  für  das  Verhältniss  H:2R  und  den 
theoretischen  Werthen  der  obigen  Tabelle  eine  befriedigende  Ueber- 
einstimmung ;  genauere  Messungen  anzustellen  muss  ich  Physikern  über- 
lassen. 


Miscellen  aus  dem  Gebiete  der  Minimalflächen. 


Zuerst  im  XIZ.  Jahrguge  der  Yierteljahnschrift  der  Natorforsohenden  Geeellscliaft  in  Zürich, 
S.  248—271,  yeröffentlicht.  Ein  zweiter,  einige  Aendemngen  enthaltender  Abdruck  eredüen  in 
80.  Bande  des  Journals  fttr  reine  und  angewandte  Mathematik,  8.  280—800. 

Die  Variationsrechnung  zeigt,  dass  dasjenige  Flächenstück,  welches 
unter  allen  von  derselben  Kandlinie  begrenzten  Flächenstücken  mög- 
lichst kleinen  Flächeninhalt  hat,  in  jedem  seiner  Punkte  gleich  grosse 
und  entgegengesetzt  gerichtete  Hauptkrümmungsradien  besitzen  muss. 
Da  nun  auch  umgekehrt  allen  Flächen,  deren  mittlere  Ej*ümmung  in 
jedem  ihrer  Punkte  gleich  Null  ist,  die  Eigenschaft  zukommt,  dass 
sich  Stücke  derselben  abgrenzen  lassen,  welche  unter  allen  je  von 
denselben  Randlinien  begrenzten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächen- 
inhalt besitzen,  so  werden  die  in  Rede  stehenden  Flächen  überhaupt 
Flächen  kleinsten  Flächeninhalts  oder  kurz  Mini  mal  flächen  ge- 
nannt. Die  Titel  einer  grossen  Anzahl  von  Abhandlungen,  welche 
sich  auf  diese  Flächen  beziehen,  findet  man,  zumeist  mit  einer  mehr 
oder  weniger  ausführlichen  Inhaltsangabe  in  den  Einleitungen  der 
beiden  Schriften: 

;, lieber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begren- 
zung,^ Eine  Abhandlung  von  Beruh a.rd  Riemann.  Bear- 
beitet von  K.  Hattendorff.  13.  Bd.  der  Abhandlungen  der 
Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  1867. 
;, Sülle  proprietä  generali  delle  superficie  d'area  minima.^  Mem. 
del  prof.  E.  Beltrami.  Memorie  dell' Accademia  delle  Scienze 
deir  Istituto  di  Bologna.  Serie  2.  Tomo  VII.  1868. 
und  in  den  beiden  Werken: 

Todhunter,   History  of  the  Progress   of  the  Calculus  of  Va- 
riations,  Cambridge  and  London,  1861. 


Miscellen  aus  dem  Gebiete  der  Minimalfläcben.  169 

J.  Platean,   Statique  expärimentale   et  theorique  des  Liquides, 

Gand  et  Leipzig ,  1873. 
angeführt,  auf  welche  hier  verwiesen  wird. 

Der  umstand,  dass  die  Bedingung  für  das  Eintreten  des  stabilen 
Gleichgewichtszustandes  einer  flüssigen  Lamelle,  auf  welche  äussere 
Kräfte  nur  längs  des  Randes  einwirken,  übereinstimmt  mit  der  Be- 
dingung, dass  diese  Lamelle  innerhalb  der  Begrenzung,  an  welcher 
sie  adhärirt,  ein  Minimum  von  Oberfläche  besitze,  ist  von  Herrn 
Plateau  mit  glücklichstem  Erfolge  dazu  benutzt  worden,  um  Stücke 
von  Minimalflächen ,  deren  Begrenzung  in  mannigfaltiger  Weise  vor- 
geschrieben werden  kann,  auf  physikalischem  Wege  zur  Anschauung 
zu  bringen.  Die  grosse  Vergänglichkeit  der  aus  gewöhnlichem  Seifen- 
wasser gebildeten  Lamellen  legte  den  Wunsch  nahe,  zu  dem  angege- 
benen Zwecke  eine  Flüssigkeit  benutzen  zu  können ,  deren  Lamellen 
längere  Zeit  andauern.  Dieser  Forderung  entspricht  in  hohem  Grade 
eine  Flüssigkeit,  welche  Herr  Plateau  bereiten  gelehrt  hat  und 
welche  unter  dem  Namen  des  Plateau  sehen  Glycerinseifenwassers 
bekannt  ist;  mittelst  desselben  gelingt  es  auf  die  einfachste  Weise, 
Stücke  von  Minimalflächen  durch  flüssige  Lamellen  zur  Anschauung 
zu  bringen,  welche  unter  günstigen  Umständen  stundenlang  andauern. 

Besonderen  Anspruch  auf  Dank  hat  Herr  Plateau  sich  neuer- 
dings auch  dadurch  erworben,  dass  derselbe  seine  zahlreichen  Unter- 
suchungen über  den  Gleichgewichtszustand  der  Flüssigkeiten,  die 
Früchte  jahrelanger  vom  schönsten  Erfolge  gekrönter  Forschungen,  in 
Verbindung  mit  einer  eingehenden  Würdigung  der  einschlägigen  Ar- 
beiten anderer  Physiker  und  Mathematiker,  gesammelt  in  zwei  Bänden 
unter  dem  oben  angeführten  Titel,  allen  denen  leicht  zugänglich  ge- 
macht hat,  welche  nicht  die  Gelegenheit  haben,  diese  inhaltreichen 
Abhandlungen  aus  den  Schriften  der  belgischen  Akademie,  in  welchen 
sie  zuerst  veröffentlicht  worden  sind,  kennen  zu  lernen. 

Die  Mittheilung  der  vorliegenden  MisceUen  geht  aus  dem  Wunsche 
hervor,  zur  Verbreitung  des  Interesses  für  die  in  so  mannigfacher 
Beziehung  merkwürdigen  Minimalflächen  etwas  beizutragen.  Herr 
W.Fiedler  erwies  dem  Verfasser  die  Ehre,  der  jüngst  erschienenen 
zweiten  Auflage  der  deutschen  Ausgabe  der  Analytischen  Geometrie 
des  Baumes  von  George  Salmon  einen  Auszug  aus  dem  Folgenden 
als  Anhang  beizugeben. 

I. 

Einen  wichtigen*  Schritt  zur  Erforschung  geometrischer  Eigen- 
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Schäften  der  Minimalflächen  that  Herr  Ossi  an  Bonnet  (siehe  dessen 
Abhandlung :  Liouvilles  Journal,  2.  Sörie,  Tome  V.  p.  221—252,  1860), 
indem  derselbe  die  bekannte  durch  parallele  Normalen  vermittelte 
Beziehung  der  Punkte  einer  krummen  Fläche  zu  den  Punkten  einer 
Kugelfläche  vom  Radius  1  der  Untersuchung  der  Minimalflächen  zu 
Grunde  legte.  Es  ergab  sich  hierbei  (1.  c.  p.  227,  Formel  53)  das 
.  folgenreiche  Resultat ,  dass  das  Quadrat  des  Linienelementes  einer 
Minimalfläche  an  jeder  Stelle  dem  Quadrate  des  entsprechenden  Linien- 
elementes der  Kugelfläche  proportional  ist.  Herr  Ossian  Bonnet 
zog  hieraus  den  Schluss,  dass  die  den  Meridianen  und  Parallelkreisen 
der  Kugelfläche  entsprechenden  Linien  einer  Minimalfläche  sich  nicht 
nur  stets  rechtwinklig  schneiden,  wie  bereits  Herr  Minding  im 
Jahre  1849  gefunden  hatte  (Journal  für  Mathematik,  Bd.  44,  S.  70), 
sondern  dass  dieselben,  was  noch  mehr  besagt,  ein  System  sogenannter 
isometrischer  Linien  bilden,  d.  h.  solcher  Linien,  welche  die  Fläche  in 
unendlich  kleine  Quadrate  zu  theilen  vermögen,  —  und  dass  überhaupt 
jedem  Systeme  von  isometrischen  Linien  auf  der  Kugelfläche  ein 
System  isometrischer  Linien  auf  der  Minimalfläche  entspricht.  Nun 
ist  aber  mit  jedem  Curvensystem  auf  einer  Fläche,  welches  dieselbe 
in  unendlich  kleine  Quadrate  zu  theilen  vermag  (vergl.  Liouvilles 
Journal,  Tome  Xu.  p.  294,  1847),  eine  conforme  Abbildung  dieser 
Fläche  auf  eine  Ebene  verbunden ,  bei  welcher  jeder  von  den  beiden 
das  Curvensystem  bildenden  Schaaren  von  Curven  auf  der  Fläche 
eine  Schaar  paralleler  G-eraden  in  der  Ebene  entspricht.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Gaussische  Auflösung  der  Aufgabe:  die  Theile  einer 
gegebenen  Fläche  auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  conform,  d.  h. 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich ,  abzubilden ,  enthält  daher  die  von 
Herrn  Ossian  Bonnet  gegebene  Formel  nicht  allein  den  Satz,  dass 
bei  der  durch  parallele  Normalen  vermittelten  Zuordnung  der  Punkte 
einer  Minimalfläche  und  einer  Kugelfläche  entsprechende  Linienele- 
mente an  jeder  Stelle  einander  proportional  sind,  sondern  auch  den 
Satz,  dass  durch  die  erwähnte  Zuordnung  jede  der  beiden  Flächen 
auf  die  andere  conform  abgebildet  wird.  Denn  nach  dem  Ergebnisse 
der  Gaussischen  Untersuchung  sind  diese  beiden  Sätze  vollkommen 
äquivalent  und  jeder  derselben  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes, 
welcher  in  der  erwähnten  0  s  s  i  a  n  Bonn  et  sehen  Formel  seinen  ana- 
lytischen Ausdruck  findet. 

Man  kann   den  angeführten  und  einige   andere  allgemeine  Sätze, 
welche  Minimalflächen  betreffen,   auf  einfache  Weise  ableiten,   indem 
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man  die  unabhängigen  Variablen  p,  gr,  als  deren  Tunctionen  die  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  jsf  eines  Punktes  der  Minimalfläche  be- 
trachtet werden,  so  wählt,  dass  die  Curven  p  =  const.  mit  der  einen, 
die  Curven  q  =  const.  mit  der  anderen  Schaar  der  Krümmungslinien 
der  Fläche  zusammenfallen.  Bezeichnen  X,  Y,  Z  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  diejenige  Richtung  der  Normale  der  Minimalfläche  in 
dem  Punkte  x,  y,  z  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  welche  mit  der 
Richtung  des  der  Krümmungslinie  p  =  const.  angehörenden  Haupt- 
krümmungsradius Q  der  Fläche  in  diesem  Punkte  zusammenfällt,  so 
erhält  man  in  Folge  des  Parallelismus  des  Elementes  einer  Krümmungs- 
linie und  seines  sphärischen  Bildes  und  des  bekannten  Verhältnisses 
der  Längen  beider  (vergl.  einen  Aufsatz  von  Rodrigues,  Correspon- 
dance  sur  TEcole  polytechnique,  vol.  in.  p.  162,  1815,  und  einen  Auf- 
satz des  Herrn  "Weingarten,  Journal  für  Mathematik ,  Bd.  62, 
S.  160—165,  1862) 


^^  =  Kll^^-^^«)^ 


Setzt  man  hierauf 


dp  dq 

/ÖX\'      /äFN«      /ÖZV         „ 

\.-d^)+y-di)+y-di)  =^' 

dX    dT      dY    dY  ,   dZ    dZ         „ 
dp     dq        dp     dq       dp     dq  ' 

(f)'-(if)'-(f)"=«. 

so  ist  wegen  der  Orthogonalität  der  Curven  p  =  const.  und  q  =  const. 
J*  =  0,  und  man  erhält,  wenn  dl  die  Länge  eines  Linienelementes 
der  Minimalfläche ,  dL  die  Länge  des  entsprechenden  Linienelementes 
der  Kugelfläche  X*+Y*+Z*  =  1  bezeichnet, 

dP  =  {dxy+(dyy+(dsy  =  Q\Edp'+Gd^)  = 

=  Q'[{dxy+(dYy+{dzy]  =  Q^du. 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  bei  der  durch  parallele  Normalen 
vermittelten  Beziehung  der  Punkte  einer  Minimalfläche  zu  den  Punkten 
einer  Kugelfläche  vom  Radius  1  die  erstere  auf  die  letztere  conform 
abgebildet  wird  und  dass  hierbei  die  lineare  Vergrösserung  an  jeder 
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einzelnen  Stelle  dem  reciproken  Werthe  des  Hauptkrämmnngsradins 
gleich  ist.  Weil  die  Ausdrücke  für  dx,  dy^  de  vollständige  Differen- 
tiale sein  müssen,  so  müssen  dieselben  der  bekannten  Integrabilitäts- 
bedingung  genügen.  Stellt  man  diese  Bedingung  für  die  drei  Aus- 
drücke auf,  so  erhält  man  mit  leichter  Mühe  die  Gleichungen 

Hieraus  folgt,  dass  qE  eine  Function  von  p  allein,  qO  eine  Function 
von  q  allein  ist.    Führt  man  daher  mittelst  der  Gleichungen 

dp^  =  SJoEdp,      dq^  =  sJoGdq 

zwei  neue  Variable  ein  und  wählt  diese  zu  unabhängigen  Variablen, 
bezeichnet  dieselben  auch  der  Einfachheit  halber  wieder  mit  p ,  g ,  so 
hat  man  zu  setzen 

E=  G  =  —,      dP  =  9(dp'+dq'),       dU  =  .^!±^. 

9  Q 

Hieraus  ergibt  sich  der  von  Herrn  Ossian  Bonnet  zuerst  ausge- 
sprochene Satz  (Comptes  rendus  18B3 ,  Tome  37.  p.  532 ) ,  dass  eine 
Minimalfläche  durch  ihre  beiden  Schaaren  von  Krümmungslinien  in 
unendlich  kleine  Quadrate  getheilt  werden  kann,  oder  mit  anderen 
Worten:  Jede  Minimalfläche  kann  in  der  Art  auf  eine  Ebene  conform 
abgebildet  werden,  dass  den  beiden  Schaaren  Krümmungslinien  zwei 
Schaaren  von  parallelen  Geraden  (p  =  const.,  q  =  const.)  entsprechen, 
und  zwar  ist  das  Vergrösserungsverhältniss  bei  dieser  Abbildung  der 
Quadratwurzel  aus  der  Länge  des  HaiiptkrümmuDgsradius  in  dem  be- 
trachteten Punkte  der  Minimalfläche  umgekehrt  proportional.  Bei 
dieser  Abbildung  entspricht  zugleich  jeder  Asymptotenlinie  der  Mini- 
malfläche, welche  die  Schaar  der  Krümmungslinien  unter  46^  schneidet, 
und  überhaupt  jeder  isogonalen  Trajectorie  der  Krümmungslinien  eine 
gerade  Linie.  Man  kann  den  obigen  Satz  auch  aussprechen  wie  folgt : 
Der  Abstand  zweier  unendlich  benachbarten  Krümmungslinien  einer 
Minimalfläche  ist  überall  der  Quadratwurzel  aus  dem  Hauptkrümmungs- 
radius der  Minimalfläche  direct  proportional. 

II. 

Führt  man  nun  mit  Herrn  Weierstrass  (Monatsberichte  der 
Berliner  Akademie  1866,  S.  618)  die  complexen  Grössen 
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X+Ti  X-Yi 

=  Ä,      -^ — ^  =  s. 


1-Z  '        1-Z 

als  neue  Variable  ein,  von  welchen  die  erate  durch  einen  Punkt  der 
ZF-Ebene  geometrisch  dargestellt  wird,  welcher  bei  der  stereographi- 
schen Projection  der  Kugelfläche  vom  Punkte  X  =  0,  Y==0,  Z=l 
aus  auf  die  Aequatorebene  Z  =  0  dem  Punkte  X,  Z,  Z  der  Eugel 
entspricht,  so  erhalt  man 

TT  —   ^  +  ^1  Y L    ^""^1  7  „  g^i-l 

^  ■"  ss,+l '       ^  ~    i'  ss,+l  '  ss,+  l' 

iäxyHäTYHäzy  =  j^^f  ^  ^^ 

Da  nun  dS'ds^  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes  in  der 
Ebene  bedeutet ,  deren  Punkte  die  complexe  Grösse  s  geometrisch  dar- 
stellen, und  da  die  Länge  dieses  Linienelementes  der  Länge  des 
Linienelementes  in  der  Ebene  der  complexen  Grosse  p  +  qi  propor- 
tional ist,  wie  die  vorstehende  Gleichung  lehrt,  so  ist  jede  der  beiden 
Ebenen  eine  conforme  Abbildung  der  anderen,  also  ist  die  complexe 
Grösse  s  entweder  eine  Function  des  complexen  Argumentes  ff  =  p-^qi^ 
oder  des  complexen  Argumentes  6^  =>  j)— -$i.  Man  kann  also,  indem 
man  nöthigenfalls  q  mit  —  g  vertauscht,  allgemein 

setzen,  wo  f  und  /",  zwei  conjugirte  analytische  Functionen  bezeichnen. 
Druckt  man  alle  übrigen  Grössen  durch  die  Grössen  s^  s^y  6^  6^  aus, 
80  erhalt  man 

^-t(i-'>(^)'*4('-:>(|^>.' 
*-t<i+'')(^)"*-t(i+':'(^)"*.. 


d»  » 


T*(^J*'+         T*>(^J*'- 


(Vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Enneper,  Zeitschrifb  für  Mathe- 
matik 1864,  Band  IX,  S.  107.)    Betrachtet  man  nun  s  und  s^  als  un- 
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abhängige   Variable,   während  ^{s)   eine  Function   von  s  bezeichnet, 
welche  durch  die  Gleichung 


»  iwl  =  5« 


bestimmt  ist,  so  ergibt  sich,  wenn  der  vorgesetzte  Buchstabe  91  be- 
deutet, dass  der  reelle  Theil  der  nachfolgenden  complexen  Grösse 
genommen  werden  soll  (vergl.  Monatsberichte  1866,  S.  619), 


*0 


.    '  z  =  ^f2s^{s)ds, 

dP  =  dx'+dy'+d0'  =  {l+ss,y^{s)%,{s,)d8'ds,, 

Q  =  i(l+^^*^i)'V'5(«)-5i(^i)»  wo  g,(5i)  die  zu  ^(ä)  conjugirte  com- 
plexe  Grösse  bezeichnet.  Zu  jeder  Function  5(^)  des  complexen  Ar- 
gumentes s  gehört  in  Folge  dieser  Formeln  eine  Minimalfläche  und 
zwar  ist  diese  Fläche,  wie  Herr  Weierstrass  nachgewiesen  hat 
(a.  a.  0.  S.  621),  stets  dann  und  nur  dann  eine  algebraische  Fläche, 
wenn  die  Function  3(^)  die  dritte  Ableitung  einer  algebraischen 
Function  von  s  ist. 

Weil  die  Gleichungen  für  dXj  dy,  dz  in  Bezug  auf  die  Function. 
%(s)  linear  sind,  so  erhält  man,  wenn  man  nach  der  Eeihe  für  5(*) 
setzt  ^Pi(s),  ^sW»  9^i(^)  +  9iW»  folgenden  allgemeinen  Satz:  Ordnet 
man  die  Punkte  zweier  Minimalflächen  F^  und  F^  in  der  Weise  ein- 
ander zu,  dass  die  Normalen  beider  Flächen  in  entsprechenden  Punkten, 
einander  parallel  sind,  und  construirt  zu  jedem  Paare  entsprechender 
Punkte  von  F^  und  F,  einen  dritten  Punkt,  dessen  Coordinaten  be- 
züglich die  Summen  der  gleichnamigen  Coordinaten  der  beiden  ent- 
sprechenden Punkte  sind,  so  beschreibt  auch  dieser  dritte  Punkt  eine 
Minimalfläche  und  die  Tangentialebenen  in  entsprechenden  Punkten 
der  drei  Minimalflächen  sind  einander  parallel.  Dieser  Satz  wurde 
im  Jahre  1865  von  Herrn  Weierstrass  den  damaligen  Mitgliedern 
des  an  der  Berliner  Universität  bestehenden  mathematischen  Seminars 
mitgetheilt.  Dass  bei  der  angegebenen  Construction  jede  der  drei 
Minimalflächen  auf  die  beiden  anderen  conform  abgebildet  wird,  ergibt 
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sich  sowohl  aus  der  Proportionalität  der  Längen  entsprechender 
Linienelemente  der  drei  Flächen,  als  auch  daraus,  dass  jede  derselben 
durch  parallele  Normalen  auf  die  Kugelfläche  conform  abgebildet  wird. 

m. 

Ersetzt  man  die  Function  ^(s)  durch  e^^{s),  wo  a  eine  reelle 
Grosse  ist,  und  dem  entsprechend  i^i(s^)  durch  e-^'^iC^J,  so  erhält 
man,  da  die  Länge  des  Linienelementes  der  Minimalfläche  hierbei 
nicht  geändert  wird,  eine  Biegungsfläche  der  vorigen  Fläche, 
welche  wieder  eine  Minimalfläche  ist.  *)  Hierbei  entsprechen  die  Kriim- 
mungslinien  der  Biegungsfläche  einer  Schaar  von  Curven,  welche  die 
Krümmungslinien  der  ursprünglichen  Fläche  unter  dem  Winkel  ^a 
schneiden,  denn  es  geht  d6  in  e'^^dö  über.  Die  reelle  Grrösse  a  kann 
als  ein  variabler  Parameter  aufgefasst  werden:  Es  ist  also  möglich, 
Theile  einer  Minimalfläche  auf  stetige  Weise  mit  einem  variablen  Pa- 
rameter so  zu  biegen,  dass  dieselben  während  der  Biegung  beständig 
Minimalflächen  bleiben.  Jede  Schaar  von  Curven,  welche  die  Krüm- 
mungslinien  der  ursprünglichen  Fläche  unter  demselben  constanten 
Winkel  schneiden,  wird  bei  dieser  Biegung  einmal  zu  einer  Schaar 
von  Krümmungslinien.  Auch  gilt  der  Satz,  dass  die  bei  der  Multi- 
plication  von  5  (^)  i^it  e°*  entstehenden  Biegungen  einer  Minimalfläche 
die  einzigen  Biegungen  derselben  sind,  bei  welchen  sie  die  Eigenschaft, 
Minimalfläche  zu  sein,  beibehält. 

Denkt  man  sich  während  der  Biegung,  indem  man  a  als  variabel 
betrachtet,  einen  Punkt  des  gebogenen  Flächentheiles  festgehalten, 
was  durch  passende  Verfügung  über  die  durch  die  Litegration  einge- 
führten Constanten  erreicht  wird,  so  geht  die  Biegung  den  obigen 
Formeln  zufolge  in  der  Art  vor  sich,  dass  die  Tangentialebenen  in 
allen  entsprechenden  Punkten  parallel  sind  und  dass  die  Tangenten 
je  zweier  entsprechenden  Linienelemente  mit  einander  den  Winkel  a 
einschliessen.  Jeder  Punkt  des  Minxmalflächenstückes  beschreibt 
während  der  Biegung  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  festgehaltene 
Punkt  ist. 

Einen  specieUen  Fall  dieser  Biegung,  welcher  dem  Werthe 
a  =  ±^ar  entspricht,  kennt  man  durch  eine  kurze  Mittheilung  des 
Herrn  Ossian  Bonnet  seit  dem  Jahre  1853  (Comptes  rendus  Tome  37. 
p.  532).    Bezeichnen  ; ,  Q ,  3  die  Coordinaten  des  dem  Punkte  Xj  y,  a 


*)  Siehe  S.  119  dieses  Bandes. 
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unter  der  Voraussetzung  a  =  —  ^«  nach  der  Biegung  entsprechenden 
Punktes^  so  erhält  man  einerseits  die  Gleichungen 

dl  =  -3i[(l-5")igf(s)(fe], 

di   =    ''^[2$i^{8)ds], 

andererseits  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

dj"+d^'+da*  =  dx'+dy'+ds'j 
didx  +  dt)dy  +  did£  =  0, 
Xdi+Ydr)  +  Zdi  =  0 

bei  richtiger  fiestimmung  des  Vorzeichens  folgende  Ausdrucke 

dl  =  Zdy—Ydj8,    d^  =  Xde-^Zdx,    dl  =  Ydx-^Xdy. 

Hierbei  erhält  man  beiläufig  den  Satz,  dass  die  auf  der  rechten  Seite 
der  vorstehenden  Gleichungen  stehenden  Ausdrücke  vollständige  Diflte- 
rentiale  sind,  was  einer  bekannten  Form  der  partiellen  Differential- 
gleichung der  Minimalflächen  entspricht.  (Lagrange,  Oeuvres  com- 
plfetes  Tome  I.  p.  356.) 

lieber  den  allgemeineren  Fall  der  Biegung  einer  Minimalfläche 
unter  der  Bedingung,  dass  sie  die  Eigenschaft  behält.  Minimalfläche 
zu  sein,  vergleiche  man  Ossi  an  Bonnet,  Journal  de  TEcole  poly- 
technique,  Cah.  42,  (1860)  1867  p.  7 — IB  und  die  Monographie :  „lieber 
Raumcurven  und  Flächen"  von  K,  Petersen,  Leipzig  bei  Franz 
Wagner,  1868,  S.  66  und  72. 

IV. 
Bezeichnet  man  die  drei  Grössen 

8 


af  +  E»  =  r  (l-s')5(s)(te, 


s 

m 

e 


+  jt  =  (  2s%{s)ds 


beziehlich  mit  17,  F,  W  und  fuhrt  statt  s  irgend  eine  Function  t  von 
s  als  neue  unabhängige  Variable  ein,  so  erhalt  man  folgenden  Satz: 
Sind  J7,  F,  W  im  Sinne  der  neueren  Functionentheorie  drei  Functionen 
derselben  complexen  Grösse  t^  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass 
die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Ableitungen 
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identisch  gleich  Null  ist,  so  steUen  die  Grleichungen 

X  =  «IT,    y  =  917,    £r  =  JRTT, 

wenn  x,  y,  ^  rechtwinklige  Punktcoordinaten  bezeichnen  und  der  Buch- 
stabe 91  die  oben  erklärte  Bedeutung  hat,  in  allgemeinster  Weise  eine 
Minimalfläche  dar.  Diese  Gleichungen  stehen  übrigens  mit  den  von 
Monge  (Application  de  1' Analyse  ä  la  Göom^trie,  Edition  de  M. 
Liouville  p.  219  et  220)  gegebenen  auf  derselben  Stufe. 

Werden  die  drei  complexen  Grössen  U,  F,  W  in  drei  Ebenen 
durch  Punkte  geometrisch  dargestellt,  so  ergeben  sich  drei  conforme 
Abbildungen  der  betrachteten  Minimalfläche  auf  diese  drei  Ebenen. 
Da  nun  den  Curven,  in  welchen  die  Minimalfläche  von  der  Ebenen- 
schaar  ^r  =  const.  geschnitten  wird,  in  der  Ebene  der  complexen 
Grösse  W  eine  Schaar  von  parallelen  Geraden  entspricht,  welche 
die  in  dieser  Ebene  liegende  Axe  des  Reellen  rechtwinklig  schneiden, 
so  bilden  die  Curven  0  =  const.  (Niveaucurven)  nebst  ihren  ortho- 
gonalen Trajectorien,  den  Curven  des  stärksten  Falles,  ein  isometri- 
sches Curvensystem  auf  der  Fläche.  Dieser  Satz  gilt  unverändert  für 
alle  Curven,  in  welchen  eine  Minimalfläche  von  irgend  einer  Schaar 
von  parallelen  Ebenen  geschnitten  wird,  und  deren  orthogonale  Tra- 
jectorien. 

Bezeichnet  man  die  zu  den  Grössen  17,  F,  W  conjugicten  com- 
plexen Grossen  mit  U^,  F,,  W^,  so  ergibt  sich 

dP  =  dx'+dy'+d^  =  ^(dU'dü,+  dV'dV,+  dW'dW,). 

Man  verdankt  Riemann  eine  interessante  geometrische  Inter- 
pretation dieses  Satzes.  (S.  Art.  7  der  oben  erwähnten  Abhandlung.) 
Nach  der  obigen  Formel  ist  zunächst  das  Quadrat  der  Länge  des 
Linienelementes  der  Minimalfläche  gleich  der  halben  Summe  der  Qua- 
drate der  Längen  der  entsprechenden  Linienelemente  in  den  Ebenen 
der  complexen  Grössen  U,  F,  W.  Da  nun  die  Linearvergrösserung 
bei  der  conformen  Abbildung  in  irgend  einem  Punkte  nach  aUen  Bich- 
tangen  dieselbe  ist,  so  ist  die  Flächenvergrösserung  gleich  dem  Qua- 
drate der  Linearvergrösserung.  Also  ist  das  Flächenelement 
der  Minimalfläche  gleich  der  halben  Summe  der  ent- 
sprechenden Flächenelemente    in   den  Ebenen   der   com- 

Schwarst  OemuMlte  Abhandlmigm.  I.  12 
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plexen  Grössen  U,  F,  TT,  und  dasselbe  gilt  von  ganzen 
Flächentheilen  der  Minimalfläche  und  deren  conformen 
Abbildungen  in  den  Ebenen  der  Grössen  U,  F,  W.  Werden 
nun  die  Flächenelemente  in  diesen  Ebenen  beziehungsweise  durch 
dx*d]Cf  dy-dtjy  de-di  bezeichnet  (wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese 
Producte  in  Folge  der  soeben  getroffenen  Festsetzung  nicht  mehr  die- 
selbe Bedeutung  haben,  wie  vorher) ,  so  wird  durch  den  angegebenen 
Satz  die  Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  gegebenen  Stückes  M 
einer  Minimalfläche  auf  die  Berechnung  des  Integrales 


W  I  (dx '  di  +  dy '  d\)  +  dß '  di) 


zurückgeführt.    (Man  vergl.  die  Formel  5  des  Art.  6  der  citirten  Ab- 
handlung.) 

Dieses  Doppelintegral  geht  aber,  wenn  die  Integration  in  Bezug 
auf  X,  Pf  £f  ausgeführt  wird ,  in  das  über  die  Begrenzung  von  M  zu 
erstreckende  einfache  Integral 


\j{xdi  +  ydti+edi) 


X, 

r, 

z 

X, 

y. 

z 

dx, 

dy, 

de 

Über,  welchem  man  auch  die  Gestalt 


geben  kann. 

Das  Element  des  letzteren  Integrals  kann  nun  wie  folgt  geome- 
trisch interpretirt  werden. 

Man  verbinde  die  Endpunkte  eines  Elementes  dl  der  Begrenzung 
von  M  durch  geradlinige  Strecken  mit  dem  Coordinatenanfang  und 
bezeichne  den  Flächeninhalt  des  hierdurch  entstandenen  Dreiecks  mit 
df]  G)  sei  der  Neigungswinkel  der  Ebene  dieses  Dreiecks  gegen  die 
Tangentialebene  von  M  an  der  betrachteten  Randstelle.    Dann  ist 


z,  r, 


X 


0 


dXj    dy,    de 


==    GO&iO'df. 


Denkt  man  sich  diese  Construction  für  alle  Elemente  der  Begren- 
zungslinie von  M  ausgeführt,  so  bUdet  die  Gesammtheit  der  Dreiecke 
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eine  bestimmte  Kegelflache,  deren  Seiten  den  Coordinatenanfang  mit 
allen  Punkten  der  Begrenznngslinie  von  M  verbinden.  Tritt  nun  der 
specielle  Fall  ein,  dass  diese  Eegelfläche  gegen  die  Minimalfläche 
längs  der  Begrenzung  unter  constantem  Winkel  m  geneigt  ist,  so  ist 
der  Flächeninlialt  des  Minimalflächenstiickes  gleich  dem  Producte  aus 
dem  Flächeninhalt  des  betrachteten  Stückes  der  £egelfläche  und  dem 
Cosinus  des  Neigungswinkels  beider  Flächen  gegen  einander.  Insbe- 
sondere ist  der  Flächeninhalt  des  Minimalflächenstückes  dem  Flächen- 
inhalt des  betrachteten  Stückes  der  Kegelfläche  gleich,  wenn  jener 
Winkel  überall  gleich  Null  ist. 

Diese  den  Flächeninhalt  von  Minimalflächenstücken  betreffenden 
Sätze,  von  welchen  specieUe  Fälle  (Lindelöf-Moigno,  Calcul  des 
variations  p.  210 — 212 ,  1861 )  schon  seit  längerer  Zeit  bekannt  sind, 
lassen  sich  auch  sehr  einfach  auf  mehr  geometrischem  Wege  beweisen, 
wenn  man  eineSchaar  ähnlicher  und  ähnlich  gelegener  Minimalflächen- 
stücke  betrachtet  und  die  Differenz  des  Flächeninhalts  zweier  unend- 
lich benachbarten  in  doppelter  Weise  ausdrückt. 

V. 

Setzt  man  in  den  Formeln ,  durch  welche  die  Grossen  [7,  F,  W 
eingeführt  wurden,  für  d%^  d%  ä)  ihre  durch  X,  F,  Z,  dx^  dy,  dz  aus- 
gedrückten Werthe,  so  ergeben  sich  die,  wie  mir  scheint,  bemerkens- 
werthen  Gleichungen 

17=  x  +  if(Zdy-Yd£i), 

V  =  y  +  i  [{Xde-Zdx) , 

W=  B  +  if(YdX'-Xdy), 

welche  zu  einer  expliciten  Losung  folgender  Aufgabe  fuhren:  Es  soll 
eine  Hinimalfläche  analytisch  bestimmt  werden,  welche  durch  eine 
beliebige  vorgeschriebene  analytische  Linie  hindurchgeht  und  längs 
dieser  Linie  in  jedem  Punkte  eine  vorgeschriebene  Normale  besitzt, 
deren  Lage  sich  längs  der  gegebenen  analytischen  Linie  nach  einem 
gegebenen  analytischen  Gesetze  ändert. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Coordinaten  x,  y,  e  eines  beliebigen 
Pmiktes  der  vorgeschriebenen  Linie  und  ebenso  X,  Y,  Z,  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  vorgeschriebene  Normale  in  dem  betrachteten 

12* 
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Punkte  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  als  analjrtische  Functionen 
einer  reellen  Variablen  t  gegeben,  so  dass  also  die  Grleichungen 

X*+r»+Z»  =  1,    Xdx  +  Ydy  +  Zdjg  =  0 

identisch  befriedigt  sind,  so  sind  die  Functionen  ZJ,  F,  W  für  die 
reellen  Werthe  von  t,  abgesehen  von  additiven  rein  imaginären  Con- 
stanten, auf  welche  es  hier  nicht  ankommt,  eindeutig  bestimmt  und 
befriedigen  die  Grleichungen 

xdU+Tdv+zdw  =  0,  (duy+{dvy+{dW)'  =  o 

identisch. 

Weil  aber  die  Functionen  UjVjW  analytische  Functionen  der 
Variablen  t  sind,  so  haben  dieselben  auch  für  alle  complexen  Werthe 
von  t,  welche  diese  Variable  als  Argument  der  analytischen  Func- 
tionen X,  y^  Zf  X,  Y,  Z  annehmen  kann,  eine  bestimmte  Bedeutung, 
während  die  Grleichungen 

xdü+Ydv+zdw  =  0,  {düy+(dvy+(dwy  =  o 

unverändert  bestehen  bleiben.  Wenn  man  nun  der  Variablen  t  auch 
diese  complexen  Werthe  beilegt,   so  stellen  die  Grleichungen 

x'=  «J7,    y'=  SRF,    y=  fRW 

eine  Minimalfläche  dar,  welche  die  vorgeschriebenen  Eigenschaften 
besitzt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  kann  auch  derSchluss  gezogen  werden, 
dass  es  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  nur  eine  einzige  Mi- 
nimalfläche giebt,  welche  den  gestellten  Bedingungen  genügt.  Denn, 
betrachtet  man  an  Stelle  der  Grösse  t  wieder  die  Grrösse 

X+Yi 

als  unabhängige  Variable ,  so  sind  die  Functionen  ü,  V,  W  des  com- 
plexen Argumentes  s  in  Folge  der  obigen  Gleichungen  längs  einer 
Linie,  nämlich  für  diejenigen  Werthe  von  s,  welche  den  vorgeschrie- 
benen Normalen  entsprechen,  durch  die  gestellten  Bedingungen  dem 
Werthe  nach  bis  auf  additive  rein  imaginäre  Constanten,  welche  will- 
kürlich angenommen  werden  können,  bestimmt.  Nach  einem  bekannten 
Satze  der  Theorie  der  analytischen  Functionen,  dessen  Voraussetzungen 
im  vorliegenden  Falle  erfüllt  sind,  ist  aber  eine  Function  complexen 
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Argumentes  vollständig  bestimmt,  sobald  deren  Werthe  längs  einer 
Linie  gegeben  sind. 

Hieraus  ergibt  sich  folgender  allgemeine  Satz:  Wenn  zwei  Mini- 
malflächen eine  Linie  gemeinsam  haben  und  wenn  längs  dieser  Linie 
die  Normalen  beider  Flächen  zusammenfallen,  so  fallen  beide  Flächen, 
beziehungsweise  deren  analytische  Fortsetzungen,  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  mit  einander  zusammen. 

Dieser  Satz,  dessen  Kenntniss  ich  einer  gütigen  mündlichen  Mit- 
theilung des  Herrn  Weierstrass  verdanke,  enthält  als  specielle 
Fälle  folgende  beiden  Sätze: 

1.  Jede  auf  einem  Stücke  einer  Minimalfläche  liegende  gerade 
Linie  ist  eine  Symmetrieaxe  der  durch  analytische  Fortsetzung  dieses 
Stückes  entstehenden  Minimalfläche. 

2.  Wenn  auf  einem  Stücke  einer  Minimalfläche  eine  ebene  Curve 
liegt,  längs  welcher  die  Tangentialebene  der  Fläche  und  die  Ebene 
der  Curve  mit  einander  einen  rechten  Winkel  einschliessen,  so  ist  die 
Ebene  dieser  Curve  eine  Symmetrie  -  Ebene  derjenigen  Minimalfläche, 
welche  durch  analytische  Fortsetzung  dieses  Stückes  entsteht. 

Eine  Anwendung  dieser  Sätze  enthält  ein  in  den  Monatsberichten 
der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1872,  S.  3 — 27  veröffentlichter 
Aufsatz  des  Verfassers.*) 

Die  allgemeine  Aufgabe,  durch  eine  vorgeschriebene  Linie  eine 
Minimalfläche  zu  legen,  deren  Normalen  längs  der  Linie  ebenfalls  vor- 
geschrieben sind,  ist  schon  vor  längerer  Zeit  von  E.  Gr.  Björling, 
später  von  den  Herren  Ossian  Bonnet  und  Mathet  in  Angriff 
genommen  worden. 

Mit  Hülfe  der  obigen  Formeln  kann  man  leicht  alle  Minimal- 
flächen bestimmen,  welche  zugleich  geradlinige  Flächen  sind. 

Wählt  man  nämlich  eine  beliebige  geradlinige  Erzeugende  einer 
geradlinigen  Minimalfläche  zur  a;-Axe,  die  diese  Erzeugende  und  die 
derselben  unendlich  benachbarte  Erzeugende  rechtwinklig  schneidende 
Gerade  zur  ^-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  so  ist  es 

stets  möglich,    eine  Constante   a   so   zu  bestimmen,   dass  jer  =  a«  — 

die  Gleichung  eines  hyperbolischen  Paraboloides  darstellt,  welches 
die  Minimalfläche  längs  der  Geraden  y  =  0,  a  =  0  berührt.  Man 
hat  also  zu  setzen 


*)  Siehe  S.  126—148  dieses  Bandes. 
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oder  besser 

«  =  4.sm(«),  y  =  0,  «  =  0,  Z-0,  F=-^^,   Z=4-.tg(«), 

und  erhält  dann  ohne  Mühe 

ti 
z  BS  aarctg-^ 

als  Gleichung  der  Minimalflache  selbst.  Hieraus  ergibt  sich  der  Satz : 
Jede  geradlinige  Minimalfläche  ist  entweder  eine  Ebene  oder  eine 
Schraubenfläche,  deren  erzeugende  Q-eraden  von  der  Axe  der  Schrauben- 
fläche rechtwinklig  geschnitten  werden. 

Für  diesen  Satz  gibt  es  eine  Anzahl  verschiedener  Beweise, 
welche  man  den  Herren  0.  Bonnet,  Catalan,  M.  Roberts, 
Serret  u.  A.  verdankt. 

Man  kann  nun  die  Lösung  der  allgemein  gestellten  Aufgabe  für 
einige  specielle  Falle  durchführen. 

1.  Es  wird  die  Minimalfläche  gesucht,  welche  das  hyperbolische 
Paraboloid  2jp  =  o(a?'— y')  längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  dem 
Rotationscylinder  rc'+y'  =  1  berührt. 

Die  gesuchte  Fläche  ist  eine  algebraische. 

2.  Für  welche  Minimalfläche  ist  eine  Parabel  eine  geodätische 
Linie? 

Man  erhält  dieselbe  transcendente  Fläche,  für  welche  Herr  Ca- 
talan (Comptes  rendus,  Tome  41.  p.  1022,  18B5;  Journal  de  TEcole 
polytechnique ,  Cah.  37.  p.  160 — 163,  1858)  eine  geometrische  Con- 
struction  gegeben  hat. 

3.  Für  welche  Minimalfläche  ist  eine  Ellipse  eine  geodätische 
Linie? 

Man  erhält "  eine  transcendente  Fläche ,  auf  welcher  eine  einfach 
unendliche  Schaar  von  Raumcurven  vierten  Grades  liegt,  von  denen 
jede  einen  isolirten  Doppelpunkt  besitzt.*)  Die  sphärischen  Bilder 
dieser  Curven  vierten  Grades  sind  confocale  sphärische  Kegel- 
schnitte. 


*)  L&Dg8  jeder  Gurve  der  Schaar  wird  die  betrachtete  Fläche  von  einem  Kegel 
zweiten  Grades  berührt,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  isolirten  Doppelpunkte  der  Gurre 
zusammenfällt.    (Sp&terer  Zusatz.  1876.) 
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VI. 

Die  Aufgabe,  dnrch  eine  geschlossene  analytische  Linie  L  eine 
Minimalfläche  zu  legen,  auf  welcher  diese  Linie  ein  in  seinem  Linern 
von  singulären  Stellen  freies,  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück 
begrenzt,  ist,  wenn  man  von  dem  trivialen  Falle  absieht,  in  welchem 
die  vorgeschriebene  Linie  L  eine  ebene  Curve  ist,  bis  jetzt  noch  in 
keinem  einzigen  Falle  gelöst  worden,  obwohl  Gergonne  im  Jahre 
1816  die  Aufinerksamkeit  der  Mathematiker  gerade  auf  diese  Aufgabe 
hingelenkt  und  im  7.  Bande  seines  Journals  (p.  68)  eine  bestimmte 
Aufgabe  dieser  Art  gestellt  hat. 

Die  analoge  Aufgabe  hingegen,  bei  welcher  die  vorgeschriebene 
Linie  L  von  einer  Anzahl  geradliniger  Strecken  gebildet  wird,  ist  in 
der  neuesten  Zeit  von  Riemann  und  Weierstrass  in  vollster 
Allgemeinheit  gelöst  worden.  Die  Veröffentlichung  der  von  Herrn 
Weierstrass  benutzten  Untersuchungsmethode  steht  noch  bevor. 
Von  den  Untersuchungen  Riemann's  auf  diesem  Gebiete  gibt  die 
oben  erwähnte  posthume  Abhandlung  Kunde. 

Li  Bezug  auf  die  specieUe  Minimalfläche ,  deren  Begrenzung  als 
ein  von  vier  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  gebildetes  Vierseit 
vorgeschrieben  ist,  sei  verwiesen  auf  eine  in  den  Monatsberichten  der 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1865  (S.  149 — 153)  enthaltene  Mit- 
theilung*) und  auf  die  Monographie  des  Verfassers:  Bestimmung  einer 
speciellen  Minimalfläche.**)    Berlin  1871. 

vn. 

Die  einzige  unzerlegbare  Fläche  zweiten  Grades,  welche  im  ana- 
lytischen Sinne  als  eine  Minimalfläche  aufgefasst  werden  kann,  ist  die 
Kugelfläche ,  deren  Radius  gleich  Null  ist.  Die  Frage  aber ,  welches 
die  unzerlegbaren  algebraischen  Minimalflächen  des  nächst  höheren 
Grrades ,  beziehungsweise  der  nächst  höheren  Klasse  sind ,  sieht  noch 
ihrer  Beantwortung  entgegen. 

Von  den  Punktsingularitäten,  welche  eine  algebraische  Minimal- 
fläche haben  kann,  und  dem  Verhalten  einer  solchen  Fläche  im  Un- 
endlichen handelt  ein  Aufsatz  des  Herrn  Geiser,  Mathematische 
Annalen ,  Band  3 ,  S.  530—634  (1871). 

Die  Minimalflächen,  für  welche  die  eine  Schaar  der  Krümmungs- 


*)  Siehe  S.  1—5  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  6—125  dieses  Bandes. 
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linien  eine  Schaar  ebener  Curven  ist,  haben  die  Eigenschaft,  dass 
auch  die  andere  Schaar  der  Krümmnngslinien  von  ebenen  Curven  ge- 
bildet wird.  Zu  diesen  Flächen,  welche  von  Herrn  Ossian  Bonnet 
(Comptes  rendus,  Tome  41.  p.  1058,  1855)  analytisch  bestimmt  worden 
sind,  gehört  auch  eine  algebraische  Minimalfiäche  neunten  Grrades, 
welche  nur  als  ein  Grrenzfall  in  den  Ossian  Bonn  et  sehen  Formeln 
enthalten  ist  und  deren  Gleichung  Herr  Enneper  aufgestellt  hat. 
(Zeitschrift  für  Mathematik,  Bd.  IX,  S.  108,  1864.) 

Man  erhält  diese  Fläche,   wenn  man  in  den  obigen  Gleichungen 

-=— ,    also  auch  ^{s)   einer  reellen  Constante  gleichsetzt.    Die  beiden 

Schaaren  der  Krümmungslinien  dieser  Fläche  werden  von  ebenen  Curven 
dritten  Grades  gebUdet,  während  die  isogonalen  Trajectorien  derselben 
ßaumcurven  dritten  Grades  sind.  Diese  Fläche  hat  femer  die  Eigen- 
schaft, auf  stetige  Weise  in  sich  selbst  verbiegbar  zu  sein;  denn 
setzt  man  S'C^  statt  s,  5,-c~"«  statt  5„  so  wird  die  Länge  des  Linien- 
elementes der  Fläche  nicht  geändert  und  hieraus  folgt  die  Richtigkeit 
der  aufgestellten  Behauptung. 

Die  Eigenschaft,  auf  stetige  Weise  in  sich  selbst  und  folglich 
auf  eine  Rotationsfläche  verbiegbar  zu  sein ,  kommt  allen  Minimal- 
flächen zu,  bei  welchen  ^{s)  =  C-s""'  ist,  wo  C  eine  beliebige,  m 
eine  reeUe  Constante  bezeichnet,  denn  die  Länge  des  Linienelementes 
dieser  Flächen  wird  durch  die  Substitution  von  S'C"*  für  s  und 
Sj-e"*^  für  5,  nicht  geändert.  Die  der  Annahme  g(s)  =  C-5"""  ent- 
sprechenden Minimalflächen  sind  zugleich  die  einzigen  Minimalflächen, 
welche  die  angegebene  Eigenschaft  besitzen. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ergibt  sich  vielleicht  am  ein- 
fachsten aus  folgender  Ueberlegung. 

Wenn  eine  Minimalfläche  so  gebogen  wird,  dass  sie  nach  der 
Biegung  wieder  eine  Minimalfläche  ist,  so  wird  in  jedem  ihrer  Punkte 
weder  die  mittlere  Krümmung  noch  das  Gaussische  Krümmungsmass 
geändert,  also  haben  die  Hauptkrümmungsradien  in  jedem  Punkte  der 
Fläche  nach  der  Biegung  dieselbe  Grösse  wie  vor  der  Biegung.  Hier- 
aus folgt,  dass  das  durch  parallele  Normalen  erhaltene  conforme 
sphärische  Bild  eines  Stückes  der  Minimalfläche  durch  die  in  Rede 
stehende  Biegung  weder  in  den  kleinsten  Theilen  noch  im  Ganzen 
bezüglich  Gestalt  und  Grösse  geändert  wird;  denn  das  Vergrösse- 
rungsverhältniss  hat  für  jeden  Punkt  der  Minimalfläche  vor  und  nach 
der  Biegung  denselben  Werth.    Das   erwähnte   sphärische  Bild  kann 
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also,  wenn  es  überhaupt  seine  Lage  auf  der  Kugelfläche  ändert,  zu- 
folge einer  bekannten  Eigenschaft  congruenter  sphärischer  Figuren, 
nur  eine  Drehung  auf  der  Kugelfläche  erfahren. 

Hat  nun  eine  Minimalfläche  die  Eigenschaft,  auf  stetige  Weise 
in  sich  selbst  verbiegbar  zu  sein,  so  wird  bei  einer  solchen  Biegung 
der  Fläche  in  sich  selbst,  bei  welcher,  um  eine  gebräuchliche  Aus- 
drucksweise anzuwenden,  alle  Punkte  eines  Stückes  der  Fläche  ihre 
Lage  nur  unendlich  wenig  ändern,  das  sphärische  Bild  dieses  Flächen- 
stückes eine  unendlich  kleine  Drehung  auf  der  Kugelfläche  erfahren. 
Hieraus  folgt,  dass  das  sphärische  Bild  jeder  auf  der  Minimalfläche 
liegenden  Linie,  welphe  bei  dieser  Biegung  in  sich  selbst  gebogen 
wird,  ein  Kreis  sein  muss,  welcher  bei  jener  Drehung  sich  selbst  ent- 
spricht. Alle  diese  Kreise  bilden  eine  Schaar  von  Parallelkreisen 
der  Kugel.  Wählt  man  nun,  was  stets  möglich  ist,  das  Coordinaten- 
system  so,  dass  den  beiden  Polen  dieser  Parallelkreise  die  Werthe 
8  =  0  und  s  =  c»  entsprechen,  so  ergibt  sich,  dass  bei  jeder  Bie- 
gung der  Minimal  fläche  in  sich  selbst  die  Grössen  ä,  s^  in  5  •«"•",  5j-e~"» 
übergehen,  wo  a  eine  reelle  Grösse  bezeichnet.  Denn  es  gibt  ausser 
den  diesem  Uebergange  entsprechenden  Drehungen  keine  andere,  bei 
welcher  jeder  der  erwähnten  Parallelkreise  in  sich  selbst  übergeht. 
Da  nun  auch  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes  der  Fläche 

bei  der  Vertauschung  von  s ,  «j  mit  s  •  c^*',  s^'  e"^^  ungeändert  bleiben 
muss,  weil  die  Fläche  der  Annahme  zufolge  in  sich  selbst  verbogen 
wird,  so  muss  der  absolute  Betrag  von  %{8)  eine  Function  des  abso- 
luten Betrages  von  s  allein  sein  und  hieraus  folgt  %{8)  =  C-s"~*, 
wo  C  eine  beliebige,  m  eine  reelle  Constante  bezeichnet. 

Dieselbe  Frage  nach  den  Minimalflächen,  welche  Biegungen  von 
Rotationsflächen  sind,  ist  auf  anderem  Wege  von  Bour  in  seiner 
Preisschrift  über  die  Biegung  der  Flächen  (Journal  de  TEcole  poly- 
technique,  Cah.  39.  p.  99—109  [1860]  1862)  beantwortet  worden. 

Den  Meridianen  und  den  Parallelkreisen  der  Rotationsflächen  ent- 
sprechen bei  der  vorhin  getroff'enen  Wahl  des  Coordinatensystems  die 
Curven,  längs  denen  beziehungsweise  der  reelle  und  der  imaginäre 
Theil  von  tlogs  constant  ist. 

Gibt  man  der  Zahl  m  denWerth  0,  so  erhält  man  alle  ohne  Ge- 
staltsänderung der  einzelnen  Theile  in  sich  verschiebbaren  Minimal- 
flachen, welche  also  zugleich  Schraubenflächen  sind.    Für  m  =  0  und 
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reelle  Wert  he  von  C  ergibt  sich  die  durch  Rotation  einer  Kettenlinie 
um  ihre  Directrix  als  Axe  entstehende  Minimalfläche.  Für  m  =  0 
und  rein  imaginäre  Werthe  von  C  ergibt  sich  die  oben  erwähnte  ge- 
radlinige Schraubenfläche.  Die  Gleichung  der  für  m  =  0  und  für 
beliebige  Werthe  von  C  sich  ergebenden  Minimalflächen  ist  zuerst  von 
Herrn  Scherk  im  Jahre  1831  in  der  Beantwortung  einer  von  der 
Jablonowski  sehen  Gesellschaft  gestellten  Preisfrage  aufgestellt 
worden. 

vm. 

Ebenso  wie  man  nach  allen  geradlinigen  Minimalflächen  fragen 
kann,  kann  man  die  Aufgabe  stellen,  alle  Minimalflächen  zu  bestimmen, 
welche  eine  einfach  unendliche  Schaar  anderer  vorgeschriebener  Linien 
enthalten.  Diese  Aufgabe  ist  für  den  Fall,  dass  die  vorgeschriebenen 
Curven  Kreise  sein  sollen,  von  Herrn  Enneper  gelöst  worden, 
welcher  in  einem  Aufsatze  ;,Die  cyclischen  Flächen'^  (Zeitschrift  für 
Mathematik,  Bd.  XIV,  S.  393 — 406,  1869)  zu  folgendem  Ergebnisse 
gelangt  ist:  Wenn  eine  Minimalfläche  die  Eigenschaft  besitzen  soll, 
eine  einfach  unendliche  Schaar  (reeller)  Kreise  zu  enthalten,  so  müssen 
alle  diese  Kreise  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Ein  Auszug  aus  der 
eben  angeführten  Abhandlung  ist  in  den  „Göttinger  Nachrichten^  vom 
Jahre  1866  (Nr.  15  vom  11.  Juli,  S.  243—249)  abgedruckt,  welcher 
die  allgemeine  Gleichung  aller  Minimalflächen,  auf  denen  eine  Schaar 
reeller  Kreise  liegt,  in  einfacher  Gestalt  enthält.  Auch  der  letzte 
Artikel  der  mehrfach  erwähnten  posthumen  Abhandlung  Kiemann' s 
handelt  von  diesen  Flächen.  Mit  Ausnahme  der  Rotationsfläche  der 
Kettenlinie  haben  dieselben  die  Eigenschaft  periodisch  zu  sein, 
sie  besitzen  eine  Symmetrie-Ebene,  enthalten  unendlich  viele  einzelne 
gerade  Linien  und  haben  unendlich  viele  Asymptoten-Ebenen.  Längs 
jedes  Kreises  der  Schaar  wird  jede  dieser  Flächen  von  einem  Kegel 
zweiten  Grades  berührt  und  zwar  sind  diese  Kegel  für  jede  dieser 
Flächen  concyclisch,  d.  h.  bei  jeder  solchen  Fläche  schneiden  dieselben 
beiden  Schaaren  von  parallelen  Ebenen  die  Tangentialkegel  zweiten 
Grades  in  Kreisen.  Der  Schaar  der  auf  der  Minimalfläche  liegenden 
Kreise  entspricht  daher  bei  der  durch  parallele  Normalen  vermittelten 
conformen  Uebertragung  der  Minimalfläche  auf  die  Kugel  eine  Schaar 
von  confocalen  sphärischen  Kegelschnitten.  Die  Function  ^(s)  er- 
hält für  diese  Flächen  bei  passender  Wahl  des  Coordinatensystems 
die  Gestalt 
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WO  C  und  £  zwei  reelle  Constanten  bezeichnen.  Je  zwei  Flächen 
dieser  Art,  für  welche  0  denselben  Werth  hat,  während  die  beiden 
Werthe  von  b  sich  zu  ^sr  ergänzen,  sind  solche  Biegongen  von  ein- 
ander, dass  den  Krümmnngslinien  der  einen  Fläche  die  Asymptoten- 
linien der  änderen  entsprechen.  Die  dem  Werthe  s  ^  ±\7t  ent- 
sprechende Fläche  ist  daher  in  der  Art  auf  sich  selbst  abwickelbar, 
dass  den  Krümmnngslinien  die  Asymptotenlinien  der  Fläche  ent- 
sprechen und  umgekehrt. 

Auf  eine  Fläche  dieser  Art  führt  auch  der  in  dem  Nachtrage  zu 
meiner  Abhandlung  ^^  Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche  ^  auf 
S.  92  *)  angegebene ,  aber  nicht  näher  untersuchte  Fall ,  in  welchem 
die  Function  %{s)  durch  die  Gleichung 

sw  =         ^ 


\l{\-s')\l+s') 

bestimmt  ist,  denn  dieser  Fall  geht  in  den  vorher  erwähnten  über, 
wenn  an  Stelle  der  Grösse  s  die  Grösse  -:j— — i  als  unabhängige 
Variable  eingeführt  wird. 

IX. 

Wie  die  Betrachtung  der  Minimalflächen  überhaupt  bei  einem 
Probleme  des  Minimums  angefangen  hat,  so  kann  man  die  Betrach- 
tung jeder  speciellen  Minimalfläche  mit  der  Beantwortung  einer  Frage 
des  Minimums  beendigen. 

Wenn  nämlich  eine  Minimalfläche  gegeben  ist,  also  eine  analy- 
tische Fläche,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  gleich  grosse  und  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Hauptkrümmungsradien  besitzt,  wie  kann  man 
auf  derselben  eine  oder  mehrere  Linien  wählen,  welche  ein  zusammen- 
hängendes Stück  M  der  Fläche  begrenzen,  um  sicher  zu  sein,  dass 
dieses  Flächenstück  M  unter  allen  von  denselben  Bandlinien  begrenzten 
und  diesem  Flächenstück  unendlich  benachbarten  Flächenstücken  den 
kleinsten  Flächeninhalt  besitzt? 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  hängt  davon  ab,  ob  die  zweite 
Variation  des  Flächeninhalts  für  alle  Variationen  des  Flächenstückes 


*)  Siehe  S.  108  dieses  Bandes. 
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Jf,  welche  die  Begrenzung  desselben  ungeändert  lassen,  positiv  ist, 
oder  ob  dieselbe  für  einige  dieser  Variationen  auch  den  Werth  Null 
oder  negative  Werthe  annehmen  kann. 

Eine  nähere  Untersuchung  dieser  zweiten  Variation,  welche  in 
den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  Jahrgang  1872,  S.  718,  *) 
veröffentlicht  ist,  hat  zu  dem  Ergebnisse  geführt,  dass  jene  Entschei- 
dung über  das  Vorzeichen  unabhängig  ist  von  der  speciellen  Function 
5  (ä),  welche  die  Besonderheit  der  Minimalfläche  bedingt,  von  welcher 
M  ein  Stück  ist.  Die  erwähnte  Entscheidung  hängt  vielmehr  nur  von 
der  Gestaltung  des  sphärischen  Bildes  ab,  welches  dem  Flächenstücke 
M  bei  der  durch  parallele  Normalen  vermittelten  Zuordnung  entspricht, 
;und  fallt  daher  für  alle  Minimalflächenstücke ,  welche  dasselbe  sphä- 
rische Bild  besitzen,  in  gleichem  Sinne  aus.  Zugleich  hat  jene  Unter- 
suchung zu  dem  Satze  geführt,  dass  die  in  Bede  stehende  zweite 
Variation  stets  dann  und  nur  dann  beständig  positiv  ist,  wenn  es  ein 
zusammenhängendes  Minimalflächenstück  gibt,  welches  dem  betrach- 
teten Flächenstücke  M  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  letzteren  un- 
endlich benachbart  ist,  mit  demselben  aber  keinen  Punkt  gemein  hat. 

Gibt  es  daher  einen  Punkt  P,  welcher  in  keiner  Tangentialebene 
des  Flächenstückes  M  enthalten  ist,  so  braucht  man  nur  für  den 
Punkt  P  als  Aehnlichkeitspunkt  ein  dem  Flächenstück  M  unendlich 
benachbartes  ähnliches  und  ähnlich  gelegenes  Flächenstück  zu  con- 
struiren  und  man  kann  dann  dem  vorher  erwähnten  Satze  zufolge 
schliessen,  dass  das  Flächenstück  M  unter  allen  unendlich  benach- 
barten, denselben  Grenzbedingungen  genügenden  Flächenstücken  den 
kleinsten  Flächeninhalt  besitzt. 

Allgemein  gilt  folgender  Satz:  Ein  bestimmtes  Stück  einer  Mi- 
nimalfläche besitzt  unter  allen  von  denselben  Handlinien  begrenzten 
und  ihm  unendlich  benachbarten  Flächenstücken  stets  dann  und  im 
Allgemeinen  auch  nur  dann  den  kleinsten  Flächeninhalt,  wenn  es  ein 
dem  betrachteten  Flächenstücke  durch  parallele  Normalen  Punkt  für 
Punkt  entsprechendes  Minimalflächenstück  SK  gibt,  dessen  sämmtliche 
Tangentialebenen  von  ein  und  demselben  Punkte  des  Raumes  einen 
von  Null  verschiedenen  Abstand  haben. 

X. 

Es  ist  bisher  nicht  gelungen,  für  jede  gegebene  Begrenzungslinie 
L  die  Frage  zu  beantworten,  ob  es  nur  ein  einziges  oder  ob  es  meh- 

*)  Siehe  S.  151  dieses  Bandes. 
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rere  Flächenstücke  gibt,  welche  von  der  Linie  L  begrenzt  sind,  in 
ihrem  Innern  keine  singolären  Stellen  enthalten  nnd  je  unter  allen 
ihnen  unendlich  benachbarten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächen- 
inhalt besitzen.  Eine  interessante  mit  dieser  Frage  zusammenhängende 
Untersuchung  hat  Steiner  angestellt.  (Journal  für  Mathematik 
Bd.  24,  S.  239  Anm. ,  1842.)*)  Diese  Untersuchung  bezieht  sich  auf 
zwei  von  derselben  Randlinie  begrenzte  Flächenstücke,  für  welche  bei 
passender  Wahl  des  Coordinatensystems  gleichzeitig  die  eine  Coor- 
dinate  eine  eindeutige  Function  der  beiden  andern  ist.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ergibt  sich,  dass  jedenfalls  einem  der  beiden  Flächen- 
stücke die  Eigenschaft  des  Minimums  nicht  zukommt. 

Die  im  Vorhergehenden  erwähnten  auf  die  zweite  Variation  be- 
züglichen Lehrsätze  gelten  unter  der  Voraussetzung,  dass  bei  der 
Variation  des  betrachteten  Flächenstückes  die  Begrenzung  desselben 
als  fest  betrachtet  wird.  Lässt  man  diese  Voraussetzung  fallen,  so 
eröffnet  sich  der  Forschung  ein  bisher  noch  wenig  betretenes  Grebiet, 
dessen  Schwelle  folgender,  ebenfalls  von  Steiner  (Monatsberichte 
der  Berliner  Akademie,  Jahrgang  1840,  S.  118)**)  herrührender  Satz 
bezeichnet:  Unter  allen  zu  einem  Minimalflächenstücke  äquidistanten 
Flächenstücken  besitzt  das  Minimalflächenstück  selbst  nicht  den 
kleinsten,  sondern  den  grössten  Flächeninhalt. 

Unterstrass  bei  Zürich,  im  December  1874. 


^  Jacob  Steiner,  Gesammelte  Werke,  Band  n,  S.  298. 
**)  Jacob  Steiner,  Gesammehe  Werke,  Band  II,  S.  176. 


lieber  diejenigen  Minimalflächen,   welche  von 
einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  ein- 


gehüllt  werden. 


Jonniftl  ftr  reine  und  angewandte  H athemaiik ,  Band  80,  S  801~814. 

Die  Minimalflächen ,  welche  eine  Schaar  reeller  Kreise  enthalten, 
haben  die  Eigenschaft  (vergl.  Art.  VIII  der  MisceUen)*),  längs  dieser 
Kreise  von  einer  Schaar  concyclischer  Kegel  zweiten  Grades  berilhrt 
zu  werden.  Jede  solche  Fläche  wird  nämlich  längs  jedes  auf  ihr  lie- 
genden Kreises  von  einem  Kegel  oder  Cylinder  zweiten  G-rades  be- 
rührt und  alle  dieselbe  Fläche  einhüllenden  Kegel  zweiten  Grades 
werden  von  denselben  beiden  Schaaren  paralleler  Ebenen  in  Kreisen 
geschnitten. 

Eine  analoge  Eigenschaft  besitzen  die  Minimalflächen,  welche  eine 
Ellipse  oder  eine  Hyperbel  als  kürzeste  Linie  enthalten;  denn  auf 
diesen  Flächen  liegt  ebenfalls  eine  einfach  unendliche  Schaar  von  al- 
gebraischen Curven,  nämlich  von  Raumcurven  vierten  Grades,  und 
längs  jeder  von  diesen  Curven  werden  die  erwähnten  Flächen  von 
einem  Kegel  zweiten  Grades  berührt.  Diese  Kegel  sind,  wie  in  dem 
vorher  angeführten  Falle,  concydisch. 

Die  vorliegende  Abhandlung  beschäftigt  sich  in  ihrem  ersten 
Theile  mit  der  Aufgabe:  Alle  Minimalflächen  zu  bestimmen,  welche 
von  einer  Schaar  concyclischer  Kegel  zweiten  Grades  umhüllt  werden. 

Dass  mit  der  Lösung  dieser  Aufgabe  zugleich  alle  Minimal  flächen 
gefanden  sind,  welche  die  Eigenschaft  haben,  überhaupt  von  einer 
Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  umhüllt  zu  werden,  wird  in  dem 
zweiten  Theile  bewiesen. 

*)  Siebe  S.  186  dieses  Bandes. 
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I. 

Zwei  Flächen  zweiten  Grades  sollen  concyclisch  genannt  werden, 
wenn  sie  die  Eigenschaffc  haben,  von  denselben  beiden  Schaaren  von 
parallelen  Ebenen  in  Ereisen  geschnitten  zu  werden. 

Sind  zwei  Flächen  zweiten  Grades  g>  und  ^  concyclisch,  so  haben 
alle  mit  ihnen  zu  demselben  Büschel  gehörenden,  d.  h.  die  Schnitt- 
linie derselben  enthaltenden  Flächen  zweiten  Grades  die  Eigenschaft, 
von  denselben  Ebenen,  welche  die  Flächen  9  und  ^  in  Kreisen 
schneiden,  ebenfalls  in  Kreisen  geschnitten  zu  werden.  Ein  solches 
Büschel  concyclischer  Flächen  zweiten  Grades  ist,  allgemein  zu  reden, 
durch  die  Eigenschaffc  charakterisirt ,  dass  dasselbe  stets  eine  Kugel- 
fläche enthalt,  welche  nur  dann  durch  eine  Ebene  vertreten  wird, 
wenn  alle  Flächen  des  Büschels  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  des 
Baumes  dieselbe  Linie  gemein  haben. 

Ist  insbesondere  die  Fläche  q>  eine  Kegelfläche  und  die  Fläche  ^ 
eine  derselben  unendlich  benachbarte  concyclische  Kegelfläche,  so  ent- 
hält die  difrch  die  Schnittlinie  beider  Flächen  hindurchgehende  Kugel- 
fläche den  Mittelpunkt  des  Kegels  tp. 

Bei  einer  einfach  unendlichen  Schaar  concyclischer  Kegel  zweiten 
Grades  kann  daher  jedem  Kegel  der  Schaar  eine  Kugelfläche  zuge- 
ordnet werden,  welche  den  Mittelpunkt  dieses  Kegels  enthält  und  zu- 
gleich durch  die  Schnittlinie  desselben  mit  dem  unendlich  benachbarten 
Kegel  der  Schaar  hindurchgeht. 

Man  erhält  also  folgenden  Satz:  Wenn  eine  Minimalfläche  die 
Eigenschaft  hat,  von  einer  einfach  unendlichen  Schaar  concyclischer 
Kegel  zweiten  Grades  umhüllt  zu  werden,  so  berührt  jeder  von  diesen 
Kegeln  die  Minimalfläche  längs  der  Schnittlinie  mit  einer  durch  seinen 
Mittelpunkt  hindurchgehenden  Kugelfläche. 

Wenn  aber  von  einer  Minimalfläche  eine  auf  derselben  liegende 
Linie  und  in  jedem  Funkte  eines  Stückes  dieser  Linie  die  Normale 
der  Minimalfläche  gegeben  ist,  so  ist  hierdurch,  wie  aus  dem  Lihalt 
des  Art.  V  der  erwähnten  Miscellen  hervorgeht,  die  Minimalfläche 
selbst  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  unzweideutig  bestimmt. 

Mit  Hülfe  der  a.  a.  0.  hergeleiteten  Gleichungen  kann  man  all- 
gemein diejenige  Minimalfläche  bestimmen,  welche  von  einem  Kegel 
zweiten  Grades  längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  irgend  einer  durch 
seinen  Mittelpunkt  hindurchgehenden  Kugelfläche  berührt  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  mögen  als  unabhängige  Variable  zwei  ver- 
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änderliche  Grössen  u  und  v  eingeführt  werden,  welche  mit  den  ellip- 
tischen Kugelcoordinaten  auf  gleiche  Linie  zu  stellen  sind. 

Wo  in  dem  Folgenden  die  Angabe  des  Moduls  nicht  ausdrücklich 
in  die  Bezeichnung  aufgenommen  ist ,  soll  Je  =  sine,  k'  =  cos e  ge- 
setzt werden,  während  K,  K'  die  bekannte  Bedeutung  haben. 

Setzt  man  unter  Anwendung  der  G-udermannschen  Bezeich- 
nungsweise 

^         cnttdnvi       ^         —  Ä'snw        „         1       i'snvi 


dnttcnt7i  *  dniicnvi'  %     dnwcnvi' 

so  ist     ^_f7     eine  Function  des  complexen  Argumentes  u  +  vi  =  tr, 
denn  es  ergibt  sich 


1-*' 

7(  > 


und  es  bestehen  die  Gleichungen 
X*    +      r*     H-  Z'   =  1; 

7nT+7TÄ^+|-  =^'  /*  =  *"*g'a°^''»;  0>^>-*'«. 

Diese  Gleichungen  stellen,  wenn  das  eine  Mal  u,  das  andere  Mal  v 
als  variabler  Parameter  angesehen  wird,  zwei  Schaaren  confocaler 
sphärischer  Kegelschnitte  dar,  deren  Brennpunkte  durch  die  Gleichungen 

X=±sin£,     r=0,     Z=±cos£ 

bestimmt  sind.  Um  aUe  Punkte  der  Kugeloberfläche  und,  aUgemein 
zu  reden,  jeden  nur  einmal  zu  erhalten,  hat  man  der  Variablen  u  alle 
Werthe  von  ^2K  (excl.)  bis  +2K  (incl.)  und  der  Variablen  v  alle 
Werthe  von  —  JST'  bis  +K'  (beide  Werthe  incl.)  beizulegen. 

Man  gebe  nun  der  Variablen  v  einen  constanten  Werth  und  denke 
sich  von  einem  Punkte  des  Raumes,  dessen  Coordinaten  x^,  y^,  b^ 
sind,  auf  alle  Tangentialebenen  des  Kegels 

X'        r»    .  z*      ^ 


Perpendikel  gefallt.  Wenn  x\  y\  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  eines  solchen  Perpendikels  bezeichnen,  so  bestehen  die 
Gleichungen 
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X      *  T  ,  Z 

in  welchen  q  eine  veränderliche  Grösse  bezeichnet.  Der  geometrische 
Ort  dieser  Perpendikel  ist  die  Kegelfläche 

(^+l).(a;'-a;.)«+(^  +  t")-(y'-y.)'+ff(*'-;»o)'  =  0, 
welche  der  Kegelfläche 

in  der  Weise  durch  Reciprocität  entspricht,  dass  zu  jeder  Tangential- 
ebene jedes  der  beiden  Kegel  eine  auf  dieser  Tangentialebene  perpen- 
diculare  Seite  des  andern  Kegels  gehört. 

Betrachtet  man  die  Grösse  v  als  variablen  Parameter  und  x^^  y^,  a^ 
als  Functionen  desselben,  so  stellt  die  Gleichung 

eine  Schaar  concyclischer  Kegel  zweiten  Grades  dar,  welche  von  den 
beiden  Schaaren  von  Ebenen 

sin  6  •  rc'+  cos  a  •  /  =  const. ,     sin  « •  x'—  cos  s^e'  =  const. 

in  E^reisen  geschnitten  werden. 

Der  Grösse  v  denke  man  sich  jetzt  wieder  einen  constanten  Werth 
beigelegt  und  bestimme  die  Durchschnittslinie  des  Kegels 

mit  einer  durch  den  Mittelpunkt  desselben  hindurcligelienden  Kugel- 
f lache.  Die  allgemeine  Grleichung  einer  solchen  Kugelfläche  hat  die 
Gestalt 

(x'-xj+(y'-yj+(s--i,j  =  a'ix'-xJ  +  ß'(y-y,)  +  Y'(0'-e,), 

wo  a',  ß',  y  drei  constante,  d.  h.  von  der  Variablen  u  nicht  abhän- 
gende Grössen  bezeichnen. 

Fuhrt  man  in  diese  Gleichung   die  oben  für  x'—x^,  y'"~yo>  ^""^o 
.geftmdenen  Ausdrücke  ein,   so  erhält  man,    wenn  man  den  Ausdruck 
1— i^sn'ttsn'v»  zur  Abkürzung  mit  N  bezeichnet, 

jb'»sn»»tdn»t»    f  ,    X     ,  .,      F      ,    ,  Z\    dn»« 

* ^^s^ü — V«  7+r+p  7+iF+y  jJ'^r- 

Sehwars,  OenmiDelto  AbluuidliiBgaii.  I. '  13 
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Zum  Zwecke  der  Vereinfachung  kann  man  nun 


i  cn'  v% 


setzen  und  der  Grösse  8  den  Werth  r^ — r  beilegen. 

sn  v%  wvi  ° 

Setzt  man  hierauf 

x'—x^  =  ax^+ßx^+yx^, 

so  erhält  man  für  die  neun  Grössen  x^-  -  *z^  folgende  Ausdrücke 

snvicnvi    it"cn*w 


X 


*  idnt/i  ^       ' 

snucntisnvicnt^i 


=  -*'. 


iN 


,,    cnwcn^;^ 
^1  =  -  * N — ' 

-,    snMcnMsnt;icnt;i 
x^  =  —K 


snvicnvidnvi     sn*w 

snwcnwdnvi 

^.  —  J^  ' 

,,    cnwcnvi 
^8  =  -«' -^ — ? 

snMcnvidnri 

y«  —         2^        » 


z.  = 


icnvtdnvi     1 


■  snvi         N* 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man  die  Coordi- 
naten  x\  y,  z'  eines  beliebigen  Punktes  der  Schnittlinie  des  Kegels 

(^+l).(a;'-a^J'+(ft  +  r).(y'-y,)'+ft.(/-^o)"  =  0 
mit  der  Kugel 
(x'-xJ+{y'-y,r+i^-j^J  =  Wix'~x,)  +  ßiy'-y,)  +  Yie'-j,J].d 

ausgedrückt  als  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse  w. 

Soll  nun  eine  Minimalfläche  diesen  Kegel  längs  der  Schnittlinie 
desselben  mit  der  Kugel  berühren ,  so  sind  für  X ,  Y ,  Z  die  vorhin 
angegebenen  Ausdrücke  zu  setzen,  durch  welche  diese  Grössen  als 
Fimctionen   derselben  veränderlichen  Grösse  w   erklärt  werden.    Der 
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Grösse  v  ist  überall  derselbe,   von  der  Grösse  u  unabhängige  Werth 
beizulegen. 

Es  würde  nicht  schwierig,  aber  etwas  weitläufig  sein,  die  Be- 
stimmung der  Functionen  U,  V,  W  mit  HiUfe  des  in  Art.  V  der 
Miscellen  angegebenen  Formelsystems  wirklich  auszuführen;  es  em- 
pfiehlt sich  daher,  zur  Bestimmung  dieser  Functionen  einen  anderen 
Weg  einzuschlagen. 

Die  Functionen  U,  F,  W  sind  in  Bezug  auf  die  constanten 
G-rössen  a,  ßy  y  ganze  lineare  und  homogene  Functionen;  man  kann 
daher  setzen 

U=:  aU,+ßU,  +  YU,, 

7=  ar,+ßV,+YV,, 

W  =  aW,+  ßW,+  yW,, 

und  hat  nun  die  neun  Functionen  ü'j-  •  •  TF,  zu  bestimmen. 
Berücksichtigt  man,  dass  die  für 

gefundenen  Ausdrücke,   wie   aus  dem   Additionstheorem  hervorgeht, 
beziehlich  mit  den  reellen  Theilen  der  Functionen 

ik' 
— ^•dn(w  +  t?i),     — Ä'«cn(w  +  tn),     8n{u  +  vi) 

übereinstimmen,  so  liegt  es  nahe, 


*  F,  =  -l^dn(w  +  t;i),     W,  =  -*'cn(w  +  t;i) 

U,  =  -^dn(u  +  t;i),  *  TT,  =      sn(u  +  m) 

U^  =  — A;'cn(tt  +  vi),    F,  =  sn{u  +  vi),  * 

zu  setzen,  unter  diesen  Annahmen  ü^,  F„  TF,  zu  berechnen  und  nach- 
träglich zu  prüfen,  ob  das  auf  diese  Weise  bestimmte  System  von 
Functionen  allen  gestellten  Bedingungen  genügt. 

Aus  der  Gleichung  XdU,+  YdV^+ZdW,  =  0  erhält  man 

dU^  =  ik'*8u*(u  +  vi)du, 
und  auf  analoge  Weise  findet  man 

dV^    ==      iGD^(u  +  vi)du, 
dW^  =  — idn'(t4  +  vi)rfw; 

ea  sind  also  17^,  F,,   W^  elliptische  Integrale  zweiter  Art, 

Die  auf  diese  Weise  bestimmten  drei  Functionensysteme  genügen 

13* 
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bei  passender  Bestimmung  der  unteren  Grenzen  der  zuletzt  erwähnten 
drei  Integrale,  beziehungsweise  der  drei  Constanten  x^,  y^,  z^  allen 
gestellten  Bedingungen. 

In  der  That,  bildet  man  zunächst  für  jedes  einzelne  der  drei 
Functionensysteme  die  Summe  der  Quadrate  der  in  Bezug  auf  u  ge- 
nommenen Ableitungen,  so  ergibt  sich,  dass  diese  Summe  identisch 
gleich  Null  ist. 

Ebenso  ergibt  sich,  dass  die  Gleichung 

dU,dU,+  dr,dV,+  dW,dW,  =  0 

und  die  durch  cyclische  Vertauschung  der  Indices  1,2,3  aus  der- 
selben hervorgehenden  Gleichungen  identisch  befriedigt  sind.  Es  be- 
steht also  identisch  die  Gleichung  {düy+{dVy+(dWy  =  0. 

Da  auch  die  Gleichung  Xdü  +  YdV+ZdW  =  0  für  jedes  der 
drei  Functionensysteme  identisch  erfüllt  ist,  weil  dieselbe  zur  Be- 
stimmung von  dJ7j,  dF,,  dW^  benutzt  worden  ist,  so  bleibt  nur  noch 
zu  zeigen,  dass  die  reellen  Theile  der  drei  Integrale 

Ä'*sn'(M  +  i;j)dM,     ßi  I    cn*(u  +  vi)dUj     —yij    dn*{u  +  vi)du 

bei  passender  Bestimmung  der  unteren  Grenzen  derselben,  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  bei  geeigneter  Verfügung  über  die  noch 
disponiblen  Constanten  a:^,  y^,  e^  für  reelle  Werthe  von  u  beziehlich  mit 

^0+«^,,   Vo+ßy,,  ^o+y^a 

übereinstimmen. 

Wenn  man  von  der  Bezeichnung 


/ 


in^W'du)  =  E(w) 

0 


und  von  dem  für  die  Function  E(w)  geltenden  Additionstheorem 

E(u  +  vi)  =  JE{ü)  +  E{vi)—k^8Jiusnvian{u  +  vi) 

Gebrauch  macht,  so  erhält  man 

ca-Tp/     .     .X           t:!/  .\  .  71    sntncnmdnm     sn*w 
mtE{u  +  m)  =  iE(m)  +  h^ ; =^, 

•i:t/    N  .  7«   anvicnvi      ,,   snvtcnt;*     cn"u 

tasivt  fdntn         N 

snw  snvt        N 
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Setzt  man  nun  w  =  u  +  vi  und 

1     ^''     T7/  -N     ^''  7/«   sntncnvi  | 

*<•  =  «{t-F-^('^)-1F-''-*— idK^!' 
^•=^|-?F•^(«^)+^•«l' 


snt;* 


wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese  drei  Grössen  zwar  von  dem  Werthe 
des  Parameters  v,  nicht  aber  von  der  veränderlichen  Grösse  u  ab- 
hängen, so  ergibt  sich 


mßif 


0 
«7 


cn*  W'dw  =  y^+ßy^, 

0 


Hieraus  geht  hervor,  dass  unter  den  getroffenen  Festsetzungen  die 
reellen  Theile  der  drei  Functionen  CT,  F,  W  für  reelle  Werthe  von  u 
beziehlich  mit  x\  y',  g'  übereinstimmen,  und  hiermit  ist  bewiesen,  dass 
die  für  die  Functionen  J7,  F,  TT  aufgestellten  Ausdrücke  allen  ge- 
stellten Bedingungen  genügen. 

Die  vorstehende  Untersuchung  hat  also  zu  folgendem  Ergebniss 
geführt : 

Setzt  man 

ü  =  ai  I    k'^an^wdw—ß^-^Anto—yk'cnWf 
k'i  ^"^ 


''=-"1' 


\j-  Anw  +  ßi  j     cn^wdw  +  yanw, 


W  =  —ak'cnw  +  ßsnw—yij    Aü^wdw, 
wo  a,  ßj  y  drei  reelle  Constanten   sind  und   w  =  u  +  vi  eine  unbe- 
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schränkt  veränderliche  Grösse  bezeichnet,  so  stellen  die  Gleichungen 

in  rechtwinkligen  Punktcoordinaten  eine  periodische  Minimalfläche 
dar.    Diese  Minimalfläche  wird  von  dem  Kegel  zweiten  Grades 

(^  +1)  •  ix-xj+  {(i  +  r) .  iy-yj+  v^  •  {e-e,y  =  0,  ik  =  r .  tg' am w, 
längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  der  Kugelfläche 

{x-x:f+{y--y.rH^-^.r-:^^^i^^^^ 

berührt,  und  zwar  gilt  dieses  für  jeden  reellen  Werth  von  t?.  Die 
Grössen  x^,  y^,  ß^  sind  durch  die  oben  angegebenen  Gleichungen 
(S.  197)  bestimmt. 

Es  ist  also  der  Satz  bewiesen: 

Jede  Minimal  fläche,  welche  von  einem  Kegel  zweiten 
Grades  längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  einer  durch 
seinen  Mittelpunkt  hindurchgehenden  Kugelfläche  be- 
rührt wird,  wird  von  einer  einfach  unendlichen  Schaar 
concyclischer  Kegel  zweiten  Grades  eingehüllt. 

Hiermit  ist  die  oben  gestellte  Aufgabe  in  allgemeinster  Weise 

gelöst. 

Man  kann  nun    einige  specieUe  Fälle  beziehungsweise  Grenzfalle 

der  allgemeinen  Lösung  ins  Auge  fassen. 

1.    Die    Meusniersche    Schraubenfläche    ergibt    sich    als    ein 

W 
Grenzfall  der  der  Annahme  a==-^,/3  =  0,  y  =  0  entsprechenden 

Minimalfläche.  Lässt  man  nämlich  -BT+tc?  an  die  Stelle  von  w  treten 
und  setzt 


*  j     Qjrw       '       *  dnw  '        ^ 


snu; 


„  dntc;  ' 

'0 

so  ergibt  sich  beim  Uebergange  zur  Grenze  i  =  1  nach  ausgeführter 
Elimination  die  Gleichung  der  Schraubenfläche 

Setzt  man  dagegen 
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iL  h.  biegt  man  die  der  Annahme  a  =  -ttt»  ß  =  ^)  y  =  0  ent- 
sprechende Minimalfläche  in  der  Weise,  dass  sie  ihre  Eigenschaft 
Minimalfläche  zu  sein  nicht  verliert  und  dass  den  Krümmungslinien 
der  ursprünglichen  Fläche  die  Asymptotenlinien  der  Biegungsfläche 
entsprechen,  so  zeigt  sich,  dass  die  auf  die  angegebene  Weise  ent- 
stehende durch  die  obigen  Gleichungen  dargestellte  Biegungsfläche 
die  Ellipse 

<  =  0,   y;'+^  =  i,    x=  0 

enthält,  welche  eine  geodätische  Linie  der  Fläche  ist.  Die  Punkte 
dieser  Ellipse  entsprechen  den  rein  imaginären  Werthen  der  Grösse  to. 

2.  Setzt  man  «==0,  ß  =  k,  y  =  0,  so  erhält  man  für  v  =  K' 
eine  Hyperbel,  welche  eine  geodätische  Linie  der  dieser  Annahme 
entsprechenden  Minimalfläche  ist.     Es  ergibt  sich  nämlich  für 

y.  =  0,  ^;-|^  =  1,   F  =  o. 

3.  Die  der  Annahme  a  =  0,/3  =  0,y  =  l  entsprechende  Mi- 
nimalfläche ist  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt,  dass  auf  derselben 
eine  Ellipse  liegt,  welche  eine  kürzeste  Linie  der  Fläche  ist. 

Setzt  man  nämlich 

so  erhält  man  für  den  Werth  v  ^  0 

^.  =  0,    -|l-  +  y|  =  l,    Z=0. 

Aus  diesem  speciellen  Falle  kann  man  zwei  Grenzfälle  herleiten,  in- 
dem man  den  Modul  k  in  die  Grenzwerthe  k  =  0  und  A;  =  1  tiber- 
gehen lässt. 

Für  i  =  0  erhält  man  die  Minimalfläche,  welche  durch  Rotation 
der  Kettenlinie  um  ihre  Directrix  als  Axe  entsteht. 

Vor  dem  Uebergange  zur  Grenze  k'  =  0  setze  man 


^»    4.  _  i^y» 


JSf 


^4  —    Jt'*  '    ^*  —      j'«    '    ^*         k'^ 
und  lasse  K+w  an  die  Stelle   von  w  treten;   dann  erhält  n|an  für 
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limÄ;'=  0 

Die  durch  diese  Gleichangen  dargestellte  Minimalfläche  enthält  die 
Parabel 

^.  =  0,    y.  =  i«:,    Z=0 

und  die  Cycloide 

x,  =  0,    y,  =  i (1- cos2v) ,    g,  =  '-^{2v  +  Qm2v),    X  =  0 

als  geodätische  Linien. 

Die  Ramncurven  vierten  Grades  des  allgemeinen  Falles  werden 
in  diesem  Grenzfalle  durch  Parabeln,  die  einhüllenden  Kegel  werden 
durch  einhüllende  parabolische  Cy linder  vertreten.  Es  ist  also 
die  durch*  die  vorstehenden  Gleichungen  bestimmte  Minimalfläche 
identisch  mit  derjenigen  transcendenten  Minimalfläche,  für  welche 
Herr  Catalan  im  37.  Hefte  des  Journal  de  TEcole  polytechnique 
p.  160—163,  1858  (Comptes  rendus,  Tome  XLI.  p.  1022,  1856)  eine 
geometrische  Construction  gegeben  hat. 

4.  Setzt  man  a  =  sina,/J  =  0,y  =  cos  e ,  so  schneiden  die 
einhüllenden  Kegelflächen  und  die  denselben  zugeordneten  Kugel- 
flächen einander  in  Kreisen,  und  zwar  liegen  alle  diese  Kreise  in 
parallelen  Ebenen.  Die  getrofffene  Festsetzung  fuhrt  also  zu  den  im 
Eingange  erwähnten  Flächen,  und  man  erhält  den  Satz : 

.Wenn  eine  Minimalfläche  einenKegel  oderCylinder 
zweiten  Grades  längs  eines  Kreisschnittes  berührt,  so 
enthält  dieselbe  eine  einfach  unendliche  Schaar  von 
Kreisen,  welche  in  parallelen  Ebenen  liegen. 

n. 

Im  Vorhergehenden  ist  gezeigt  worden,  dass  es  eine  von  vier 
Parametern  (a,/S,y,Ä)  abhängende  Mannigfaltigkeit  von  Minimal- 
flächen gibt,  welche  die  Eigenschaft  haben,  von  einer  Schaar  concy- 
clischer  Kegel  zweiten  Grades  umhüllt  zu  werden. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  es  ausser  diesen  Minimal- 
flächen überhaupt  noch  andere  Minimalflächen  gibt,  welche  von  einer 
Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  eingehüllt  werden? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten  kann  man  folgenden  Weg  ein- 
schlagen. 
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Wenn  irgend  eine  Fläche  von  einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten 
Grades  umhüllt  wird,  so  wird  dieselbe  von  jedem  Kegel  der  Schaar 
längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  dem  unendlich  benachbarten  Kegel 
der  Schaar,  also,  allgemein  zu  reden,  längs  einer  Raumcurve  vierten 
Grades  berührt,  welche  in  dem  Mittelpunkte  der  Kegelfläche  einen 
Doppelpunkt  besitzt.  Eine  solche  Curve  kann  stets  erklärt  werden 
als  Schnittlinie  der  Kegelfläche  mit  einer  durch  ihren  Mittelpunkt  hin- 
durchgehenden Fläche  zweiten  Grades.  Legt  man  nun  im  Wesent- 
lichen die  im  Vorhergehenden  benutzte  Bezeichnungsweise  zu  Grunde 
und  setzt  v  =  v^,  ^i^  =  i"  tg'  am  v^i,  a:^  =  y^^  =  jer^  =  0,  so  bedeuten 

die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes   einer  Kegelfläche  zweiten 
Grades.    Dieser  Kegel  sei  ein  Kegel  der  Schaar,  und  es  sei 

Äx''+  By'^+  C/'+2Dy'a'+  2Ez'x'+  2  Fx'y'  =  ax'+  hy'+  ce' 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades,  welche  durch  die  Schnitt- 
linie jener  Kegelfläche  mit  der  unendlich  benachbarten  Kegelfläche  der 
Schaar  hindurchgeht.  Auch  in  diesem  Falle  erhält  man  für  die  Punkte 
der  Schnittlinie  die  Grösse  q  durch  elHptische  Functionen  der  unab- 
hängig veränderlichen  Grösse  u  rational  ausgedrückt. 
Werden  nun  durch  die  Gleichungen 

ü    =  x+if{Zdy'-Ydz'), 

V    =  y'+if{XdB'^Zdx'), 

W=  /+i  f(Ydx'^Xdy') 

drei  Functionen  U,  F,   W  eines  complexen  Argumentes  w  =  tc;   be- 
stimmt,  so   sind  deren  Ableitungen  -^ — ,  -^ — ,  -^ —   rationale   Func- 

^       dw      dw      dw 

tionen  elliptischer  Functionen  der  Grösse  w ;  die  Functionen  U,  V,  W 
sind  also  elliptische  Integrale. 

Es  entsteht  jetzt  überhaupt  die  Frage:  Welche  Bedingungen 
müssen  erfüllt  sein,  damit  auf  der  durch  die  Gleichungen 

X  =  fStU,    y  =  SRF,    0  =  SRTT 

bestimmten   Minimalfläche    eine    Schaar    von    algebraischen    Curven 
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Kege,  zu  welcher  die  für  reelle  Werthe  von  w  sich  ergebende  Curve 
gehört? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten  bezeichne  man  die  zu  U,  V,  W 
conjugirten  complexen  Grössen  mit  £7^,  F,,  W^.  Dieselben  sind  Func- 
tionen einer  complexen  Grösse  tc^  und  zwar  entsprechen  conjugirten 
Werthen  der  Argumente  w?,  w^  conjugirte  Werthe  von  U,  ü^,  F,  F^, 
TT,  W,. 

Nach  diesen  Festsetzungen  stellen  die  Gleichungen 

die  in  Rede  stehende  Minimalfläche  ebenfalls  dar,  vorausgesetzt,  dass 
den  beiden  Argumenten  w  und  w^  stets  conjugirte  Werthe  beigelegt 
werden. 

Wird  dagegen  zwischen  den  beiden  Argumenten  w  und  w^  eine 
bestimmte  Relation 

if{WfW^)  =  0 

festgesetzt,  der  zufolge  jede  der  beiden  Variablen  eine  Function  der 
andern  wird,  so  stellen  die  vorstehenden  Gleichungen  nicht  mehr  eine 
Fläche,  sondern  nur  noch  eine  Linie  dar,  da  die  Ausdrücke  auf  der 
rechten  Seite  in  Functionen  eines  Argumentes  übergehen. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  diese  Linie  sei  eine  algebraiscbe 
Raumcurve,  d.  h.  es  wird  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  drei  Coor- 
dinaten  Xj  y,  z  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen 

G{x,y,B)  =  0,    H{x,y,e)  =  0 

bestehen,  wo  O  und  H  zwei  ganze  Functionen  bezeichnen. 

Aus   der  Berücksichtigung  des  Umstandes ,    dass  dG  und  dH  für 

denselben  Werth  von  -p^  gleich  Null  sein  müssen,   ergibt   sich  dann 

eine  dritte  Gleichung 

/dG  dU      dG    dF  .  dG    dW\   f  dH  du,  .  dH  dV,  .  dH  dW,\ 

\dx  dw       dy    dto       de     dvo  /    \dx    dw^      dy    dto,      de     dw^J 

CdO  dU.  ,  dO  dV,  ,  dQ    dW,\   /dH   dU  ,  dH    dV  ,  dH    dW\      ^ 

\dx  dw^       dy    dw,      dz     dw^/    \dx     dw       dy     dw       dz      dw  y         ' 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  elliptischer  Functionen  von 
tv  und  w^  sind. 

Jede  der  drei  Grössen  x,  y,  z  ist  also  eine  algebraische  Function 
von  snti;  und  snw^. 
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Denkt  man  sich  diese  algebraischen  Functionen  in  eine  der  beiden 
Grleichungen  Cr  =  0  oder  H  =  0  eingesetzt ,  so  ergibt  sich  auch 
zwischen  snu;  und  snM;^  eine  algebraische  Grieichung. 

Hieraus  folgt:  Jede  der  drei  Gleichungen 

stellt  dar  eine  lineare  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen  mit 
demselben  Modul,  deren  obere  Grenzen  algebraisch  von  einander  ab- 
hängen, und  algebraischen  Functionen  dieser  Grenzen;  es  ist  also  die 
zwischen  sn  w  und  sn  w^  bestehende  algebraische  Relation  eine  solche, 
welche  eine  Transformation  eines  elliptischen  Integrales  in  ein 
ebensolches  mit  demselben  Modul,  vermehrt  um  eine  algebraische 
Function,  vermittelt.  Also  besteht  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen nach  einem  von  Abel  aufgestellten  Lehrsatze  zwischen  den 
Grössen  w  und  w^  selbst  eine  lineare  Relation 

Wi  ^  m'to  +  n. 

Der  Multiplicator  m  ist  an  die  Bedingung  geknüpft,  rational  zu  sein, 
wenn  er  reell  ist ;  imaginär  kann  derselbe  nur  dann  werden,  wenn  der 
Modul  k  zu  denjenigen  gehört,  für  welche  complexe  Multiplication 
stattfindet.  Aus  diesem  Grunde  kann  m  nicht  von  dem  Parameter 
der  algebraischen  Curvenschaar  abhängen  und  hat  daher  für  alle 
Curven  der  Schaar  denselben  constanten  Werth  +1 ,  wie  für  die  der 
Annahme  m;^  =  ti;  entsprechende  Curve  der  Schaar.  Die  Grösse  n 
aber  ist  von  dem  Parameter  der  Schaar  abhängig.  Da  w  und  Wj  con- 
jugirte  Werthe  haben,  wenn  der  entsprechende  Punkt  der  Fläche 
reell  ist,   so  ist  der  Grösse  n  ein  rein  imaginärer  Werth  beizulegen. 

Hieraus  folgt: 

Wenn  die  durch  die  Gleichungen  a:  =  afll/,f/  =  8iF,  Äf  =  8(iTr 
bestimmte  Minimalfläche  eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthält,  zu 
welcher  die  für  w^  =^  w  sich  ergebende  Raumcurve  vierten  Grades 
gehört,  so  entsprechen  diese  Curven  der  Annahme  w  =  u  +  vi, 
V  =  const. 

Damit  aber  für  jeden  constanten  Werth  von  v  und  für  reelle 
Werthe  der  veränderlichen  Grösse  u  der  Annahme  m;  =  w  +  vi  eine 
auf  der  Minimalfläche  liegende  algebraische  Curve  entspreche, 
muss  die  Bedingung  erfüllt  sein,  dass  die  reellen  Theile  der  drei 
Functionen  TJ ,  F,  W  algebraisch  von  snw  abhängen.  Anderer- 
seits ist  das  Erfülltsein  dieser  Bedingung  hinreichend,  um  schliessen 
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zu  könneD ,  dass  jedem  constanten  Werthe  der  Grösse  v  eine  auf  der 
Minimalfläche  liegende  algebraische  Curve  entspricht. 

Die  gestellte  Aufgabe,  alle  Minimalflächen  zu  finden,  welche  von 
einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  umhüllt  werden,  gestattet 
nun  folgende  Lösung. 

In  Folge  der  Gleichung 


ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  eine  analytische  Function  des 
Argumentes  «  =  w.  Diese  Gleichung  vermittelt  demnach  die  con- 
forme  Abbildung  der  Kugeloberfläche  X"+Z"+Z*  ==  1  und  damit 
zugleich  der  Minimalfläche  auf  die  Ebene,  deren  Punkte  die  Werthe 
der  complexen  Grösse  w  geometrisch  darstellen.  Der  Axe  des  Reellen 
in  der  w?-Ebene  entspricht  der  sphärische  Kegelschnitt 

Durch  dieselbe  Gleichung  ist  auch  das  sphärische  Bild  der  der  Linie 
m;  =  u  +  m,  v  =  const.,  auf  der  Minimalfläche  entsprechenden  Curve 
bestimmt,  und  zwar  entspricht  dieser  Linie  der  sphärische  Kegelschnitt 

welcher  zu  dem  vorher  betrachteten  confocal  ist. 

Wenn  demnach  die  durch  die  Gleichungen  a;  =  SRJJ,  y  =  91F, 
0  =i  ^W  dargestellte  Minimalfläche  längs  jeder  Linie,  welche  der 
Annahme 

w  ^=  u  +  vij    V  =  const. 

entspricht,  von  einem  Kegel  zweiten  Grades  berührt  wird,  so  ist 
dieser  Kegel  mit  dem  für  v  =  0  sich  ergebenden  Kegel  zweiten 
Grades  concyclisch. 

Wenn  mithin  eine  Minimalfläche  die  Eigenschaft  hat,  von  einer 
Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  umhüllt  zu  werden,  so  sind  diese 
Kegel  concyclisch. 

Die  in  dem  ersten  Theile  der  vorliegenden  Abhandlung  unter- 
suchten Minimalflächen  sind  demnach  die  einzigen  Minimalflächen, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  von  einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten 
Grades  umhüllt  zu  werden. 

Unterstrass  bei  Zürich ,  1875. 


Ueber  einige  nicht  algebraische  Minimalflächen, 
welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven 

enthalten. 


Jonrnal  fttr  reine  nnd  angewandte  Mathematik,  Bd.  87,  S.  146—160. 

Die  bis  jetzt  genauer,  untersuchten  nicht  algebraischen  Minimal- 
flächen, welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthalten*),  besitzen 
folgende  Eigenschaften: 

1.  Die  transcendenten  Functionen,  von  welchen  die  ana- 
lytische Bestimmung  dieser  Flächen  abhängt,  sind  bei  passender  Wahl 
der  unabhängigen  Variablen  entweder  Logarithmen,  oder  ellip- 
tische Integrale  ersterund  zweiter  Art,  welche  zu  reellen 
Invarianten  jr,  und  g^  gehören. 

2.  Längs  jeder  Curve  der  auf  einer  dieser  Flächen  liegenden 
Schaar  algebraischer  Curven  hat  der  reelle  oder  der  imaginäre  Be- 
standtheil  des  in  Betracht  kommenden  Logarithmus,  beziehungsweise 
elliptischen  Integrals  erster  Art,  einen  constanten  Werth.  In 
Folge   dieses  TJmstandes  gestattet  jede   der   erwähnten  Flächen    eine 

*)  1.  Die  Meusni ersehe  Schraubenfläcbe, 

2.  die  durch  Rotation  der  Eetteniinie  um  ihre  Directrix  als  Aze  ent- 
stehende Botationsfläche,  das  Gat^oid  Plateau' s, 

3.  die  von  Herrn  Catalan  aufgefundene  Minimalfläche,  welche  eine  Schaar 
Ton  Parabeln  enthält, 

4.  die  von  Riemann  und  von  Herrn  Enneper  untersuchten  Minimalflächen, 
welche  eine  Schaar  von  Kreisen  enthalten, 

6.  die  Minimalflächen,  welche  von  einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten 
Grades  umhallt  werden.  Diese  Flächen  enthalten  die  unter  1.  bis  4.  angefahrten 
als  specielle  Fälle,  beziehungsweise  als  Grenzf&lle.  (S.  den  diese  Flächen  betreffen- 
den auf  S.  190 — 204  dieses  Bandes  abgedruckten  Aufsatz.) 
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solche  conforme  AbbilduBg  auf  eine  Ebene,  dass  der  Schaar  von  alge- 
braischen Curven,  welche  sie  enthält,  in  jener  Ebene  eine  Schaar  von 
parallelen  Geraden  entspricht. 

3.  Die  erwähnten  Flächen  sind  einander  paarweise  zuge- 
ordnet, in  der  Art,  dass  von  je  zwei  einander  zugeordneten  Flächen 
jede  eine  Biegungsfläche  der  andern  ist,  wähi'end  den  Krümmungs- 
linien der  «inen  die  -ftsymptotenlinien  der  andern  entsprechen  und 
umgekehrt.  Hierbei  stehen  die  auf  den  Flächen  eines  Paares  liegenden 
zwei  Schaaren  von  algebraischen  Curven  in  der  Beziehung  zu  ein- 
ander, dass  die  Curven  der  einen  Schaar  die  Biegungslinien  der 
orthogonalen  Trajectorien  der  Curven  der  andern  Schaar  sind 
und  umgekehrt. 

Man  kann  nun  die  Aufgabe  stellen: 

Alle  nicht  algebraischen  Minimalflächen  zu  be- 
stimmen, welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven 
enthalten. 

Einen  Theil  der  Lösung  dieser  allgemeinen  Aufgabe  enthält 
die  vorliegende  Abhandlung. 

I. 

Es  seien  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  einer  gegebenen  algebraischen  Curve,  X,  Y,  Z  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  eine  ^formale  dieser  Curve  im  Punkte  x,  y,  Zj 
deren  Lage  sich  längs  der  Curve  nach  einem  gegebenen  algebraischen 
Gesetze  ändert,  mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst. 

Es  wird  vorausgesetzt,  es  seien  a;,  y,  ^er,  X,  F,  Z  gegebene  ra- 
tionale Functionen  zweier  Variablen  ^,  r,  zwischen  denen  eine  un- 
zerlegbare algebraische  Gleichung  von  der  Form  F{t ,  r)  =  0  besteht, 
in  der  Weise,  dass  auch  umgekehrt  t  und  r  als  rationale  Functionen 
von  X,  y,  a,  Xy  Yf  Z  dargestellt  werden  können.  Alle  Coefficienten 
werden  als  reell  vorausgesetzt. 

.  Wird  nun  mittelst  des  im  Art.  V  <ler  Miscellen*)  angegebenen 
Systems  von  Gleichungen  eine  Minimalfläche  bestimmt,  welche  die 
gegebene  Curve  enthält,  und  deren  Normale  in  jedem  Punkte  dieser 
Curve  mit  der  vorher  erwähnten  Normale  der  Curve  zusanunenfallt, 
so  sind  die  Grössen  s  undg(5),  von  denen  die  analytische  Bestinmiung 


*}  Siehe  S.  179  dieses  Bandes. 
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dieser  Minimalfläche  abhängt,   durch  die  Grrössen  t,  x  rational  aus- 
drückbar, wie  aus  den  Gleichungen 

s  = 


1-Z 


cv ,  X  _  dx  +  i{Zdy'-Yd£f)  _  dy  +  ijXde-Zdx)  _  djB  +  ijYdx—Xdy) 
^^^^—         {l^s*)ds  ~'      T(l+s')ds         ~  2sds 

hervorgeht. 

Eieraus  folgt,  dass  die  durch  die  beiden  Grössen  s,  5(s)  be- 
stimmte Klasse  von  algebraischen  Functionen  unter  der  durch  die 
Grössen  t,  x  bestimmten  Elasse  enthalten  ist. 

Im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  die  Functionen  x,  y,  £ ,  X,  T,  Z 
nicht  speciellen  Bedingungen  genügen,  wird  es  auch  umgekehrt  mög- 
lich sein,  die  Grössen  tj  x  rational  durch  die  Grössen  8  und  ^{s)  aus- 
zudrücken. Unter  dieser  Voraussetzung  wird,  wenn  s^  und  ^l{s^)  die 
zu  s  und  ^{s)  conjugirten  complexen  Grössen  bezeichnen,  auch  8^  und 
%l{s^)  rational  durch  t  und  x  und  umgekehrt  t  und  r  durch  8^  und 
%l{8^)  rational  ausdrückbar  sein,  und  es  wird  hierdurch  eine  rationale 
Transformation  zwischen  s,  5(s)  einerseits  und  äj,  SiC^J  andererseits 
erhalten,  welche  eindeutig  umkehrbar  ist. 

n. 

Wenn  eine  Minimalfläche  eine  Schaar  algebraischer  Curven 
enthält,  so  bestimmt  jede  Curve  der  Schaar  in  Verbindung  mit  der 
auf  der  Kugel  vom  Radius  1  durch  parallele  Normalen  ihr  entspre- 
chenden Curve  eine  bestimmte  Klasse  von  algebraischen  Functionen, 
unter  welcher  die  durch  die  Grössen  s  und  ^(^)  bestimmte  Klasse 
enthalten  ist. 

Das  Umgekehrte  findet  nicht  immer  statt;  denn,  wenn  z.  B.  die 
Minimalfläche  eine  algebraische  Fläche  ist,  so  kann  man  auf  derselben 
in  unendlich  mannigfaltiger  Weise  eine  Schaar  von  algebraischen 
Curven  wählen,  so  dass  die  durch  die  einzelnen  Curven  der  Schaar 
bestimmten  Klassen  von  algebraischen  Functionen  in  der  durch  s  und 
^{s)  bestimmten  Klasse  nicht  enthalten  sind. 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  auf  einer  nicht  alge- 
braischen Minimalfläche  eine  Schaar  von  algebraischen  Curven  liegt, 
welche  in  der  durch  s  und  ^{s)  bestinmiten  Klasse  nicht  enthalten 
sind.    (S.  das  Beispiel  3  des  Art.  IV.) 

Im  Folgenden  wird  nun   der  Fall  etwas  genauer  untersucht,    in 


i 
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welchem  die  algebraische  Klasse  jeder  auf  der  Minimal- 
flache  liegenden  Curve  der Schaar  unter  der  durch  « 
und^(5)  bestimmten  algebraischen  Klasse  enthalten  ist. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  sind,  wenn  die  Coordinaten  eiues 
beliebigen  Punktes  einer  Curve  der  Schaar  x,  y,  e^  und  des  demselben 
entsprechenden  sphärischen  Bildes  X,  Y,  Z  in  der  im  Art.  I  ange- 
gebenen Weise  durch  zwei  Grrössen  t,  t  rational  ausgedrückt  werden, 
für  jede  Curve  der  Schaar  die  beiden  Grössen  t  und  z 
durch  die  beiden  Grössen«  und  ^($)  rational  aus  drück  bar. 

Beweis.  Zwischen  den  Grössen  Sj  '^(s),  x,  y^  jSj  X,  Y,  Z^ 
Uj  F,  W  bestehen  ausser  den  bereits  angeführten  folgende  Gleichungen 

X  =  SRJJ,  y  =  SRF,  js  =  «TT, 

du  =  {l-s')^(s)ds,    dV  =  i{\+s^)%{s)ds,    dW  =  2s^{s)ds, 

dU=dx+i{Zdy-Yde\  dV^dy+iiXde-Zdx),  dW=dz+i{Ydx-Xdyl 

Xdx  +  Ydy+Zdz  =  Q,  XdU+YdV+ZdW=  0,  {dUy+{dVy+{dWy=0, 

X'+r'+Z'=  1,    dU'dx  +  dV'dy  +  dWdjs  =  dx^+dy'+da", 

.    dW'dy-dV'dz     y_  ,   dü-de-dWdx  .    dV-dx-^dU^dy 

-^  — *•     da^+dy^+dz^    '  *'    dx^+dy^+de^    ,^  —  %     dx'^dy^+d^    ' 

Wenn  nuu  die  Coordinaten  rr,  y,  e  eines  beliebigen  Punktes  einer  der 
Schaar  angehörenden  Curve  durch  die  beiden  Grössen  s  und  g(s)  ra- 
tional ausdrückbar  sind,  so  sind  in  Folge  der  vorstehenden  Gleichungen 
auch  die  Grössen  X,  Y,  Z  rational  durch  s  und  5(s)  ausdrückbax, 
und  hieraus  ergibt  sich,  in  Folge  einer  bezüglich  der  Grössen  ty  t 
getroffenen  Voraussetzung,  dass  auch  die  Grössen  t  und  t  rational 
durch  die  Grössen  s  und  ^(s)  ausdrückbar  sind,  was  in  dem  oben 
ausgesprochenen  Satze  behauptet  wurde. 

Unter  der  angegebenen  Voraussetzung  gibt  es  also  eine  .Seh  aar 
rationaler  eindeutig  umkehrbarer  Transformationen  zwischen  s,  ^(s) 
einerseits  und  5, ,  3fx(^i)  andererseits,  da,  wie  im  Art.  I  ausgeführt 
wurde ,  jede  Curve  der  Schaar  eine  solche  Transformation  nach 
sich  zieht.' 

Folglich  gibt  es  auch  eine  Schaar  rationaler  eindeutig  umkehr« 
barer  Transformationen  der  zwischen  s  und  ^{s)  bestehenden  alge- 
braischen Gleichung  in  sich  selbst. 

Hieraus  ergibt  sich  nach  einem  Lehrsatze,  welchen  ich  in  dem 
Aufsatze  ^lieber  diejenigen  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei 
veränderlichen  Grössen,  welche  eine  Schaar  rationaler   eindeutig   mn« 
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kehrbarer  TraBsformationen  in  sich  selbst  zulassen^  *)  bewiesen  habe, 
dass  die  Grössen  s  und  5(^)  entweder  rationale  Functionen 
oder  eindeutige  elliptische  Functionen  einer  unab- 
hängig veränderlichen  Grösse  sind. 

m. 

Wenn  — ^,  -tt-,  — =y-  rationale  Functionen  einer  unabhängig 
dt      dt       dt 

verj inderlichen  Grösse  t  sind,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  da- 
mit die  zugehörende  Minimalfläche  eine  Schaar  algebraischer  Curven 
enthalte ,  dass ,  wenn  mit 

lÄ^logit-t,),    lB^og{t-^Q,    lCAog{t^Q 

die  in  U,  F,  W  vorkommenden  logarithmischen  Glieder  bezeichnet 
werden,  die  Gleichungen 

9t2^1og(^ -^)  =  const.,  "StlB^logit-Q  =  const.,  ^lC,log{t-Q  =  const. 

in  der  ^Ebene  dieselbe  Schaar  algebraischer  Curven  dar- 
stellen. 

Damit  diese  Gleichungen  dieselbe  Curvenschaar  darstellen,  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass 

lÄ,log{t^K),    IB^ogit^K),    lC^og{t^K) 

in  constantem  reellem  Verhältnisse    stehen.    Mittelst  einer  Coordi- 
natentransformation   kann  man  in   diesem  Falle   bewirken,   dass  nur 
W,  nicht  aber  U  und  V  logarithmische  Glieder  enthält,  dass  also  alle 
Coefficienten  A^  und  B^  gleich  Null  sind. 
Damit  die  Gleichung 

SRSCy  log(<— f^)  =:  const. 

eine  Schaar  algebraischer  Curven  darstelle,  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  alle  Coefficienten  Cy  entweder  reelle  oder  rein  ima- 
ginäre Werthe  haben  und  dass  die  Verhältnisse  je  zweier  unter  ihnen 
rational  sind. 

IV. 

Es  sollen  nun  einige  specielle  Fälle  von  nicht  algebraischen  Mi- 
nimalflächen  genauer  untersucht  werden ,  welche  der  im  Art.  III  ins 
Auge  gefassten  besonderen  Art  angehören. 


*)  Abgedmckt  im  zweiten  Bande  der  vorliegenden  Ausgabe. 

SchwftTs,  Gemnmelte  Abhaadlungen.  I.  14 
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1.    Die  Functionen  U  und  V  werden  für  zwei  Werthe  t'  und  f 
von  t  unendlich  gross  erster  Ordnung. 

In  diesem  Falle  erhält  man  (t—fy-  (t—fy  als  gemeinsamen  Nenner 

der  drei  Ausdrücke  -yi-,  -tti  -^t-«    Setzt  man  nun 

dt      dt       dt 

dt  ~  ^""^  {t^ty^{t'-t"y' 

80  ist  in  Folge  der  Gleichung 

dU^-idV  •dU-idV  ^  _  (dW^ 
dt       '       dt         ~       \  dt  ) 

dU+idV         ,,         (t^c.y 


=  c 


dt  «    {t-t'y-it-^f) 


dt  ^  (t-t'y-it'-fy 

zu  setzen.  Damit  nun  CT  und  F,  also  auch  ü'+iF  und  U—tF  ein- 
deutige Functionen  von  t  seien,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  beiden  Gleichungen 

erfüllt  sind.    Man  kann  also 

c,  =  r,  c.  =  f 

setzen  und  erhält  dann,  von  additiven  Constanten  abgesehen, 

ü+iv=  -C-^,  u-ir=  -C~,  ^  = 'fizf^^sjEr- 

In  diesem  Falle  stellen  die  Gleichungen 

X  =  ^U,    y  =  SRF,    js  =  SRTF 

die   Meusniersche   Schraubenfläche    oder   die   durch   Rotation   der 

Kettenlinie  um  ihre  Directrix    als  Axe   entstehende   Rotationsfläche 

c'<r 
dar,  jenachdem  die  Grösse   ,/  \,   einen  reellen  oder  einen  rein  ima- 

ginären  Werth  hat. 

2.  Die  Functionen  ü"+*Fund  17— tF  werden  für  zwei  Werthe 
von  t,  nämlich  für  ^  =  0  und  für  t  =  oo^  unendlich  gross  zweiter 
Ordnung. 

Setzt  man  in  diesem  Falle 
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§K-i^','  (<-C.)(f-Cj(<-C.)(<-Cj 


dt 


SO  sind  zwei  Anordnungen  zulässig: 


dt        ~  "'  f 

du-idv  _  „.  (t-c,y{t~c,)(t-c,) 


dt 


s  =  t 


<    t-c. 


dU±idV_     it-c,y(t-c,y 
dt     ~  ''        e 

du-idv  _  ..  (t-c,y{t-e,y 


dt 


=  c. 


<    {t-c,)(t-cj 


s  = 


Damit  nun  ü  und  V  keine  logarithmischen  Grlieder  enthalten,  müssen 
die  Gleichungen 


cj  +  2  (c,+  c.)  c,+  c,  c,  =  0, 
cj  +  2(c,+  c,)c.+  c,c,  =  0 

erfüllt  sein,  aus  denen  sich 


c,  = 


c.  = 


-  (Ci+  c.)  +  Vc;  +  CiC,+  cj , 


(c.+  0-Vc!  +  c.c.+  cJ 


C,  =    _(2_S^)c., 
C.  =  -(2-V3)c, 


ergibt.  Der  in  W  vorkommende  Logarithmus  von  t  hat  den  Coeffi- 
cienten 

-2ieX(c\  +  C.C.+  el).     \      -t«  (2- v'3)(c.-c.)'. 

Hat  dieser  Coeffieient  einen  reellen  oder  einen  rein  imaginären  Werth, 
so  enthält  die  zugehörende  Minimalfläche  eine  Schaar  algebraischer 
Curven  des  vierten  Grades,  welche  der  Curvenschaar 

Mlogt  =  const. ,    beziehungsweise    9iilog^  =  const. 
entspricht. 

Unter  den  auf  die  angegebene  Weise  bestimmten,   von  zwei  we- 

c  c' 

sentlLchen  Constanten,   nämlich  den  Verhältnissen  — ^  und  -7?-,  abhän- 

genden  Minimalflächen  ist  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
durch  die  Bedingung  ausgezeichnet,  dass  die  Grrösse  W  ausser  dem 
logarithmischen  Gliede  nur  Potenzen  von  t  mit  geradem  Exponenten 
enthalten  soll. 

Damit  dieses  eintrete,  ist  in  Folge  der  Gleichungen 

nothwendig  und  hinreichend,  dass  c,  =  —  c,  gesetzt  werde. 

14* 
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In  diesem  Falle  kann  man  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 


c»  =  1.    Ci  =  -1. 


c,  =s  1,    c«  =  -1 


v's  +  i 


c.  — 

vä  '  "•- 

«•  =  - 

,1^      J     ^*  — 

V^  — 1 
V2 


setzen,   während  das  Verhaltniss  c'^ic"^  willkürlich  bleibt.    Setzt  man 
auch  noch  ci  ^  c^  =  1,  so  erhält  man  folgende  specielle  Gleichungen 


U 

r 
w 


8  =ä 


2i(<+r), 


5  =  1 


^«+^2-^-1  • 


Aus    den    Grleichungen   auf  der   linken   Seite   ergeben   sich,    wenn 
t  =  r-  e^  gesetzt  wird ,  die  folgenden 

a;  =  |(r*+r-»)cos29,  y  =  — 2(r-r"*)sin9>,  £f=  -|(r'+r-«)sin29p  +  29, 


s.=  % 


rd^+1' 


Diese  Gleichungen  stellen,  wenn  q>  =  (2n+l)jÄ  gesetzt  wird,  für 
jeden  ganzzahligen  Werth  von  n  eine  Parabel  dar.  Alle  diese  Pa- 
rabeln liegen  auf  dem  parabolischen  Cylinder 

y»  =   -8(iC+l). 

Da  für  die  angegebenen  Werthe  von  q>  der  absolute  Betrag  der 
Grösse  s  gleich  1  ist,  so  liegen  die  längs  jeder  von  diesen  Parabeln 
construirten  Normalen  der  Minimalfläche  in  der  Ebene  der  betreflPen- 
den  Parabel.  Die  durch  die  obigen  Gleichungen  dargestellte  perio- 
dische Minimalfläche  wird  daher  von  dem  parabolischen  Cylinder 
y'  =  —  8(a;+l)  längs  dieser  Parabeln  berührt.  Die  erwähnten  Pa- 
rabeln sind  geodätische  Linien  der  Minimalfläche. 

Für  jeden  constanten  Werth  von  9  stellen  die  obigen  Gleichungen 
ebenfalls  eine  Parabel  dar,  welche  Schnittlinie  der  Ebene 


X 


+ 


£—29   


cos  2q)       sin  2(p 


=  0 
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mit  dem  parabolischen  Cylinder 


8  sin'  ^>         cos  29> 


-1 


ist.     Längs  jeder  Parabel  der  Schaar  wird  die  Minimalfläche  von  einem 
pai'abolischen  Cylinder 


8  sin'  ^>  tg  9 

berührt.  Für  den  Werth  r  =  1  stellen  die  obigen  Gleichungen  eine 
in  der  Ebene  y  =  0  liegende  Cycloide  dar,  welche  eine  geodätische 
Linie  der  Minimalfläche  ist. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Minimal- 
fläche dieselbe  ist,  auf  welche  Herr  Catalan  im  Jahre  1855  geführt 
wurde  und  für  welche  derselbe  eine  geometrische  Construction  ge- 
geben hat.  Lässt  man  fT,  F,  TT,  in  —  iJ7,  —  t'F,  —  i  TT  übergehen,  so 
geht  aus  dieser  Fläche  eine  andere  hervor,  welche  eine  Biegungs- 
fläche derselben  ist. 

Auf  dieser  durch  die  Gleichungen 

a;  =  i(r*— r"*)  sin 2gj,  y  =  2(r-|-r'"')cos9,  je'  =  i(r'— r"*)cos29>— 21ogr 

dargestellten  Minimalfläche  liegt  eine  Schaar  von  Raumcurven  vierten 
Grades,  in  welchen  die  Rotationscylinder 

•    a;*+(^-t-21ogr)'  =  i(r'-r"7 

« 

von  den  parabolischen  Cylindem 

y*  =  4^^(ir+21ogr)  +  2(r  +  r-')' 

geschnitten  werden. 

Im  Punkte  a;  =  0,  y  =  0,  ^e?  =  —  J(r'— r"')  — 21ogr  berühren 
sich  beide  Cylinder;  in  diesem  Punkte  besitzt  daher  ihre  Schnittlinie 
einen  Doppelpunkt.  Längs  jeder  Curve  der  Schaar  wird  die  Minimal- 
fläche von  einem  Rotationskegel 

berührt.  Die  xr-Axe  ist  eine  Doppellinie  der  Fläche.  Dasselbe  gilt 
bezüglich  der  y-Axe,  von  welcher  der  zwischen  y  =  —  4  und  y  =  +  4 
liegende  Theil  mit  reellen  Flächenelementen  zusammenhängt.  Die 
Endpunkte  dieser  Strecke  sind  uniplanare  Doppelpunkte  der  Fläche. 
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üeberhaupt  besitzen  alle  Minimalflächen ,  zu  welchen  die  auf  der 
linken  Seite  der  obigen  Entwickelungen  zu  Grunde  gelegte  Anord- 
nung führt,  uniplanare  Doppelpunkte,  welche  den  Werthen  ^  =  c,  und 
^  =  c,  entsprechen.  — 

Die  Gleichungen  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Entwicke- 
lungen (S.  212)  führen  zu  einer  periodischen  Minimalfläche ,  welche 
von  den  Ebenen 

B  =  2(2n+l)7C 

in  geodätischen  Linien  geschnitten  und  längs  dieser  ebenen  Curven 
von  der  Cylinderfläche 

berührt  wird. 

Lässt  man  auch  bei  dieser  Fläche  U,  V,  W  beziehlich  in  —  iü, 
—  iVj  —i TT  übergehen,  so  erhält  man  eine  durch  folgende  Gleichungen 
bestimmte  Minimalfläche 

X  =        i(r*+r-')sin29, 

y  =  2\j2(r  +r--')coag), 

z  =        ^(r'— r"')cos29— 41ogr. 

Für  jeden  constanten  Werth  von  r  stellen  diese  Gleichungen  eine 
Raumcurve  vierten  Grades  dar,  welche  Schnittlinie  des  elliptischen 
Cylinders 

r ^ r .  r  ^ + 4iogrr  _ 

mit  dem  parabolischen  Cylinder 

ist.    Dem  Werthe  r  =  1  entspricht  eine  ebene  Curve  vierten  Grades 

a;'-2(iy)'+ay)*  =  0,    ^  =  0, 

welche  eine  geodätische  Linie  der  Minimalfläche  ist. 

Die  i8?-Axe  ist  eine  Doppellinie  der  Fläche. 

3.  Ein  Beispiel  für  den  Fall  ,  in  welchem  die  Function  W  sich 
an  drei  Stellen  logarithmisch  verzweigt,  nämlich  für  die  Werthe 
t  =  —1,  t  =  +1  und  ^  =  00,  ist  das  folgende: 

.      o:/N  d  +  QC-t* 
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Die  algebraischen  Cürven  der  Minimalfläclie  entsprechen  den  in  der 
^Ebene  liegenden  confocalen  Lemniskaten,  deren  Brennpunkte 
die  Punkte  ^  =  —  1  und  ^  =  +1  sind. 

Dieser  specielle  Fall  unterscheidet  sich  von  allen  andern  meines 
Wissens  bisher  genauer  untersuchten  nicht  algebraischen  Minimal- 
flächen, welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthalten,  dadurch, 
dass  die  algebraischen  Klassen,  welche  durch  irgend  zwei  der  Schaar 
angehörende  Curven  bestimmt  werden,  im  Allgemeinen  von  einander 
verschieden  sind.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  jeder 
Curve  der  Schaar  sind  darstellbar  als  eindeutige  elliptische  Functionen 
einer  veränderlichen  Grösse,  aber  die  zugehörende  absolute  Invariante 
ändert  sich  beim  TJebergange  von  einer  Curve  der  Schaar  zur  un- 
endlich benachbarten. 

In  diesem  Falle  sind  also  die  auf  der  Minimalfläche  liegenden 
algebraischen  Curven  in  der  durch  s  und  ^{s)  bestimmten  algebrai- 
schen Klasse  nicht  enthalten. 

V. 

Die  allgemeine  Untersuchung  wird  jetzt  an  der  Stelle  wieder 
aufgenommen,  wo  dieselbe  durch  die  Betrachtung  specieller  Fälle 
unterbrochen  wurde. 

Im  Art.  n  ist  gezeigt  worden ,  dass  die  Grössen  s  und  5  (s) 
unter  den  daselbst  angegebenen  Voraussetzungen  entweder  rationale 
Functionen  oder  eindeutige  elliptische  Functionen  einer  veränderlichen 
Grösse  sind. 

In  diesem  Artikel  wird  nun  der  FaU  genauer  untersucht,  in 
welchem  die  Grössen  $  und  j^{s)  eindeutige  elliptische  Functionen 
eines  Argumentes  u  sind. 

Aus  demselben  Grunde,  aus  welchem  die  Coefficienten  der  zwi- 
schen t  und  t  bestehenden  algebraischen  Gleichung  als  reell  voraus- 
gesetzt worden  sind ,  kann  man  von  der  Annahme  ausgehen,  dass  die 
Invarianten  g^  und  g^  der  elliptischen  Functionen  pu  und  (p'u,  durch 
welche  t,  r,  s  und  5(s)  rational  ausgedrückt  werden,  reelle  Werthe 
haben. 

Unter  dieser  Voraussetzung  entsprechen  conjugirten  Werthen 
t,  t^  auch  conjugirte  Werthe  w,  u^  des  Argumentes,  und  es  hat  daher 
die  Differenz  u— w,  einen  rein  imaginären  Werth,  welcher  mit  2vi  be- 
zeichnet werden  möge.  Da  nun  jede  der  rationalen  eindeutig  umkehr- 
baren Transformationen  der  zwischen  s  und  5  (s)  bestehenden  Gleichung 
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in  die  zwischen  «,  und  fJX^i)  bestehende  Gleichung  für  die  Grösse 
w— -1*1  einen  constanten  Werth  ergibt,  —  die  Schlussfolgerung  ist 
der  in  dem  angeführten  Aufsatze  angewandten  völlig  analog  —  so 
kann  die  Grösse  v  als  Parameter  der  auf  der  Minimalfläche  liegenden 
Schaar  algebraischer  Curven  angesehen  werden. 

Die  Gleichung  w— Wi  =  2vi  stellt,  wenn  v  alg  veränderlicher  Pa- 
rameter angesehen  wird,  in  der  M-Ebene  eine  Schaar  von  parallelen 
Geraden  dar,  längs  denen  der  imaginäre  BestandtheU  der  Grösse 
u  einen  constanten  Werth  hat.  Weil  aber  die  Grösse  u  als  eine 
Function  des  complexen  Argumentes  s  angesehen  werden  kann  und 
in  Folge  dessen  ^e  Minimalfläche  auf  die  «-Ebene  conform  abgebildet 
wird,  so  bilden  die  auf  der  Minimalfläche  liegenden  der  Schaar  ange- 
hörenden algebraischen  Curven  nebst  ihren  orthogonalen  Trajectorien 
ein  isometrisches  Curvensystöm  auf  der  Fläche,  mit  anderen 
Worten,  die  erwähnte  Curvenschaar  vermag  nebst  der  zu  ihr  ortho- 
gonalen Curvenschaar  die  Minimalfläche  in  unendlich  kleine  Quadrate 
zu  theilen. 

Setzt  man  nun  u  =  u'+vij  wo  m'  eine  veränderliche  Grösse  be- 
zeichnet, welche  zunächst  nur  reelle  Werthe  annehmen  soll,  so  ergibt 
sich  aus  der  Voraussetzung,  welche  bezüglich  der  auf  der  Minimal- 
fläche liegenden  Curven  der  Schstar  gestellt  worden  ist,  und  aus  dem 
für  die  Function  pu  geltenden  Additionstheorem,  dass  die  reellen 
Theile  der  drei  Functionen  C/,  F,  TT  für  jeden  constanten  Werth  von 
V  rationale  Functionen  von  pu'  und  ^o'u'  sein  müssen. 

Denn   für  jeden   constanten  Werth  von  v  sollen   die  Gleichungen 

eine  algebraische  Curve  darstellen,  welche  die  Eigenschaft  besitzt, 
dass  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  derselben  durch  s  und 
5  (5),  also  auch  durch  ^  und  p'u  rational  ausdrückbar  sind.  Da  nun 
u  =  u'+vi  ist  und  p{u'+vi)  sowohl  als  p'{u'+vi)  in  Folge  des  für 
diese  Functionen  geltenden  Additionstheorems  durch  pu'  und  pu'  ra- 
tional ausdrückbar  ist,  so  sind  auch  die  reellen  Theile  von  U,  F,  W 
für  jeden  constanten  Werth  von  v  rationale  Functionen  von  pu' 
und  p'u\ 

Damit  dieses  eintritt,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  zwei 
Bedingungen  erfüllt  sind: 

erstens,    dass  in   den  für  die  Umgebung  irgend  eines  Werthes 
u  =  Uq  geltenden  Entwickelungen  von  U,  V,  W  nach  Potenzen  von 
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«— Wq  fiir  keinen  "Werth  von  u^  ein  mit  dem  Factor  log(u— «J  be- 
haftetes Glied  auftrete ,  mit  anderen  Worten ,  dass  die  Functionen 
Uf  Vj  >F  kein  Integral  dritter  Art  enthalten; 

zweitens,    dass   die  Coefficienten   der  in   den   drei  Functionen 

(Vit 
U,  V,    W  vorkommenden  mit  -= — ,    beziehungsweise  mit  u  multipli- 

cirten  Glieder  rein  imaginäre  Werthe  haben. 

Beweis.  Bezeichnet  U^  die  zu  der  Grösse  U  conjugirte  Grösse, 
welche  eine  Function  der  zu  der  Grösse  u  conjugirten  Grösse  u^  ist, 
so  gilt,  vorausgesetzt,  dass  den  Grössen  u  und  u^  zunächst  nur  con- 
jugirte Werthe  beigelegt  werden,  die  Gleichung 

mu  =  U+U,. 

Setzt  man  nun  u  =  u'+vi,  u^  =  u'—vi,  so  soll  nach  der  Voraus- 
setzung für  jeden  constanten  Werth  von  v  U  +  U^  eine  rationale 
Function  von  gm'  und  j.?V  sein;  man  erhält  also  die  Gleichung 

in  welcher  R  eine  rationale  Function  bezeichnet,  deren  Coefficienten 
analj-^tische  Functionen  des  Parameters  v  sind. 

Man  kann  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  der  Variablen  u'  nur 
reelle  Werthe  beigelegt  werden  sollen,  fallen  lassen,  weil  alle  in  Be- 
tracht kommenden  Functionen  analytische  Functionen  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  U  +  TJ^  als  Function  der  jetzt  un- 
beschränkt veränderlichen  Grösse  u  betrachtet  für  alle  endlichen 
Werthe  dieser  Grösse  den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt. 
Aus  diesem  Grunde  ist  U+U^  an  keiner  Stelle  logarithmisch 
verzweigt. 

Es  kann  aber  auch  die  Grösse  U  an  keiner  Stelle  logarithmisch 
verzweigt  sein. 

Enthielte  nämlich  die  für  die  Umgebung  irgend  eines  Werthes 
u  =  u^  geltende,  nach  Potenzen  von  u  —  u^  fortschreitende  Entwicke- 
lung  von  U  das  Glied  Clog(ti  — t/^),  so  würde  die  für  die  Umgebung 
des  Werthes  w' =  u^—vi  geltende  Entwickelung  von  U  das  Glied 
C\og[u'—(u^—vi)]  und  die  für  die  Umgebung  desselben  Werthes  gel- 
tende Entwickelung  von  C/j  das  Glied  —Clog[u'—(u^—vi)]  enthalten 
müssen.  Hieraus  würde  folgen,  dass  die  für  die  Umgebung  des 
Werthes  «,  =  u^—2vi  geltende  Entwickelung  von  U^  das  Glied 
— (71og[ttj— (tt^  — 2t7i)],    und    die    für    die   Umgebung    des   Werthes 


L 
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u  =  w^  j  +  2vi  geltende  Entwickelung  von  U  als  Grlied 

enthalten  müsste,  wenn  w^^j,  C,  die  zu  den  Grössen  u^,  G  conjugirten 
Grössen  bezeichnen. 

Da  nun  die  Function  U  innerhalb  jedes  Periodenparallelogramms 
jedenfalls  nur  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  logarithmisch 
verzweigt  sein  kann,  so  besitzt  dieselbe  für  den  Werth  u  =  u^ ,  +  2vi^ 
wenn  v  nicht  specielle  Werthe  annimmt,  den  Charakter  einer 
ganzen  Function.  Es  muss  also  C^  und  demnach  auch  C  gleich 
Null  sein. 

Hiermit  ist  der  erste  Theil  des  obigen  Satzes  bewiesen. 

"Weil  die  Functionen  U,  V,  W  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen an  keiner  Stelle  logarithmisch  verzweigt  sind,  besitzen  die- 
selben die  Gestalt 

iÄ  +  Bi)^  +  (C+Di)u  +  R,{fu,p'u), 

WO  Äj  B,  C,  D  reelle  Constanten  sind  und  iZ,  eine  rationale  Function 
bezeichnet. 

Der  reelle  Theil  dieses  Ausdruckes  erhält,  wenn  u  =  u'+vi  ge- 
setzt und  die  Veränderlichkeit  von  w'  und  v  auf  reelle  Werthe  be- 
schränkt wird,  nach  dem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art 
geltenden  Additionstheoreme  die  Gestalt 

WO  iZ,  eine  rationale  Function  bezeichnet. 

Dieser  Ausdruck  ist,  wenn  der  Grösse  v  ein  constanter  Werth 
beigelegt  wird,  nur  dann  eine  doppeltperiodische  Function  von  u\ 
wenn  Ä  und  C  einzeln  gleich  Null  sind. 

Es  muss  also  sowohl  A  als  auch  C  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Hiermit  ist  der  zweite  Theil  der  oben  aufgestellten  Behauptung 
bewiesen. 

Die  Aufgabe: 

^Alle    nicht     algebraischen    Minimalflächen     zu   be- 
stimmen,  welche   eine  Schaar  algebraischer  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  mit  den  Grössen  s  und  ^{s)  in  dieselbe 
Biemannsche  Klasse  gehörender  Curven  enthalten," 
ist   daher  mit  Ausnahme   des  Falles,   in   welchem   s  und  ^{s)    durch 
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dieselbe  veränderliche  Grösse  t  rational  ausdrückbar  sind,  allgemein 
zorückgefährt  auf  folgendes  algebrsdsche 

Problem: 
Durch  Gleichungen  von  der  Form: 

ü  =r  i(Au  +  A'^)+F,ipu,p'u), 

W^i(Cu  +  0-^)  +  F,{^u,g,'u),   . 

in  welchen  A-'-C  reelle  Constanten  und  F^,  F,,  F,  ra- 
tionale Functionen  bezeichnen,  sollen  drei  linear  unab- 
hängige Functionen  ET,  V,  W  derselben  unbeschränkt 
veränderlichen  Grösse  u  bestimmt  werden,  welche  die 
Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe  der  Quadrate  ihrer 
Ableitungen  identisch  gleich  Null  ist. 

Die  Function  pu  ist  mit  ihrer  Ableitung  pu  durch  die  Gleichung 

verbunden,  in  welcher  (7,  und  g^  zwei  reelle  Grössen  bezeichnen. 
Die  Constante  der  Integration  ist  durch  die  Bedingung 

bestimmt. 

Von  der  Function  pu  hängt  die  Function   Qu  durch   die  Diffe- 
rentialgleichung 

(i'logSw 


=  — g>M 


du' 

ab  und  ist  durch  die  Bedingungen  S'(0)  =  1 ,    6"(0)  =  0   eindeutig 

bestimmt.     Die  Function  — ^,  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Art, 

betrachtet  als  Function  des  elliptischen  Integrals  erster  Art  u,   ist 
durch  die  Gleichung 

S'f*  d  log  6  t« 

Qu  du 

bestimmt. 

Wenn   es   gelungen   ist,    drei  Functionen  U,  Vj   W  den  Bedin- 
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gungen  des  obigen  Problems  gemäss  zu  bestimmen,  so  stellen  die 
Grleichungen 

X  =  ytu,  y  =  «F,  ^  =  ytw, 

wie    sich    aus    dem  Additionstheorem   ergibt,    eine  Minimalfläcbe  dar, 
welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthält.    Jeder  Geraden  der 
u- Ebene,    längs   welcher  der  imaginäre  Bestandtheil  der  Grrösse  u 
einen  constanten  Werth  hat,  entspricht  eine  Curve  der  Schaar. 
Unter  derselben  Voraussetzung  stellen  die  Gleichungen 

X  =  9fti?7,    y  =  SRiF,    ^  =  SRiTF 

eine  zweite  Minimalfläche  dar,  welche  eine  Biegungsfläche  der  vo- 
rigen ist  und  welche  ebenfalls  eine  Schaar  algebraischer  Curven  ent- 
hält. Jeder  Geraden  der  «-Ebene,  längs  welcher  der  reelle  Be- 
standtheil der  Grösse  u  einen  constanten  Werth  hat,  entspricht  eine 
algebraische  Curve  auf  dieser  zweiten  Minimalfläche. 

Bemerkung.  Der  einfachste  Fall  der  im  letzten  Artikel  be- 
trachteten Minimalflächen  ergibt  sich,  wenn  die  mit  CT,  F,  W  bezeich- 
neten Functionen  der  Bedingung  unterworfen  werden,  innerhalb  jedes 
Periodenparallelogramms  nur  für  zwei  Werthe  des  Argumentes  u  und 
zwar  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  zu  werden.  Eine  nähere 
Untersuchung  zeigt,  dass  in  Folge  der  übrigen  Bedingungen  des 
Problems  die  Difi*erenz  dieser  beiden  Werthe  eine  halbe  Periode  sein 
muss.  Als  allgemeine  Gleichung  der  durch  die  angegebene  Bedingung 
charakterisirten  Minimalflächen  ergibt  sich  bei  passender  Wahl  des 
Coordinatensystems 


(a;-- |^-c,^)+y»-(j5?^-e,)  =  0. 


Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  drei  Wurzeln  e^^  e, ,  e^  der 
Gleichung  ^s^—g^s—g^  =  0  reelle  Werthe  haben  und  dass 

ist.  Die  betrachteten  Flächen,  welche  von  den  Ebenen  s  =s  const. 
in  Kreisen  geschnitten  werden,  stimmen  mit  den  vonRiemann  und 
von  Herrn  E  n  n  e  p  e  r  untersuchten  eine  Schaar  reeller  Kreise  enthal- 
tenden Minimalflächen  überein. 

Göttingen,  1875. 


Sur  les  surfaces  ä.  courbure  moyeiine  nulle  sur 
lesquelles  on  peut  limiter  une  portion  finie  de 
la  surface  par  quatre  droites    situ^es  sur  la 

surface. 


La  le  9.  Arril  1888.    CompteB  rendns  de  rAcademie  d«8  scienc««,  Tome  XC7I.  p.  1011. 

*A  Toccasion  d'un  Memoire  r^cemment  pubK^  par  M.  le  D' 
Edouard  Neovius,  de  Helsingfors,  et  intitule:  Determination  de 
deux  surfaces  speciales  pcriodiques  ä  courbure  moyenne  nulle,  qui  con- 
tiennent  un  nombre  infini  de  lignes  droites  et  en  meme  temps  un  nombre 
infini  de  courbes  geodesiques  planes  ^  je  demande  k  rAcadömie  la  per- 
mission  de  präsenter  les  remarques  suivantes. 

Les  surfaces  k  courbure  moyenne  nulle  sur  lesquelles  on  peut 
limiter  une  portion  finie  par  quatre  lignes  droites  formant  quatre 
ar^tes  d'un  t^tra&dre  offrent  cette  propriöt^  bien  remarquable,  que, 
dans  le  cas  gön^ral,  la  surface  est  composöe  d^un  nombre  infini  de 
parties  Egales  entre  elles;  car  chaque  droite  situee  sur  une  surface 
ä  courbure  moyenne  nulle  est  un  axe  de  sym^trie  de  la  surface,  qui 
peut  ainsi  etre  d^duite  par  le  prolongement  analytique  de  chacune 
de  ses  portions. 

Dans  le  cas  g^nöral,  il  est  aisö  de  voir  que,  dans  chaque  portion 
finie  de  Tespace,  il  entre  im  nombre  infini  de  röp^titions  des  quadri- 
lateres  ä  surface  courbe  en  question. 

Mais  il  y  a  des  cas  d'exception.  J'ai  trouv^  qu*il  n'y  a  que 
cinq  surfaces  ä  courbure  moyenne  nulle  sur  lesquelles  on  puisse  li- 
miter entiferement  une  portion  finie  de  la  surface  par  quatre  lignes 
droites,  et  qui  jouissent,  en  outre,  de  la  proprio t^  que,    dans  chaque 
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portion  finie   de  Tespace,   il  n'entre  qu'un  nombre  fini  de  r^p^titions 
d'un  tel  quadrilatfere  ä  surface  courbe. 

Pour  ces  cinq  surfaces,  toutes  les  lignes  droites  qu'elles  con- 
tiennent  sont  paralleles  aux  axes  de  sym^trie  d*un  cube,  On  pourrait 
Sans  doute  döduire  ce  r^sultat  du  travail  deM.  Camille  Jordan  sur 
les  groupes  de  mouvements.  J'y  suis  arrivö  par  nne  voie  tonte 
difförente. 

J'ai  ^tudi^  deux  de  ces  cinq  surfaces  dans  mon  Memoire  intitulä : 
Determination  d^une  surface  speciale  ä  courhure  moyenne  nulle.  Berlin, 
1871.*) 

La  troisieme  est  Fobjet  du  beau  travail  de  M.  Neovius,  qui 
ne  laisse  presque  plus  rien  ä  d^sirer  sur  la  question. 

La  quatrieme  et  la  cinquieme  de  ces  surfaces  n'ont  pas  ^t6  6tu- 
di^es  jusqu'ä  prösent  d'une  manifere  approfondie. 

Les  equations  de  ces  cinq  surfaces  peuvent  etre  donn^es  au 
moyen  de  fonctions  elliptiques  des  coordonnöes  rectangulaires. 

Je  serais  heureux  que  rAcadömie  voulfit  bien  m'autoriser,  dans 
la  prochaine  s^ance,  ä  mettre  sous  ses  yeux  quelques  experiences  ä 
Taide  d'un  liquide  glycerique  compose  d'aprfes  une  m^thode  nouvelle, 
et  ä  lui  montrer  quelques  modeles  qui  se  rattachent  ä  ces  cinq  sur- 
faces speciales. 


*)  Voir  p.  6  de  ce  tome. 


Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts 
betreffendes  Problem  der   Variationsrechnung, 

Festschrift  zum  siebzigsten  G-eburtstage  des  Herrn  Karl  Weierstrass. 


Acte  loeitfatis  seitattunn  Fennieaa,  tonna  XT.  p.  S16— 842. 


Zum  31'^  Octöber  1885. 


Hochverehrter  Herr  Professor! 

Um  Ihnen  eu  dem  Tctge^  an  welchem  Sie  auf  sieb/srig  Ld>ensjahre 
ßurücJcblicken,  durch  eine  wissenschaftliche  Arbeit  eine  Freude  eu  bereiten, 
habe  ich  die  Beschäftigung  mit  einer  Frage  wieder  aufgenommen  y  deren 
Bearbeitung  Sie  vor  Bwanzig  Jahren  einigen  Ihrer  Zuhörer  empfohlen 
haben. 

Das  Ergebniss,  zu  welchem  ich  durch  Anwendung  von  Schlussweisen^ 
die  von  Ihnen  ausgebildet  worden  sind,  gelangt  bin,  enthalten  die  folgenden 
Blätter;  ich  bitte  Sie,  dieselben  als  ein  Zeichen  dankbarer  Gesinnu/ng 
freundlich  aufnehmen  eu  wollen. 


Verehrungsvoll 


H.  A.  Schwarz, 
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Erster  Theil. 

Ueber  Minimalflächenstücke , 

welche  bei  unverändert  gelassener  Begrenzungslinie 

ein  Minimum  des  Flächeninhalts  besitzen. 

1. 

Zwei  unendlich  benachbarte  Minimalflächenstücke. 

Eine  Minimalfläche  ist  eine  analytische  Fläche,  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  in  jedem  Punkte  derselben  die  beiden  Haupt- 
krümmungshalbmesser der  Fläche  gleich  gross  und  entgegengesetzt 
gerichtet  sind. 

Es  sei  M  ein  ganz  im  Endlichen  liegendes,  von  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stücken  analytischer  Linien  begrenztes,  einfach  zusammen- 
hängendes, in  seinem  Innern  keinen  singulären  Punkt  enthaltendes 
Stück  einer  Minimalfläche.  Der  Flächeninhalt  dieses  Flächenstückes 
werde  mit  S,  seine  Begrenzungslinie  mit  L,  die  Länge  eines  Elementes 
dieser  Begrenzungslinie  mit  dh  bezeichnet. 

Es  sei  M'  ein  dem  Minimalflächenstücke  M  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung desselben  unendlich  benachbartes  Minimalflächenstück,  be- 
züglich dessen  analoge  Voraussetzungen  erfüllt  sind,  wie  für  das 
Flächenstück  M.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Flächen- 
stücke M  und  M'  keinen  gemeinsamen  Punkt  besitzen. 

Der  Flächeninhalt  des  Flächenstückes  M'  werde  mit  S',  die  Be- 
grenzungslinie desselben  mit  L'  bezeichnet. 

Durch  die  beiden  unendlich  benachbarten  Begrenzungslinien  L 
und  L'  sei  eine  krumme  Fläche  F  gelegt,  so  dass  die  Curven  L  und 
L'  die  vollständige  Begrenzung  eines  auf  dieser  Fläche  liegenden 
gürtelförmigen  Flächenstreifens,  eines  Gürtels  von  unendlich 
schmaler  Breite  bilden.  Diese  Fläche  F  werde  als  gegeben  ange- 
sehen.   Der  betrachtete  Gürtel  werde  mit  G  bezeichnet. 

Es  bezeichne  dp  den  auf  der  Fläche  F  geYnessenen  unendlich 
kleinen  geodätischen  Abstand  des  Curvenelementes  dL  von  der  Curve 
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L',  oder  die  Breite  des  Gürtels  G  an  der  betrachteten  Stelle.  Das 
Product  dp  •  dL  bedeutet  die  Grösse  des  Flächeninhalts  eines  Recht- 
ecks mit  den  Seiten  ä)p  und  (Hj  ,  d.  h.  die  Grösse  des  Flächeninhalts 
eines  Elementes  des  Gürtels  G,  welche  mit  dF  bezeichnet  werden  soll. 
Es  besteht  also  die  Gleichung 

(1.)  dF  =  dp'dL. 

Längs  jedes  Elementes  dL  der  Curve  L  grenzt  je  ein  Element 
des  Gürtels  G  an  je  ein  Element  des  Flächenstückes  M.  Der  von 
den  Ebenen  dieser  beiden  Flächenelemente  gebildete  Flächenwinkel, 
dessen  Grösse  allgemein  zu  reden  mit  der  Lage  des  Elementes  dL 
längs  der  Curve  L  sich  ändert,  werde  mit  o  bezeichnet. 

Den  gestellten  Voraussetzungen  zufolge  kann  das  Flächenstück 
M'  als  eine  Variation  des  Flächenstückes  M  angesehen  werden,  bei 
welcher  für  jedes  Element  dL  der  Randlinie  die  Grösse  der  Ver- 
schiebung auf  der  Fläche  F  in  einer  zur  Richtung  diesös  Elementes 
senkrechten  Richtung  dp  beträgt. 

Nach  einer  von  Gauss  aufgestellten  Formel  ("Werke  Band  V, 
Seite  65)  ergibt  sich  für  die  Differenz  der  Flächeninhalte  der  beiden 
Flächenstücke  M'  und  M  die  Formel 

(2.)  S'-S  =  -  TcoscD  dp.dL  =  -  Tcosw-dF, 

wobei  die  Litegration  längs  aller  Theile  der  Begrenzungslinie  des 
Flachenstückes  M,  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  über  alle  den  Gürtel 
6  bildenden  Elemente  der  Fläche  F  zu  erstrecken  ist. 

2. 

Betrachtung  einer  Schaar  von  Minimalflächenstücken. 

Herleitung  des  Fundamentalsatzes. 

Es  sei  gegeben  eine  von  einem  Parameter  abhängende,  einfach 
unendliche  Schaar  von  Minimalflächenstücken 

M,  M',  M",  ..M*, 

welche  so  beschaffen  sind,  dass  keine  zwei  zu  verschiedenen  Werthen 
des  Parameters  gehörenden  Flächenstücke  dieser  Schaar  einen  ge- 
meinsamen Punkt  besitzen,  und  dass  für  je  zwei  unendlich  benach- 
barte Flächenstücke  dieser  Schaar  die  in  dem  vorhergehenden  Art. 
angegebenen  auf  die  Flächenstücke  M  und  M'  sich  beziehenden  Vor- 
aussetzungen erfüllt  sind. 

Sekwars,  OtsuaMlte  AbhAndlnngen.  I.  15 
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[Der  einfachste  Fall  einer  solchen  Schaar  von  Minimalflächen- 
stücken  wird  offenbar  dann  erhalten,  wenn  man  voraussetzt,  dass  alle 
der  Sehaar  angehörenden  Flächenstücke  eben,  und  dass  die  Ebenen, 
denen  dieselben  angehören,  einander  parallel  sind.] 

Es  bezeichne  F   zugleich   den  Flächeninhalt   der  von  den  Curven 

L ,  L ,  L",  •  •  L  , 

den  Begrenzungslinien  der  Flächenstücke 

M,  M',  M",  .M*, 

gebildeten  Fläche  F.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  diese  Fläche  von 
einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  gebildet  werde. 

Die  Bedeutung  des  im  Art.  1  erklärten  Winkels  a>  und  des  Flächen- 
elementes dF  möge  in  der  Weise  ausgedehnt  werden,  dass  die 
Formel  (2.)  des  Art.  1  für  je  zwei  unendlich  benachbarte  Minimal- 
flächenstücke  der  betrachteten  Schaar  Greltung  erhält. 

Den  gestellten  Voraussetzungen  zufolge  besitzt  die  Grösse  o 
innerhalb  jedes  einzelnen  der  vorher  erwähnten  Stücke  analytischer 
Flächen,  aus  denen  die  Fläche  F  besteht,  für  jeden  Punkt  nur  einen 
Werth,  welcher  sich  innerhalb  dieses  Flächenstückes  mit  der  Lage 
des  Flächenelementes  (2F  nicht  anders  als  stetig  ändern  kann. 

Aus  der  Formel  (2.)  des  Art.  1  ergibt  sich  durch  Anwendung 
derselben  auf  je  zwei  unendlich  benachbarte  Flächenstücke  der  be- 
trachteten Schaar  und  durch  Integration  in  Bezug  auf  den  Parameter 
der  Schaar,  wenn  S*  die  Grösse  des  Flächeninhalts  des  Minimal- 
flächenstückes  M*  bezeichnet,  die  Gleichung 

(3.)  S*-S  =  ^  f  fcosa-dF. 

Bei  dem  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehenden  Doppel- 
integrale ist  die  Integration  über  alle  der  Fläche  F  angehörende  Ele- 
mente dF  zu  erstrecken. 

Wird   nun   die   specielle  Annahme  gemacht,    dass    die  Curve  L 
sich  auf  einen  Punkt  reducirt,  wobei  S*  in  0  übergeht,   wahrend  die 
Fläche  F  eine  schalenförmige  Gestalt  erhält,  so  geht  die  Gleichung  (3.) 
über  in 

(4.)  S  ^  f  fcosmdF, 

aus  welcher  sich  in  Folge  der  Gleichung  F  =  /  /  rfF  die  Formel 
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(5.)  F-S  =  f  f{l^cosio)aF 

ergibt,    welche   für    die    folgende  Untersuchung  von  wesentlicher  Be- 
deutung ist. 

3. 

Einführung   einer   neuen  Bedingung.    Erweiterung   des 
Geltungsbereiches  des  Fundamentalsatzes. 

Einer  im  vorhergehenden  Art.  gestellten  Voraussetzung  zufolge 
sollen  keine  zwei  Minimalflächenstücke  der  betrachteten  Schaar,  welche 
zu  verschiedenen  Werthen  des  Parameters  gehören,  einen  gemein- 
samen Punkt  besitzen.  Aus  diesem  Grunde  bilden  je  zwei  unendlich 
benachbarte .  Minimalflächenstücke  der  betrachteten  Schaar  und  der 
die  Begrenzungslinien  derselben  verbindende  gürtelförmige  Streifen 
der  Fläche  F  zusanmiengenommen  die  vollständige  Begrenzung  eines 
einfach  zusammenhängenden  Theiles  des  Baumes,  einer  körperlichen 
Schale  von  überall  unendlich  kleiner  Dicke. 

Die  Gesammtheit  derjenigen  Theile  des  Raumes,  welche  von  allen 
auf  die  angegebene  Weise  durch  die  betrachtete  Schaar  von  Minimal- 
fiächenstücken  bestimmten  körperlichen  Schalen  eingenommen  werden, 
bildet  einen  einfach  zusammenhängenden  Theil  des  Baumes,  welcher 
die  Gesammtheit  aller  den  Minimalflächenstücken  der  betrachteten 
Schaar  angehörenden  Punkte  enthält,  und  dessen  vollständige  Begren- 
zung, von  dem  Minimalflächenstücke  M  und  der  Fläche  F  gebildet  wird. 

Dieser  linsenförmig  gestaltete  Baumtheil  möge  mit  B'  bezeichnet 
werden. 

Es  wird  nun  die  Festsetzung  getroffen,  die  betrachtete  Schaar 
von  Minimalflächenstücken  soll  so  beschaffen  sein ,  dass  der  Abstand 
je  zweier  unendlich  benachbarten  Minimalflächenstücke  der  Schaar 
(die  Dicke  der  vorher  betrachteten  körperlichen  Schale)  in  der 
ganzen  Ausdehnung  dieser  Flächenstücke  einschliesslich  . 
des  Bandes  derselben  eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben  Ord- 
nung ist. 

In  Folge  dieser  Festsetzung  ist  der  Schluss  gestattet,  dass  der 
in  dem  vorhergehenden  Art.  erklärte  Winkel  ©  nicht  für  jeden  Punkt 
der  Fläche. F  den  Werth  Null  haben  kann,  ohne  dass  diese  Fläche  in 
ilirer  ganzen  Ausdehnung  mit  dem  Minimalflächenstücke  M  zusammen- 
fillt.  Letzteres  ist  aber  mit  den  gestellten  Voraussetzungen  nicht 
vereinbar. 

IB*    . 


i 

i 
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Der  Formel  (5.)   des  vorhergehenden  Art.   zufolge  besitzt  daher 
die  Fläche  F,  weil  das  Doppelintegral 

(1— cos(D)dF 


//' 


einen  von  Null  verschiedenen  positiven  Werth  hat,  grösseren 
Flächeninhalt  als  das  Minimalflächen  stück  M,  mit  welchem  die  Fläche 
F  die  Begrenzungslinie  L  gemein  hat. 

Wie  eine  einfache  Ueberlegung  ergibt,  gilt  dieselbe  Schlussfol- 
gerung für  jede  einfach  zusammenhängende,  von  der  Linie  L  be- 
grenzte und  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer 
Flächen  bestehende  Fläche  F^,  vorausgesetzt,  dass  alle  Punkte  dieser 
Fläche  dem  Räume  R'  angehören ,  und  dass  dieselbe  nicht  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  mit    dem  Minimalflächenstücke  M  zusammenfallt. 

Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Artikeln  angestellten  Betrach- 
tungen  lassen   sich   nämlich    bei    angemessener  Erweiterung   der  zu 
Grrunde   gelegten  Voraussetzungen    ohne    Schwierigkeit    so   verallge- 
meinern,   dass  die  zunächst  für  die  Fläche  F  hergeleitete  Schlussfol- 
gerung für  jede   den  angegebenen  Bedingungen  genügende  Fläche  F, 
Geltung  erhält.     Bei  dieser  Verallgemeinerung,  auf  welche  hier  nicht 
näher  eingegangen  zu  werden  braucht,   kommt  nicht   allein   der  Fall 
in  Betracht,   in  welchem  die  Fläche  F^  mit  einem  oder  mehreren  IC- 
nimalflächenstücken   der  Schaar  Flächentheüe   von   endlicher  Ausdeh- 
nung gemeinsam  hat,  sondern  auch  der  Fall,  in  welchem  die  Schnitt- 
linien  der  Fläche  F^  mit  einigen   der  Schaai*  angehörenden  Minimal- 
flächenstücken  in  getrennte  Theile  zerfallen.     Für  die  auf  die  letztere 
Verallgemeinerung    bezügliche   Untersuchung   ist    das   im  Art.  1   be- 
trachtete  einfach   zusammenhängende  Minimalflächenstück  M  durch 
ein  mehrfach  zusammenhängendes  Minimalflächenstück  zu  ersetzen, 
dessen   Begrenzungslinie   aus   mehreren   getrennten    Theilen   besteht; 
ebenso   sind  an  die  Stelle   des  einen  im  Art.  1    betrachteten  gürtel- 
förmigen Flächenstreifens  mehrere  solche  Flächenstreifen  zu  setzen. 
Auf  die  nähere  Auslührung  dieser  Verallgemeinerung,    durch  welche 
das  Wesentliche   der  in   den  Artikeln  1  und  2   entwickelten  Schluss- 
folgerungen nicht  berührt  wird,  gehe  ich  hier  nicht  näher  ein. 

4. 
Andere  Begründung  des  Fundamentalsatzes. 

Die  im  Art.  2  hergeleitete  Formel   (4.)   S  =  /  icoso-rfF  kann 
auch  hergeleitet  werden  wie  folgt. 
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Man  denke  sich  die  der  betrachteten  Schaar  angehörenden  Mini- 
malflächenstücke  in  Flächenelemente  zerlegt  und  betrachte  eine 
durch  die  Begrenzung  eines  dieser  Flächenelemente  gelegte  röhren- 
förmige Fläche,  welche  die  Minimalflächenstücke  der  betrachteten 
Schaar  rechtwinklig  durchschneidet.  Diese  Fläche  begrenzt  auf  allen 
Flächenstücken  der  betrachteten  Schaar,  welche  von  derselben  durch- 
schnitten werden,  Flächenelemente  von  gleich  grossem  Flächeninhalt, 
weil  für  jedes  dieser  Flächenstückchen  die  auf  den  Uebergang  des- 
selben in  ein  unendlich  benachbartes  von  derselben  röhrenförmigen 
Fläche  begrenztes  Flächenstückchen  sich  beziehende  erste  Variation 
des  Flächeninhalts  gleich  Null  ist. 

Dieser  Satz  ist  in  dem  Werke  von  E.  Lamarle,  Exposition  geo- 
nUirique  du  calcul  diffcrentiel  et  integral  {Memoires  couronnes  et  atUres 
memoires  publies  par  VAcadeniie  de  Belgique,  in  8^,  Tome  XV,  Bruxelles 
1863,  p.  576)  meines  Wissens  zuerst  ausgesprochen  worden. 

Bezeichnet  dS  den  Flächeninhalt  eines  dieser  Flächenelemente 
und  dF  den  Flächeninhalt  eines  der  Fläche  F  angehörenden,  von  der 
betrachteten  röhrenförmigen  Fläche  begrenzten  Flächenelementes,  so 
besteht,  jenachdem  der  im  Vorhergehenden  erklärte  Winkel  co  an  der 
betrachteten  Stelle  kleiner  oder  grösser  ist  als  ein  Rechter,  die  erste 
oder  die  zweite  der  beiden  G-leichungen 

dS  =  cos  cö  •  dF ,      dS  =  —  cos  o  •  dF. 

Durch  Integration  ergibt  sich  hieraus,  wenn  die  Integration  über 
alle  Flächenelemente  dF  erstreckt  wird,  aus  welchen  die  Fläche  F 
besteht,  die  Formel  (4.)  des  Art.  2. 

5. 
Analytischer  Beweis  des  Fundamentalsatzes. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  stützen  sich  grösstentheils  auf 
geometrische  Betrachtungen.  Mit  Hülfe  des  folgenden  Systems  von 
Formeln  kann  die  Richtigkeit  derselben  Schlussfolgerungen  auf  ana- 
lytischem Wege  nachgewiesen  werden. 

Es  mögen  w,  v,  8  drei  reelle  stetig  veränderliche  Grössen , 

x^  y.  IS  drei  gegebene  reelle  analytische  Functionen  der 
Grössen  tt,  t;,  a  bezeichnen,  welche  innerhalb  des  zu  betrachtenden 
Gebietes  Q  der  von  einander  unabhängigen  Variablen  w,  t;,  e  den  Cha- 
rakter ganzer  Functionen  besitzen.  Die  Grössen  a?,  y,  is  bedeuten  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P;   für  jeden  dem  betrach-» 
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teten  G-ebiete  Q  angehörenden  Werth  von  s  ist  der  geometrische  Ort 
dieses  Punktes  P  allgemein  zu  reden  ein  Stück  einer  krummen  Fläche ; 
für  jedes  dem  betrachteten  Gebiete  Q  angehörende  Werthepaar  u ,  v 
ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  P  allgemein  zu  reden  ein  Stück 
einer  krummen  Linie. 

Die  Grössen  A,  B,  C,  2),  D',  D",  E,F,G,  H,  I,  K  sollen  durch 
folgende  Gleichungen  erklärt  werden: 

öw  dt;       du  dv'  u  —  A   ^^,    i-^    ^^,    +o   ^^,  , 


du  dv       du  äv  *  dudv  äudv  duöv^ 


du  dv       ßu  dv  '  dv*  dv*  dv*  ' 

\duJ  "^  Vau/  ■*"  vött/  '  at*  ö«      öM  Ö6  "^  a»  a^' 

J5,  dx  dx       dy  dy      dz  djs  j   dx  dx        dy  dy         ds  dz 

du  dv       du  dv      du  dv  ^  dv  ds         dv  de         dv  de^ 

Für  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes  einer  von  dem 
Punkte  mit  den  Coordinaten  x  j  y  j  z  beschriebenen  Linie  ergibt  sich 
der  Ausdruck 

dx*+dy*+dz*  =  Edu*+2Fdudv  + Gdv*+2Hdud€  +  2Idvd€  + Kds\ 

Es  wird  vorausgesetzt ,  dass  die  beiden  Grössen  H  und  I  be- 
ständig den  Werth  Null  haben;  mit  anderen  Worten  es  wird  voraus- 
gesetzt, dass  die  einfach  unendliche  Schaar  der  Flächen  s  =  const. 
von  der  zweifach  unendlichen  Schaar  von  Raumcurven  u  =  const., 
V  =  const.  orthogonal  durchsetzt  wird.  Ferner  wird  vorausge- 
setzt ,  dass  die  Grössen  EG—F*,  K  für  kein  dem  zu  betrachtenden 
Gebiete  Q  angehörendes  System  von  Werthen  m,  v,  «  den  Werth  Null 
annehmen. 

Wird  die  Veränderlichkeit  der  Grössen  m,  v,  b  auf  solche  Werthe 
beschränkt,  welche  eine  gegebene  analytische  Gleichung 

B    =  f{u,v) 

befriedigen,  wobei  vorausgesetzt  werden  soll,  dass  die  Function  /"(w,  i;) 
für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  der  Argumente  w,  v  den 
Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt,  so  ist  der  geometrische  Ort 
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des  Punktes  P  allgemein  zu  reden  eine  gewisse  krumme  Fläche  F, 
und  zwar  wird  die  Grrösse  des  Flächeninlialts  dF  eines  Elementes 
dieser  Fläche  gegeben  durch  die  Formel 


=  JeG-F*+  K  \e  (I^J-  2F 


de  de 


du  dv 


+ 


<m- 


dudv. 


Ohne    dass    die   Allgemeinheit   der   Untersuchung  beeinträchtigt 
wird,  kann  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Determinante 

dx      dy      dz 


du 

du 

du 

dx 

^y 

dz 

dv 

dv 

dv 

dx 

ey 

dz 

06  OB  OS 


=  N 


di      dt      d$ 

für  alle  dem  zu  betrachtenden  Gebiete  Q  angehörenden  Werthe  der 
unabhängigen  Variablen  u,v,6  einen  positiven  Werth  habe.  In 
Folge  der  Gleichungen  H  =  0,  /=  0  ergibt  sich  JV*  =  {EG-F^)K, 
also  ist  N  =  ^EG—F^'  sJk^  wobei  jeder  von  diesen  Quadratwurzeln 
ihr  positiver  Werth  beizulegen  ist. 

Wird  festgesetzt,  dass  die  positiven  Richtungen  der  Normalen 
der  den  Gleichungen  b  =  const.,  b  =  f{Uj  v)  entsprechenden  Flächen 
diejenigen  sind,  in  welchen  der  Parameter  b  zunimmt,  so  haben  die 
Cosinus  der  Neigungswinkel,  welche  die  positive  Richtung  der  Nor- 
male eines  Elementes  der  Fläche  s  =  const.  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  Coordinatenaxen  einschliesst,  beziehlich  die  Werthe 
1     dx  ^         Ä  1     dp  _         B  1     de  _         C 

SJK  öf  ~  \JEG^~F~' '    \JK  "^^  ~  sfEG^^^^'  \JK  öf  ~  SJEG^F^' 
und  es  ergibt   sich   für  den  Cosinus  des  Winkels  o,   welchen  die  po- 
sitive Richtung  der  Normale  der  Fläche  b  =  /"(w,  v)  im  Punkte  P  mit 
der  positiven  Richtung  der  Normale  der  durch  den  Punkt  P  hindurch- 
gehenden Fläche  B  =  const.  einschliesst,  die  Gleichung 


dx       dx  dt 

du       dt  du 

dx       dx  dt 

dv       dt  dv 

dx 


dy^.dy    dt 
du^ 

dy 


du  dv 
dz    dt 


dv 


+ 


dt    du 
dy   dt 


dt    dv 

dy 
dt 


du 

dz_ 
dv 


+ 


+ 


dt    du 
dz    dt 


dt    dv 

dl 
dt 


=  N=\lEG-F*'\jK. 
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Es  ergibt  sich  also  bei  angemessener  Zerlegung  des  Flächenstackes 
F  in  Flächenelemente  die  Formel 


=  COS  mdF  =  S/EG-F'dudv, 

deren  geometrische  Bedeutung  evident  ist. 

Der  Winkel  «o  ist  hierbei  den  getroffenen  Festsetzungen  zufolge 
stets  ein  spitzer  Winkel. 

DerWerth  der  Grösse  EG—F*  hängt  im  Allgemeinen  nicht  bloss 
von  den  Werthen  der  Grössen  u,  v,  sondern  auch  von  dem  Werthe 
des  Parameters  s  ab.  Wenn  aber  jedes  der  betrachteten  Flächen- 
stücke €  =  const.  ein  Minimalfläch enstück  ist,  so  ist,  wie  in 
dem  Nachfolgenden  gezeigt  werden  soll ,  der  Werth  der  Grösse 
EO--F*  von  dem  Werthe  der  Grösse  e  unabhängig. 

Der  analytische  Ausdruck  der  Bedingung ,  dass  für  jede  der  be- 
trachteten Flächen  s  =  const.  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser 
der  Fläche  gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  ist  die 
Gleichung 

Eiy'-2FD'+GD  =  0. 

In  Folge  der  Gleichungen  H  =  0,  1=0  ergibt  sich 

j.   _   S/EG-F"  r  dx  d'x         dy  S'y         ö^ö^l 
\JK        L  dB  öu*    "^   dB  du'    "^    dB  du^r 

D'  =   \/EG^F'  rdx    d'x       dy    d'y        de    d'e  "I 
^^        Löf  dudv       dB  dudv       ds  dudvJ^ 

jy,  ^   ^EG-^F'  r  dx  d'x         dy  d'y         ö^öV^I 
""        y/Z        La«  dv'    "^    dB  dv'    ■*"    dB  dv*y 

es  bestehen  also  die  Gleichungen 

\]K        Löu      *  dB  y 
_     SJEG-'F'  rag      0/      dFl 

*     }^x      L  a«;  "^  aw     dB }' 

S/FG^^Ll^^l^] 
\JK        Lat'      ^  dB  i' 
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*       \JX        \-     ds  de  de  J 

Hieraus  folgt,  dass 

±iEG-F')  =  0, 

dass  also  die  Grösse  EG—F^  und  mitliin  auch  der  Ausdruck  für  die 
Grösse  des  Flächeninhalts  dS  eines  Elementes  der  Fläche  6  =  const., 


rfS  =  SlEG-F^dudv, 

von  dem  Werthe  des  Parameters  b  unabhängig  ist. 
Die  Richtigkeit  der  Gleichung 

(?S  =  cos  a>  •  dF 

ist  hierdurch  analytisch  dargethan. 

Derjenige  Theil  des  unbegrenzten  Raumes,  welcher  die  Gesammt- 
heit  aller  den  Minimalflächenstücken  der  betrachteten  Schaar  ange- 
hörenden Punkte  und  ausser  diesen  keine  anderen  Punkte  enthält, 
möge  mit  R  bezeichnet  werden. 

Bei  der  vorstehenden  Herleitung  ist  die  einschränkende  Voraus- 
setzung zu  Grunde  gelegt,  die  betrachtete  Fläche  F  sei  so  beschaffen, 
dass,  wenn  der  Gleichung  dieser  Fläche  die  Form  s  =  f(ujV)  gegeben 
wird,  der  Parameter  a  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Va- 
riablen tt,  V  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthepaare  u,  v  den 
Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt.  Es  bietet  keine  Schwierig- 
keit dar,  die  Geltung  der  Formel  (4.)  des  Art.  2 

S  =  /   /cos (0 •  dF 


-if 


von  dieser  einschränkenden  Voraussetzung  zu  befreien,  wenn  bei  an- 
gemessener Abänderung  der  Erklärung  des  Winkels  ©  an  folgenden 
Bedingungen  festgehalten  wird : 

1.  Die  vollständige  Begrenzung  der  Fläche  F  und  die  vollstän- 
dige Begrenzung  des  Minimalflächenstückes  M  wird  gebildet  von  der 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer  Linien  beste- 
henden Linie  L. 

2.  Die  Fläche  F  besteht  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  zusam- 
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menhängenden  Stücken  analytischer  Flächen,   welche  in  ihrem  Innern 
von  singulären  Stellen  frei  sind. 

3.  Die  Fläche  F  und  das  Minimalflächenstück  M  bilden  die  voll- 
ständige Begrenzung  eines  oder  mehrerer  Theile  des  Raumes,  welche 
sämmtlich  Theile  des  Raumes  R  sind. 

6. 

Anwendung  des  Fundamentalsatzes. 

Durch  das  in  den  vorhergehenden  Artikeln  erläuterte  Beweisver- 
fahren kann  einer  Forderung  genügt  werden,  welche,  wenn  von  dem 
Falle  eines  ebenen  Flächenstückes  abgesehen  wird,  meines  Wissens 
bisher  noch  in  keinem  Falle  ihre  Erledigung  gefunden  hat. 

Für  ein  (gewissen  Bedingungen  genügendes)  Mini- 
malflächenstück M  soll  der  Nachweis  geführt  werden, 
dass  dieses  Flächenstück  wirklich  kleineren  Flächen- 
inhalt S  besitzt,  als  jedes  andere  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  bestehende, 
von  derselben  Randlinie  begrenzte,  demselben  unend- 
lich benachbarte  Flächenstück  F. 

Bezüglich  dieser  Forderung  bemerke  ich  Folgendes: 

Ein  Minimalflächenstück,  für  welches  der  im  Vorstehenden  gefor- 
derte Nachweis  gelingen  soll,  darf  nicht  ein  ganz  beliebiges  sein; 
denn  es  gibt  unendlich  viele  Minimalflächenstücke,  für  welche  bei  un- 
verändert gelassener  Begrenzungslinie  die  zweite  Variation  des 
Flächeninhalts  einen  negativen  Werth  erhalten  kann,  wie  ich  in 
einer  in  den  Monatsberichten  der  Königlich  Preussischen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom  Jahre  1872  veröffentlichten  Ab- 
handlung: „Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation  des 
Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken  im  Allgemeinen  und  von 
Theilen  der  Schraubenfläche  im  Besonderen^*)  gezeigt  habe. 

Die  Bedingung:  „Die  zweite  Variation  des  Flächeninhalts  eines 
solchen  Flächenstückes  soll  bei  unverändert  gelassener  Begrenzung 
desselben  negative  Werthe  nicht  annehmen  können^  ist  zweifellos 
eine  nothwendige;  aber  es  darf  aus  dem  Umstände,  dass  diese 
Bedingung  für  ein  bestimmtes  Minimalflächenstück  M  erfüllt  ist,  nicht 
ohne  "Weiteres  der  Schluss  gezogen  werden,  dass  dieses  Flächenstück 
wirklich  kleineren  Flächeninhalt   besitzt,   als  jedes   andere,   von  der- 


*)  Siehe  S.  151—167  dieses  Bandes. 
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selben  BegrenzTingslinie  begrenzte,  ihm  unendlich  benachbarte  Fläehen- 
stück.  Denn  bei  einem  Probleme  der  Variationsrechnung  ist  über- 
haupt die  Untersuchung  der  in  Betracht  kommenden  zweiten  Variation 
allein,  wie  Herr  Weierstrass  nachgewiesen  hat,  im  Allgemeinen 
nicht  ausreichend,  um  mit  Sicherheit  auf  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  schliessen  zu  können. 

In  dieser  Hinsicht  bedürfen  einige  in  der  erwähnten  Abhandlung 
aus  dem  Jahre  1872  ausgesprochene  Behauptungen  einer  noch  einge- 
henderen Begründung. 

In  der  That  kann  der  geforderte  Nachweis  mittelst  des  in  den 
vorhergehenden  Artikeln  dargelegten  Beweisverfahfens  für  jedes  Mi- 
nimalflächenstück  M  geführt  werden',  für  dessen  beide  Seiten  eine 
das  Flächenstück  M  enthaltende  Schaar  von  Minimalflächenstücken 
construirt  werden  kann,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abstand 
je  zweier  unendlich  benachbarter  Flächenstücke  der  Schaar  überall 
eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben  Ordnung  ist. 

Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist  es  möglich,  auf  der  einen 
Seite  des  Minimalflächenstückes  M  einen  Raum  R',  auf  der  anderen 
Seite  desselben  einen  Raum  R"  abzugrenzen,  so  dass  der  aus  den 
beiden  Räumen  R'  und  R"  bestehende  Raum,  welcher  mit  R  bezeichnet 
werden  soll,  ausser  der  Gesammtheit  derjenigen  Punkte,  welche  den 
Minimalflächenstücken  der  beiden  Schaaren  angehören,  keine  anderen 
Punkte  enthält. 

Es  gilt  dann  der  Satz:  Jede  nicht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
mit  dem  Minimalflächenstücke  M  zusammenfallende,  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Stücken  analvtischer  Flächen  bestehende ,  zusam- 
menhängende  Fläche  F,  deren  vollständige  Begrenzung  von  der  Be- 
grenzung des  Minimalflächenstückes  M  gebildet  wird,  und  welche  so 
beschaffen  ist,  dass  alle  Punkte  dieser  Fläche  dem  Räume  R  ange- 
hören, besitzt  grösseren  Flächeninhalt,  als  das  Minimalflächenstück  M. 

Ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ergibt  sich  un- 
mittelbar aus  der  Formel  (B.)  des  Art.  2 


F-S  =  f  f{l-cosa))dF, 


welche  den  in  den  vorhergehenden  Artikeln  enthaltenen  Ausführungen 
zufolge  für  jede  den  angegebenen  BediDgungen  genügende  Fläche  F 
Geltung  hat. 
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7. 

Geometrische  Deutung  einiger  eine  Schaar  von  Minimal- 
flächenstücken  betreffender  Formeln. 

In  der  im  vorhergehenden  Art.  angeführten  Abhandlung  habe  ich 
gezeigt,  dass  die  Frage,  ob  es  möglich  ist,  zu  einem  Minimalflächen- 
stücke  M  ein  in  der  ganzen  Ausdehnung  desselben  unendlich  benach- 
bartes Minimalflächenstück  zu  construiren,  welches  mit  dem  Minimal- 
flächenstücke  M  keinen  Punkt  gemein  hat,  für  aUe  Minimalflächen- 
stücke,  welche  dasselbe  sphärische  Bild  besitzen,  in  gleicher 
Weise  zu  beantworten  ist. 

Von  den  Bezeichnungen,  welche  ich  in  dieser  Abhandlung  ange- 
wendet habe,  werde  ich  auch  in  dem  Nachfolgenden  Gebrauch  machen. 

Es  bezeichnen  die  Grössen  s ,  s^  die  beiden  complexen  veränder- 
lichen Grössen: 

s  =  |  +  i?i,         5,  =  6-i?i, 

als  deren  Functionen  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einer 
Minimalfläche  betrachtet  werden.  Siehe  die  Abhandlung  des  Herrn 
Weierstrass:  Ueber  die  Flächen,  deren  mittlere  Krümmung  überall 
gleich  Null  ist,  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre 
1866,  Seite  618. 

Es  bezeichnen  5 ,  ^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
in  derjenigen  Ebene,  auf  welche  die  Fläche  der  Hülfskugel  mit  dem 
Radius  1  durch  stereographische  Projection  conform  übertragen  wird. 

Es  bezeichnet  T  dasjenige  Stück  dieser  Ebene,  welches  dem  zu 
betrachtenden  Minimalflächenstücke  M  entspricht. 

Wenn  nun  die  lineare  partielle  Difi^erentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

8^ 


=  0 


ein  particuläres  Integral  besitzt,  welches  sich  im  Innern  des  Bereiches 
T  regulär  verhält,  im  Innern  und  längs  des  Randes  dieses  Bereiches 
nur  reelle  und  zwar  überall  endliche,  von  Null  verschiedene 
Werthe  annimmt,  so  lässt  sich  stets  eine  einfach  unendliche  Schaar 
von  Minimalflächenstücken  angeben,  zu  welcher  das  betrachtete  Mini- 
malflächenstück M  gehört,  und  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass 
der  Abstand  je  zweier  unendlich  benachbarter  der  Schaar  angehörender 
Minimalflächenstücke  überall  eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben 
Ordnung  ist. 
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Bezeichnen  nämlich 

X,  y,  £   die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 

F  des  Minimalflächenstückes  M, 
X,  Yj  Z  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  des  Flächen- 
stiickes  M   im  Punkte  P   mit    den  positiven  Richtungen 
der  Coordinatenaxen  einschliesst , 
x-^-iix  ^  y  +  edy,  s  +  sda    die    rechtwinkligen    Coordinaten    eines 
Punktes  P'  eines  beliebigen  Minimalflächenstückes  M'  der 
Schaar,  wobei  dx  y  dy ,  8e  von  der  Grösse  «,  dem  Para- 
meter der  Schaar,  unabhängig  sind, 
so  ergibt  sich,  wenn  festgesetzt  wird,  dass  die  Normale  des  Flächen- 
stückes M'  im  Punkte  P'  der  Normale  des  Flächenstückes  M  im  Punkte 
P  parallel  sein  soll,  folgendes  System  von  Gleichungen 

Xdx  +  Ydy+Zdz  =  Q,  Xd8x  +  Yd8y +Zdäe  =  Q,   XÖX'\-Yöy+Zde  =  2i,, 
ix^2Xi>+  a-0^+  (l-*;)|^.  r*.-Z<Jy=  i(l-..)|^-i(l_«J)^, 
8y  =  2r^+t(l+*')^-i(l+*J)^,  Z8x-XS0^-(l+s')^-   (1+«!)^. 

dB  =  22^+      2s^     +    2*.^,      Xdy-YSz=       2is  ^    -    2is,% 

ds  ^  ds^  '  ds  '  ÖS,' 

(dx-2Xilfy+i8y-2Tty+{de-2Zty  =  4(1+««,)'^  ^*  - 


.(i.rw)-[(t)V(||)-], 


ds   ÖS, 


iX'dx  +  Sydy  +  Sg-de  =  il+ss,y(%(s)^ds  +  ^,(«^)^d8,y 

Sx'dX  +  dydY  +  ÖJSf'dZ  =  25^. 

In  diesen  Gleichungen  bezeichnet  ^  das  erwähnte  particuläre 
Integral  der  angegebenen  partiellen  Differentialgleichung. 

Die  Bedeutung  der  Functionen  ^{s),  5i(^i)  ^^t  a.  a.  0.  erklärt. 

Aus  dem  vorstehenden  Systeme  von  Gleichungen  ergibt  sich,  dass 
die  ßichtung  der  Strecke  mit  den  Coordinaten  dar,  dy,  d£f  einen  rechten 
"Winkel  einschliesst  mit  der  Richtung  derjenigen  im  Punkte  mit  den 
Coordinaten  X,  T,  Z  die  Hülfskugel  X'+Y'+Z'  =  1  berührenden 
Geraden,  welche  der  Fortschreitung  in  der  durch  die  Gleichung 

ds  ^s^      * 

bestimmten  Sichtung  entspricht. 
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Betrachtet  man  die  Sehaar  der  auf  dieser  Hülfskugel  liegenden 
Curven,  längs  welcher  die  Function  ^  einen  constanten  Werth  be- 
sitzt, construirt  zu  dieser  Schaar  die  Schaar  der  orthogonalen  Tra- 
jectorien  und  bezeichnet  mit  dq  die  Länge  eines  Linienelementes  der 
durch  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  X,  Y,  Z  gehenden,  auf  der 
Kugel  X^+Y^+Z*  =  1  liegenden  orthogonalen  Trajectorie  derCurven- 
schaar  f  =  const.,  so  ergibt  sich 

-r-ds  =  -^—ds.,    da*  =  7^- r^dsds,, 

a-«'-'-)-[(ii)'-(0]=<t)'. 

wenn  mit  -k—  die  in  der  Richtung  des  betrachteten  Curvenelementes 
genommene  partielle  Ableitung  der  Function  ^  bezeichnet  wird.  Wird 
nun  die  Festsetzung  getroffen,  dass  die  Richtung,  in  welcher  die 
Bogenlänge  q  zunimmt,  diejenige  sein  soll,  in  welcher  die  Function  ^ 
ebenfalls  zunimmt,  so  stimmt  diese  Richtung  mit  der  Richtung  der- 
jenigen Strecke  überein,  deren  Coordinaten 

dx-2Xi;,        dy-2Yif,        dz-'2Zt 

sind,  während  die  Grösse  2-g^  die  Länge  dieser  Strecke  ergibt. 
Die  Richtung  dieser  Strecke  steht  zu  der  Richtung  desjenigen  dem 
Flächenstücke  M  angehörenden  Curvenelementes,  welches  im  Punkte  P 
der  durch  die  Grleichung 

OS  ds^     ^ 

bestimmten  Fortschreitungsrichtung  entspricht,  in  der  einfachen  Be- 
ziehung, dass  die  Halbirungslinie  des  durch  diese  beiden  Rich- 
tungen bestimmten  Winkels  der  Tangente  einer  der  beiden  durch 
den  Punkt  P  hindurchgehenden  Asymptotenlinien  des  Minimal- 
flächenstückes  M  parallel  ist.  Mit  anderen  Worten:  Die  beiden 
mit  einander  verglichenen  Richtungen  sind  in  Beziehung  auf  den  zu 
dem  Punkte  P  des  Minimalflächenstückes  M  gehörenden  Du pin sehen 
Kegelschnitt  zu  einander  conjugirt. 

Der   geometrische  Ort   desjenigen  Punktes,   dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  beziehlich  die  Grrösse 

2X^,        2r^,        2Zt 


betreiFendes  Problem  der  Variationsrechnunj?.  239 

haben,  ist  die  Fusspunktfläche  einer  Minimalfläche,  welche  letz- 
tere sich  als  geometrischer  Ort  eines  Punktes  erweist,  dessen  recht- 
winklige Coordinaten  beziehlich  dx,  cJy,  ds  sind;  der  Coordinatenan- 
fangspiinkt  ist  hierbei  der  Pol. 

Da  die  Grösse  ^  der  Voraussetzung  zufolge  für  kein  dem  Bereiche 
T  angehörendes  Werthepaar  |,  iq  gleich  Null  wird,  so  liegt  der  Coor- 
dinatenanfangspunkt  in  keiner  der  Tangentialebenen  des  dem  Be- 
reiche T  entsprechenden  Stückes  dieser  Minimalfläche,  welches  mit  3R 
bezeichnet  werden  möge. 

Es  ergibt  sich  hieraus  folgender  Lehrsatz. 

Ein  bestimmtes  Stück  M  einer  Minimalfläche  besitzt  unter  allen 
von  denselben  Randlinien  begrenzten  und  ihm  unendlich  benachbarten 
Flächenstücken  den  kleinsten  Flächeninhalt,  wenn  es  ein  zusammen- 
hängendes dem  betrachteten  Flächenstücke  M  durch  parallele  Normalen 
Punkt  für  Punkt  entsprechendes  Minimalflächenstück  SR  gibt,  dessen 
sämmtliche  Tangentialebenen  von  einem  und  demselben  Punkte  des 
Raumes  einen  von  Null  verschiedenen  Abstand  haben.*) 

8. 

Unterscheidung  dreierFälle.     Tragweite  der  durch  die 

Betrachtung  derselben  zu  treffenden  Entscheidung. 

Durch  das  in  den  vorhergehenden  Artikeln  entwickelte  Beweis- 
verfahren ist  die  Frage  über  das  Eintreten  des  Minimums  des  Flächen- 
inhalts bei  unverändert  gelassener  Begrenzungslinie  für  alle  diejenigen 
Minimalflächenstücke  M  in  positivem  Sinne  entschieden,  deren  sphäri- 
sches Bild  einem  Bereiche  T  entspricht,  für  dessen  Inneres  eines  der 
particulären  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung 

sich  regulär  verhält  und  nur  reelle ,  endliche ,  von  Null  verschiedene 
Werthe  annimmt;  die  letztere  Bedingung  muss  hierbei  zunächst  auch 
für  alle  Punkte  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  gestellt  werden. 

Es  entsteht  nun  die  Frage  nach  dem  diesem  Entscheidungsgrunde 
beizulegenden  Grrade  der  Allgemeinheit. 

In  der  im  Art.  6  angeführten  Abhandlung  habe  ich  drei  Fälle 
unterschieden,  ohne  den  Beweis  dafür  anzutreten,  dass  durch  dieselben 
die  Gresammtheit  aller  FäUe  erschöpft  wird,  welche  in  Bezug  auf  die 


*)  Siehe  S.  188  dieses  Bandes. 
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Entscheidung  der  vorliegenden  Frage  eintreten  können.     Es  sind  dies 
folgende  drei  Fälle: 

I.  Es  gibt  ein  particuläres  Integral  der  angegebenen  partiellen 
Differentialgleichung,  welches  in  Bezug  auf  den  betrachteten  Bereich 
allen  aufgestellten  Bedingungen  genügt. 

II.  Es  gibt  ein  particuläres  Integral  der  angegebenen  partiellen 
Differentialgleichung,  welches  zwar  im  Innern  des  betrachteten  Be- 
reiches den  aufgestellten  Bedingungen  genügt,  aber  längs  der  ganzen 
Begrenzung  desselben  den  Werth  Null  annimmt. 

III.  Es  gibt  ein  particuläres  Integral  der  angegebenen  partiellen 
DiflFerentialgleichung ,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  dieses  Integral 
für  einen  Theil  des  betrachteten  Bereiches  den' Bedingungen  des 
vorhergehenden  Falles  (II.)  genügt. 

Tritt  für  ein  gegebenes  Minimalflächenstück  M  der  erste  Fall 
ein,  so  besitzt  dasselbe,  wie  durch  das  in  den  vorhergehenden  Artikeln 
entwickelte  Beweisverfahren  erhärtet  wird,  in  dem  angegebenen  Sinne 
wirklich  ein  Minimum  des  Flächeninhalts. 

Tritt  für  das  betrachtete  Minimalflächenstück  M  der  dritte  Fall 
ein,  so  gibt  es  unendlich  viele,  dem  betrachteten  Minimalflächenstücke 
unendlich  benachbarte,  von  derselben  Handlinie  begrenzte  Flächen- 
stücke, welche  kleineren  Flächeninhalt  haben  als  das  Minimal- 
flächenstück M.  Es  tritt  also  in  diesem  Falle  für  das  betrachtete 
Minimalflächenstück  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  nicht  ein. 

Der  zweite  Fall  ist  für  die  vorliegende  Untersuchung  als 
Grenzfall  anzusehen,  dessen  Eintreten  eine  besondere  Untersuchung 
erfordert. 

Der  Nachweis,  dass  durch  die  angeführten  drei  Fälle  die  Ge- 
sammtheit  aller  Fälle  erschöpft  wird,  welche  in  Bezug  auf  die  Ent- 
scheidung der  vorliegenden  Frage  eintreten  können,  scheint  nicht  ohne 
ein  genaueres  Eingehen  auf  einige  Eigenschaften  derjenigen  reellen 
Functionen  zweier  Argumente  geführt  werden  zu  können,  welche,  wenn 
p(i,ri)  eine  gegebene  Function  dieser  beiden  Argumente  bezeichnet, 
die  in  dem  betrachteten  Bereiche  nur  positive  Werthe  annimmt, 
einer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  Form 

genügen.    Diese   Untersuchung  bildet   den   Gegenstand   des    zweiten 
Theiles  der  vorliegenden  Abhandlung. 
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Zweiter  TheiL 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

unter  vorgeschriebenen  Bedingungen. 

9. 

Stellung  der  Aufgabe. 

■ 

Es  sei  gegeben  ein  ebener,  zweifach  ausgedehnter,  zusammenhän- 
gender, ganz  im  Endlichen  enthaltener  Bereich  T,  dessen  vollständige 
Begrenzung  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer 
Linien  gebildet  wird. 

Die  den  Bereich  T  geometrisch  darstellende  Rie  mann  sehe 
Fläche,  welche  ebenfalls  als  gegeben  betrachtet  wird,  kann  einfach 
oder  mehrfach  zusammenhängend,  einblättrig  oder  mehrblättrig  sein; 
im  letzteren  Falle  wird  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Blättern  und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Windungs- 
punkten besitzt. 

In  der  Ebene  des  Bereiches  T  denke  man  sich  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  angenommen  und  bezeichne  mit  Xj  y,  beziehungs- 
weise mit  I,  ri  die  auf  dieses  Coordinatensystem  bezogenen  recht- 
winkligen Coordinaten  einer  beliebigen  Stelle  (x^y),  beziehungsweise 
(5,1))  des  Bereiches  T. 

Es  bezeichne  p  =^p{x^y)  eine  gegebene,  für  jede  Stelle  (ar, y) 
des  Bereiches  T  eindeutig  erklärte,  stetige  Function  der  Grössen  Xy  y. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Function  nur  positive 
Werthe  annimmt,  welche  den  Werth  P  an  keiner  Stelle  übersteigen, 
handelt  es  sich  darum,  zu  untersuchen,  ob  es  möglich  ist,  die  partielle 
Differentialgleichung 

oder ,    wenn   der  Ausdruck   —r-r-  +    -.  ♦>     zur  Abkürzung  mit  ^w  be- 

dx^        dy^  ® 

Sckwftrz,  GMamiiMlte  Abhandlnageii.  I.  16 
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zeichnet  wird ,  die  partielle  Differentialgleichung  /Jw  +  p'W  =  0  für 
den  Bereich  T  gewissen  vorgeschriebenen  Bedingungen  gemäss  zu 
integriren. 

Hierbei  wird  gefordert,  die  Function  tv  soll  für  alle  dem  Innern 
und  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  angehörenden  Stellen  stetig 
bleiben,  eindeutig  erklärt  sein  und   nur  reelle  AVerthe  annehmen;   die 

partiellen    Ableitungen    der   Function    tv,  -^,  -g—  sollen   im   Innern 

des  Bereiches  T  nicht  längs  einer  Linie  unstetig  sein. 

Die  Hauptfrage,  auf  deren  Beantwortung  es  ankommt,  ist  die 
folgende:  Gibt  es  eine  für  den  betrachteten  Bereich  T  allen  angege- 
benen Bedingungen  genügende  Function  tr,  welche  im  Innern  und 
längs  der  ganzen  Begrenzung  dieses  Bereiches  nur  positive,  von 
Null  verschiedene  Werthe  annimmt? 

10. 
Einige  als  bekannt  vorauszusetzende  Hülfssätze. 

In  Folge  der  bezüglich  des  Bereiches  T  gestellten  Voraus- 
setzungen ist  es  möglich,  wie  ich  in  einer  in  den  Monatsberichten  der 
Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom 
Jahre  1870  veröffentlichten  Abhandlung  *)  bewiesen  habe,  die  partielle 
Differentialgleichung  jdw  =  0  für  den  Bereicli  T  gewissen  vorge- 
schriebenen Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  gemäss  zu  integriren. 

Insbesondere  ergibt  sich  aus  einem  in  dieser  Abhandlung  ge- 
führten Beweise,  dass  es,  wenn  mit  (ä:,  y),  (S,  i?)  irgend  zwei  von  ein- 
ander verschiedene  Stellen  des  Bereiches  T  bezeichnet  werden,  stets 
eine  Function  G  =  G(a;,  y;|,  iy)  der  vier  Argumente  o;,  y ,  |,  i^  gibt, 
welche  folgende  Eigenschaften  besitzt: 

1.  Als  Function  der  beiden  Argumente  x^y  betrachtet  genügt 
die  Function  0{x,y]  |,  ly)  der  partiellen  Differentialgleichung  dG  =  0. 

2.  Bei  der  Annäherung  der  Stelle  {x,  y)  an  die  Stelle  (5,  iy)  wird 
die  Function  G{x,y]  |,  iy)  in  derselben  Weise  logarithmisch  unstetig, 
wie  die  Function 

*)  Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen.  Abgedruckt  im  zweiten 
Bande  der  vorliegenden  Ausgabe. 
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Die  Grrösse  m  bezeichnet  hierbei  eine  bestimmte  ganze  Zahl,  welcher, 
wenn  die  Stelle  (5,  i^)  nicht  mit  einem  Windungspunkte  des  Bereiches 
T  zusammenfallt,  der  Werth  0,  andernfalls,  wenn  fi  die  Ordnungszahl 
dieses  Windungspunktes  bezeichnet,  der  Werth  (i  beizulegen  ist. 

3.  Längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  wird  die 
Function  G(x,y]  5,  r^)  gleich  Null. 

In  Folge  dieser  Eigenschaften  besitzt  die  Function  (T(x,y;|,  i^) 
zugleich  die  Eigenschaft,  fiir  alle  dem  Innern  des  Bereiches  T  ange- 
hörenden Stellen  (Xjy)  nur  positive  Werthe  anzunehmen  und  ihren 
Werth  nicht  zu  ändern,  wenn  die  beiden  Stellen  (x,  y)  und  {i,ri)  mit 
einander  vertauscht  werden. 

Wird  nun  mit  f(i,ri)  eine  für  alle  Stellen  (67  ^)  des  Bereiches  T 
eindeutig  erklärte,  stetige  Function  der  beiden  Argumente  (6,1?)  be- 
zeichnet, so  ergibt  die  Formel 

« 

(6.)  w  =  w(x,y)  =  ■^fjf{i,ri)Q{l,'n;x,y)dldn, 

T 

wenn  die  Integration  über  den  Bereich  T  erstreckt  wird,  ein  parti- 
culäres  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

(7.)  Jw^-f{x,y)  =  0, 

welches  für  alle  dem  Innern  und  der  Begrenzung  des  Bereiches  T 
angehörenden  Stellen  eindeutig  erklärt  ist,  stetig  bleibt  und  längs  der 
ganzen  Begrenzung  dieses  Bereiches  gleich  Null   wird.     Die   Ablei- 

tnngen   -g— ,  -q-  sind   im  Innern  des  Bereiches    T  nicht  längs   einer 

Linie  unstetig. 

Durch  die  angegebenen  Eigenschaften  ist  dieses  particuläre  Inte- 
gral der  partiellen  Differentialgleichung  zlw  +  f{x,y)  =  0  eindeutig 
bestimmt. 

Auf  die  Beweise  dieser  Sätze,  welche  ich  für  die  folgende  Unter- 
suchung als  bekannt  voraussetze,  gehe  ich  hier  nicht  näher  ein. 

11. 
Voraussetzung   der  Existenz   einer    für   den   Bereich   T 
den    gestellten    Bedingungen    genügenden   Function    tc;, 
welche   für   keine   Stelle    dieses   Bereiches    den   Werth 

Null  annimmt.     Folgerungen. 

Wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  für  den  Bereich  T  e  i  n  e  Function 
w  existirt,   welche  für  diesen  Bereich  im  angegebenen  Sinne  die  par- 

16* 
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tielle  Differentialgleichung  ^w+p-w  =  0  befriedigt,  und  welche  so- 
wohl im  Lmem,  als  auch  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches 
T  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  annimmt,  so  kann  ge- 
schlossen werden  wie  folgt. 

Es  bezeichne  w^  =  ^0(^1  V)  ®i°®  ^  ^^^  Bereich  T  der  Diffe- 
rentialgleichung ^Wf^  =  0  genügende  Function ,  welche  längs  der 
ganzen  Begrenzung  dieses  Bereiches  mit  der  Function  to  übereinstimmt. 
Es  gibt  stets  eine  und  nur  eine  einzige  solche  Function  und  zwar 
nimmt  dieselbe  für  alle  Stellen  des  Bereiches  T  nur  positive,  von 
Null  verschiedene  "Werthe  an. 

Die  Function  w—w^,  welche  längs  der  ganzen  Begrenzung  des 
Bereiches  T  den  Werth  Null  hat,  genügt  für  den  Bereich  T  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  ^{w-'W^)+p'W  =  0  und  nimmt  im 
Innern  dieses  Bereiches  ebenfalls  nur  positive  Werthe  an. 

Der  grösste  Werth,  welchen   der  Quotient innerhalb  des 

Bereiches  T  annimmt,  werde  mit  q  bezeichnet.  Die  Grrösse  q  ist 
kleiner  als  1. 

Man  denke  sich  nun  für  den  Bereich  T  die  Functionen  to^,  u?„  tr„  •  •  •, 
^«-1  >  *^» »  •  •  •  deren  Anzahl  unbegrenzt  ist ,  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt, dass  die  Function  w^  der  partiellen  Differentialgleichung 

(8. )  ^w^+  p  •  w^j  =  0  ((I  =  1,  2,  3  •  •  •  00) 

genügen  und  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den  Werth 
Null  haben  soll. 

Aus  der  Formel  (6.)  des  Art.  10  ergibt  sich,  wenn 

an  die  Stelle  von  /*(|,  ly)  gesetzt  wird,  dass  die  Function  to^ix^y)  im 
Innern  des  Bereiches  T  nur  positive  Werthe  annimmt,  wenn  die 
Function  w^«^i(l,  ij)  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Da  nun  die  Function 
^oÜiV)  dieser  Bedingung  entspricht,  so  nimmt  jede  der  Functionen 
M^j,  w,,  U7„  •••«;,,•••  im  Innern  des  Bereiches  T  nur  positive  Werthe  an. 
Aus  dem  Systeme  von  Grleichungen 

^(io-'WQ)+P'W  =  0 

jd{w-W^''tD,)+P'{W'-W^)   =  0 


-J(«;— w^— Wj w^)+p'{w—w^--w^ ti;^,)  =  0 


... 


i 
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ergibt  sich,    da  jede  der  Pmictioneii  w—w^—w^ to^  längs  der 

ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den  Werth  Null  annimmt,  durch 
wiederholte  Anwendung  der  Formel  (6.)  des  Art.  10,  dass  jede  dieser 
Functionen  im  Innern  des  Bereiches  T  nur  positive  Werthe  annimmt. 
Aus  der  Beziehung  to -^w^'^qw  ergibt  sich  in  Folge  der  Glei- 
chungen (9.)  unter  wiederholter  Anwendung  der  Formel  (6.)  des 
Art.  10  folgendes  System  von  Ungleichheiten 

tc—tv^—  tv^  —  w^  <c  q-  (w—Wq—w^) 
(10.) 

lo—w^—w^—'  '—w^<cq'  (te;— u^Q— m;^—  •  •— t^^i). 


... 


Für  jeden  Werth  des  Index  i?  besteht  also  die  Beziehung 

(11.)  w—WQ—w^ w;,<:  g""*"*-«?. 

Hieraus  folgt,  da  die  Grösse  q  kleiner  als  1  ist,  daßs  die  aus  den 
Functionen  w^^  w^j  m?,,  •  •  •  gebildete  unendliche  Reihe 

^0+  w^i+  w^+ '    '  +  w^-\ in  inf. 

für  alle  dem  Bereiche  T  angehörenden  Stellen  (x,  y)  unbedingt  und  in 
gleichem  Grade  convergirt.  Die  Function  w,  deren  Existenz  voraus- 
gesetzt wurde,  ist  die  Summe  dieser  Reihe. 

12. 
"Weitere  Folgerungen. 

Die  Function  w^  ist  eindeutig  bestimmt  durch  diejenigen  Werthe, 
welche  die  Function  w  längs  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  an- 
nimmt ;  dasselbe  gilt  von  jeder  einzelnen  der  Functionen  «;„  m;„  •  •  •  u?,  •  •  • 

Man  kann  nun  die  Werthe,  welche  eine  stetige  reelle  Function 
u^  =  u^{x,y)  der  beiden  Argumente  x,y  längs  der  Begrenzung  des 
Bereiches  T  annehmen  soll,  willkürlich  vorschreiben  und  die  partielle 
Differentialgleichung  Ju^  =  0  für  den  Bereich  T  so  integriren ,  dass 
die  Function  u^{Xjy)  dieser  vorgeschriebenen  Grenzbedingung  genügt. 

Wenn  mit  k  der  kleinste,   mit  g   der  grösste  unter  allen  denje- 

u  (x  v) 

nigen  Werthen   bezeichnet  wird,   welche   der  Quotient     ^ ,J    >,  längs 

u;^(a?,  y) 

der  Begrenzung  des  Bereiches  T  annimmt,  so  nimmt  auch  im  Innern 
des  Bereiches  T  von  den  beiden  Functionen  u^{x,y)—kw^{Xyy)j 
^•(^>  9)""?'*^o(^>  y)  ^®  ®^ste  an  keiner  Stelle  einen  negativen,  die  zweite 
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an  keiner  Stelle  einen  positiven  Werth  an.  Denkt  man  sich  nun  für 
den  Bereich  T  die  Functionen  w, ,  Wg?  ^s»  * ' '  **«»  "  '  *  hestimmt,  welche 
aus  der  Function  u^  auf  dieselbe  Weise  hervorgehen,  wie  die  Func- 
tionen w^j  w^j  ^ij  ' ' '  ^f^n  ' '  ^^s  der  Function  w^  hervorgegangen  sind, 
so  ergibt  sich,  dass  im  Innern  des  Bereiches  T  von  den  beiden  Func- 
tionen w^— ÄM^^,  u^—gw^  die  erste  an  keiner  Stelle  einen  negativen,  die 
zweite  an  keiner  Stelle  einen  positiven  Werth  annimmt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  unendliche  R^ihe  Wo+^i+*^+  ' ' '  +**.H —  * 
für  alle  Stellen  des  Bereiches  T  unbedingt  und  in  gleichem  Grade 
convergirt.  Die  Summe  dieser  Reihe,  welche  mit  u  =  u{Xyy)  be- 
zeichnet werden  soll,  ist  eine  Function,  welche  in  Folge  der  Grieichung 

(12.)  u{x,y)''U,(x,y)  =  ~^^^jJp(i,v)^ilv)<^(lV]^^y)^i^V 

T 

für  den  Bereich  T  der  partiellen  Differentialgleichung  Ju+p-ti  =  0 
genügt  und  längs  der  Begrenzung  dieses  Bereiches  mit  der  Function 
u^{Xjy)  übereinstimmt. 

Hieraus  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  es  eine  Function  tv  gibt,  welche  für  den  betrachteten  Be- 
reich T  in  dem  erklärten  Sinne  der  partiellen  Differentialgleichung 
z/u?  +  P'iv  ^=  0  genügt  und  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe 
annimmt ,  so  ist  es  möglich ,  diese  Differentialgleichung  für  den  be- 
trachteten Bereich  so  zu  integriren,  dass  das  Integral  derselben  längs 
der  Begrenzung  des  Bereiches  T  mit  einer  beliebig  vorgeschriebenen, 
längs  dieser  Begrenzung  stetigen  Function  übereinstimmt  und  im 
Innern  des  Bereiches  T  den  angegebenen  Bedingungen  genügt.  Durch 
die  vorgeschriebenen  Bedingungen  ist  dieses  particuläre  Integral  der 
angegebenen  partiellen  Differentialgleichung  eindeutig  bestimmt. 

13. 
Einführung  der  Specialisirung  w^  =  1. 

Wenn  die  im  Art.  11  gestellte  Voraussetzung  jetzt  wieder  fallen 
gelassen  und  es  als  noch  unentschieden  betrachtet  wird,  ob  diese  Vor- 
aussetzung erfüllt  ist,  so  kann  man  gleichwohl,  ausgehend  von  einer 
beliebig  getroffenen  Festsetzung  über  diejenigen  Werthe,  welche  eine 
Function  w^(oCjy)  längs  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  annehmen 
soll,  für  den  betrachteten  Bereich  T  eine  unendliche  Reihe  von  Func- 
tionen w^,  Wj^  w^,  ' ' '  w^  ' ' '  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass    die  Function  w^  für  jeden   positiven  Werth   des  Index  n  längs 
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der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den  Werth  Null  annimmt 
und  der  partiellen  Differentialgleichung  jdw^+p-  tt\_^  =  0  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  genügt,  während  Jw^  =  0  ist. 

Die  einfachste  Annahme ,  von  welcher  man  ausgehen  kann ,  ist, 
dass  der  Function  w^  längs  der  ganzen  Begrenzung  und  demzufolge 
auch  für  das  Innere  des  Bereiches  T  ein  constanter  Werth  und 
zwar  der  Werth  1  beigelegt  wird. 

Diese  Annahme  soll  der  folgenden  Untersuchung  zuGrrunde  gelegt 
werden. 

Es  wird  also  angenommen,  dass  für  den  betrachteten  Bereich  T 
eine  unendliche  Reihe  von  Functionen  w^ ,  ti\ ,  t«', ,  •  •  •  t(?, ,  •  •  •  bestimmt 
sei,  welche  den  Bedingungen 

w^  =  1,  ^tv^+p  •  iv^  =  0,  Jw^+p .  M?j  =  0,  •  •  •  Jw^+p  'W^i  =  0,  •  •  • 

genügen.  Mit  Ausnahme  von  w^  ist  jede  dieser  Functionen  w^  der 
ferneren  Bedingung  unterworfen ,  längs  der  ganzen  Begrenzung  des 
Bereiches  T  den  Werth  Null  anzunehmen. 

14. 
Erklärung  der  Grössen  W^^^,  F^^,   W^. 

Unter  Zugrundelegung  der  Annahme ,  dass  die  Functionen 
w^ ,  «c?,  ,«<?,,•••  t^,  ,••  •  die  in  dem  vorhergehenden  Art.  erklärte  Be- 
deutung haben,  sollen,  wenn  t«,  w  irgend  zwei  ganze  positive  Zahlen 
bezeichnen,  einschliesslich  der  Null,  mit  TT«,  und  F..  die  durch  die 
Gleichungen 

(.8.)  <.=//,».,v'x*    K„=//(.^i^,J  +  ^|=).«* 

T  T 

erklärten  Grössen  bezeichnet  werden,  wobei  die  Integrationen  über  den 
Bereich  T  zu  erstrecken  sind. 

Es  sollen  nun  einige  zwischen  den  Werthen  dieser  bestimmten 
Integrale  bestehende  Beziehungen  hergeleitet  werden,  welche  für  die 
folgende  Untersuchung  von  wesentlicher  Bedeutung  sind ;  zugleich  ist 
der  Nachweis  zu  führen,  dass  das  mit  F„,,  bezeichnete  Doppelintegral 
für  jede  Combination  m,  n  der  beiden  Indices  die  Eigenschaft  besitzt, 
unbedingt  convergent  zu  sein. 

i.     Weil  das  Doppelintegral 


// 
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nur  positive  Eleiüente  enthält,  so  hat  jedes  Doppelintegral 

T' 

bei  welchem  die  Integration  über  einen  Theil  T'  des  Gebietes  T  er- 
streckt wird,  einen  endlichen  Werth,  welcher  kleiner  als  W^^^^  ist. 

In  Folge  der  Gleichungen  p-w^^  =  —  ^m?,,  w^  =  1  geht  das 
Doppelintegral 

jjpw,w^_,dxdy 

T 

in   ein   einfaches,  längs   der  Randlinie  (T')  des   Bereiches   T'  zu   er- 

-^-^flti,   wenn 

dw    ^^^ 
dl  die  Länge  eines  Elementes  dieser  Randlinie,     ^  *    den  Werth  der  in 

der  Richtung  der  Normale  zu  dem  Randelemente  dl  genommenen  par- 
tiellen Ableitung  der  Function  w^  bezeichnet.  Als  positive  Richtung 
dieser  Normale  wird  hierbei  diejenige  fixirt,  welche  von  dem  betrach- 
teten Randelemente  zu  inneren  Punkten  des  Bereiches  T'  fuhrt. 

—^  dl    hat  hiernach    stets   einen    endlichen ,   den 

(T') 

Werth  der  Grösse  W^^^^  nicht  übertreffenden  Werth. 

Der  getroffenen  Festsetzung  zufolge  ist  der  Bereich  T'  ein 
Theil   des  Bereiches  T.    Die  Wahl   des  Bereiches  T'  ist  einzig  der 

Beschränkung  unterworfen,   dass    die  Grösse        *     für   jeden  Punkt 

der  Begrenzung  desselben  einen  endlichen  bestimmten  Werth  haben  muss. 

In  dem  Folgenden  wird  der  Bereich  T'  der  Bedingung  gemäss 
gewählt  werden,  dass  die  Gesammtheit  der  dem  Innern  dieses  Be- 
reiches angehörenden  Stellen  (a?,  y)  übereinstimmt  mit  der  Gesammt- 
heit derjenigen  Stellen  (x,y),  für  welche  der  Werth  einer  der  er- 
klärten Functionen  w^{x,y)  grösser  ist,  als  eine  von  Null  verschiedene 
positive,  hinsichtlich  ihrer  Kleinheit  keiner  Beschränkung  unterlie- 
gende Grösse  €^. 

Ist  insbesondere  die  Function  p{x,y)  eine  analytische  Function 
ihrer  beiden  Argumente,  so  ist  auch  die  Gleichung  der  Begrenzungs- 
linie des  auf  die  angegebene  Weise  erklärten  Bereiches,  w^  {x,  y)  =  f^, 
eine  analytische  Linie  von  endlicher  Länge ,  welche ,  wenn  einzelne 
Werthe  der  Grösse  b^  ausgeschlossen  werden,  die  Eigenschaft  besitzt, 

dass  für  jeden  Punkt  derselben  die  Grösse  —^  einen  endlichen  be- 
stimmten Werth  hat. 
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n.  Wird  dem  Index  m  der  Werth  n  beigelegt  und  das  Gebiet 
T'  dureli  die  Bedingung  w^{x,y)>s^  erklärt,  so  ergibt  sich  die 
Gleichung 

(T' )  T' 

Da  das  EÄudintegral ,   dessen  Werth  e^  f  --r-^  dl  nicht  grösser  ist  als 

(T') 

*.^o,— 1)  ^  li^*»  =  0  ebenfalls  den  Grenz  werth  Null  hat,  so  ergibt 
sich,  weil  beim  TJebergange  zur  Grenze  «,  =  0  der  Bereich  T'  in 
den  Bereich  T  übergeht,  die  Gleichung 

(14.)  w^...  -//,»„».*.*  =//[(^)'  +  (^)']  ä.ä,  -  r,.. 

T  T 

Durch  die  vorstehende  Gleichung  ist  zugleich  der  Nachweis  er- 
bracht, dass  das  mit  F^^  bezeichnete  bestimmte  Integral,  dessen  Ele- 
mente sämmtlich  positiv  sind,  die  Eigenschaft  besitzt,  unbedingt  con- 
vergent  zu  sein. 

Aus  der  unbedingten  Convergenz  der  beiden,  der  getroffenen 
Festsetzung  zufolge  mit  V^  ^  und  F^  „  zu  bezeichnenden  bestimmten 
Integrale  ergibt  sich  als  Folge  der  Beziehungen 


2  \  dx 


dass    das   mit  F^,   bezeichnete    bestimmte  Integral    die   Eigenschaft, 
unbedingt  convergent  zu  sein,  ebenfalls  besitzt. 

m.  Wenn  unter  Beibehaltung  der  im  Vorhergehenden  unter  11. 
aiigögehenen  Erklärung  des  Bereiches  T'  für  p  •  w^  der  Ausdruck 
—/Jw^j^  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich 


-C,.^ 


i 

(TT) 


+1 


dv 


j jpio^wjxdy  = 
r 


öw^^+i    ^^. 


dw^.,    du\ 


dx       dx  dy        äy 


-jdxdy. 
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Da  der  Werth  des  Randintegrals 


/ 


«'■%^* 


welcher  nicht  grösser  als  e^W^^^  ist,  für  lim  £,  =  0  ebenfalls  den 
Grenzwerth  Null  besitzt,  so  ergibt  sich,  weil  für  lime,  =  0  der  Be- 
reich T'  in  den  Bereich  T  übergeht,  die  Gleichung 

(15.)  W^,  =  F^,,.. 

Den  Erklärungen  der  Grössen  W^„,  F^^  zufolge  ändert  keine 
dieser  beiden  Grössen  bei  der  Vertauschung  beider  Indices  ihren 
Werth,  es  besteht  daher  die  Gleichung 

(16.)  W-,.  =  -P.^,.  =  F.,.^, 

Andererseits  hat  in  Folge  der  Gleichung  (16.)  auch  die  Grösse 
^^i,»+i  ^^^  Werth   F^^^.,.     Hieraus  ergibt  sich  die  Gleichung 

(17.)  W^.  =  TC,,.^,  =  W^,,._,. 

Durch  Wiederholung  der  Schlussweise,  welche  von  der  Grösse 
TT^,  zu  der  Grösse   TV^^,  ...j  geführt  hat,  ergibt  sich  die  Gleichung 

(18.)    W^.  =  Tr.+,,_,  =  TF.^,._ =  W,^,^ =  W_^,. 

Wird  nun  die  Grösse  T^+,^o  ^^^  Abkürzung  mit  W^^  bezeichnet, 
so  ergibt  sich 


(19.)  W^,  =  TT.^,       r^,  =  T7._,,.  =  W. 


>+»-l' 


Es   bestehen  also  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  /•:,    welcher 
kleiner  ist  als  n,  die  Gleichungen 

(20.)  /  j pu\wjx(iy  =-J  1 2^u\w^_,dxdy  =  TT,, 


im 


T 

dw_       dw,    dw 


dw,    du\  \  ,    , 

-  +  -.  -  -T--  )äxdy  = 
dy      du  J         ^ 


=//( 


dx        dy     dy 
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IB. 
Einführung  der  Constante  c. 

Der  bekannte  Satz,  dass  die  Diacriminante  einer  definiten 
binären  quadratischen  Form  stets  einen  positiven  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  besitzt,  kann  dazu  angewendet  werden,  um  eine 
Beziehung  zwischen  den  absoluten  Beträgen  der  über  denselben  Be- 
reich T  auszudehnenden  drei  Doppelintegrale 

A  =  ij(p^dxdy,     B=l  [(pxdxdy,     0  =  1  jx^dxdy 

herzuleiten,  eine  Beziehung,  deren  Kenntniss  für  die  folgende  Unter- 
suchung von  Wichtigkeit  ist. 

Die  Grössen  %%  bedeuten  zwei  reeUe,  für  alle  Stellen  (ic,  y)  des 
Bereiches  T  eindeutig  erklärte  Functionen  der  beiden  Argumente  rc,  y, 
welche  die  Eigenschaft  haben  ,  erstens ,  dass  die  über  den  Bereich  T 
ausgedehnten  Doppelintegrale  AjB,C  unbedingt  convergent  sind, 
zweitens,  dass  der  Quotient  der  beiden  Functionen  9?  und  ^  nicht  einer 
Constanten  gleich  ist. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ist  die  binäre  quadra- 
tische Form 


// 


{«(p  +  ßxY^^^y  =  Aa'+2B'aß+C'ß' 

eine  definite,  weil  das  Doppelintegral,  dessen  AVei*th  mit  dem  Werthe 
der  quadratischen  Form  übereinstimmt,  für  kein  von  dem  Werthe- 
paare  a  =  0,  ß  =  0  verschiedenes  Paar  reeller  Werthe  der  Grössen 
a,  ß  gleich  Null  wird.     Hieraus  ergibt  sich  also  die  Beziehung 

(21.)  AC-B'>>0    oder    \B\<:^Ä-\JC. 

Wenn  tp  =i  sjp-w^,  ^  =  ^P- «^«+1  gesetzt  wird ,  so  erhalten 
^ ,  B ,  C  beziehlich  die  Werthe  W^,,  W,^^,,  W^2n+r  Es  besteht  dem- 
nach zwischen  diesen  drei  Grössen  die  Beziehung 

/'22   )  '^2n+l '^2i«+2 


w        w 


Durch  eine  ganz  analoge  Schlussweise  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 
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die  Beziehung 

W  W 

(23.)  *"    --      "-+' 


W  W    ' 


Durch  Verbindung  der  beiden  Beziehungen  (22.)    und   (23.)  er- 
gibt sich 


(24.) 


W,  ^W,    ^W,   ^        ^    W^    ^  TT.^, 


W,       W,W,  ^  TT..,         TT, 


W 

Wird  nun  der  Werth  des  Quotienten  -jin^^  mit  c^  bezeichnet,  so 

wird  jedem  den  angegebenen  Bedingungen  genügenden  Bereiche  T 
eine  unbegrenzte  Anzahl  beständig  zunehmender  Constanten  c^ ,  c, ,  c„ 
•  •  •  c, ,  •  •  •  zugeordnet. 

Die  obere  Grenze  dieser  constanten  Grössen,  eine  für  den  be- 
trachteten Bereich  T  in  Bezug  auf  die  zu  Grunde  gelegte  positive 
Function  p  charakteristische  Constante,  möge  mit  c  bezeichnet  werden. 

Dass  die  Grössen  c,,  c,,  ^s,  •  •  •  c^,  •  •  •  eine  bestimmte  endliche  obere 
Grenze  besitzen,  kann  folgendermassen  bewiesen  werden. 

Es  bezeichne  g  den  grössten  unter  allen  denjenigen  Werthen, 
welche  die  Function  w^  innerhalb  des  Bereiches  T  annimmt.  Unter 
dieser  Voraussetzung  erlangt  keine  der  Functionen 

im  Innern  des  Bereiches  T  einen  positiven  Werth,  mithin  haben  die 
Grössen 

T 
T 

negative  Werthe,  folglich  ist  jede  der  beiden  Grössen  c,^,  o,^,  kleiner 
als  die  Grösse  g.  Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  die  obere  Grenze  c 
der  Constanten  c^ ,  Cg ,  r, ,  •  •  •  c„ ,  •  • .  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

16. 
Einführung  der  Grösse  Q. 

Aus  der  im  vorhergehenden  Art.  abgeleiteten  Beziehung  zwischen 
den  Werthen  der  mit  A,  B,  C  bezeichneten  drei  Doppelintegrale  er- 
gibt sich,  wenn 

9  =  P{^.y)-^-^^^    X=G{x,yilri) 
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gesetzt,  und  der  grösste  Werth  der  Function  p^x^y)  mit  P,  der  grösste 
Werth,  den  das  Doppelintegral 

JjG'{x,y;lri)dxdy 

T 

annelunen  kann,  mit  Ä  bezeichnet  wird,  dass  die  durch  die  Gleichung 

w  ■■  in  »  "* 


bestimmte  Grrösse  — *.      ^  stets  kleiner  ist  als  die  Grösse 


\/ 


1    4/    PÄ 


2ä  ^   c,,_,c,/ 

mithin   für   alle   Werthe    des    Index  n   kleiner   ist   als    die    Grösse 

-Q ^Pä  ,  welche  mit  Q  bezeichnet  werden  möge. 

Bezeichnete  den  grössten  unter  allen  denjenigen  Werthen,  welche 
die  Grösse  q  =  ^(a;— S)'+(y  — ^)*  unter  der  Voraussetzung  annimmt, 
dass  jede  Stelle  (x,y)  des  Bereiches  T  mit  jeder  anderen  Stelle  (S,  1?) 
dieses  Bereiches  combinirt  wird,  und  wird  mit  fi  die  Zahl  der  Blätter 
derjenigen  Kie  mann  sehen  Fläche  bezeichnet,  welche  den  Bereich  T 
geometrisch  darstellt,  so  ergibt  sich 

17. 
Untersuchung   der  Convergenz   der  Reihe  w^+Wi+w^+ >  -  • 

Aus  der  in  dem  vorhergehenden  Art.  bewiesenen  Eigenschaft  der 
Grösse      ,  *     ,  für  keinen  Werth  des  Index  n  die  Grösse  Q  zu  über- 

schreiten,  ergibt  sich,  dass  die  Reihe 

(25.)  w=^w{x,y]t)  =  w^+w^{Xjy)t+w^{x,y)t*+'''W^{x,y)f'+'''iximl. 

für  alle  Werthe  der  Grösse  tj  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als 

— ,   unbedingt  und  zugleich  für  alle   dem  Bereiche   T   angehörende 

Stellen  (x,y)  in  gleichem  Grade  convergirt. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  aus  dem  Umstände,   dass  die 
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einzelnen  Glieder  der  angegebenen  Reihe  (25.)  dem  absoluten  Betrage 
nach  beziehlich  kleiner  sind  als  die  Glieder  der  Reihe 


während  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder  dieser 
letzteren  gleich  \lc^^_^c^^t  ist,  der  Grenzwerth  dieses  Quotienten  fiir 
lim  n  =  OD  also  den  Werth  c  •  t  hat. 

Mittelst  der  Formel  (6.)  des  Art.  10  ergibt  sich,  wenn  an  die 
Stelle  der  Function  /*(6»^)  der  Ausdruck  ^;>(g,  i?)M?(g,  i?;  0  gesetzt 
wird,   dass  die  Function  w  =  w{x^y]t)  für  alle  Werthe  der  Grosse 

t,  welche  kleiner  als  —  sind,   in   dem   früher  angegebenen  Sinne  die 

partielle  Differentialgleichung  ^w  +  tp-w  =  0  befriedigt. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  Grösse  c  kleiner  als  1  ist,  die 
im  Art.  9  aufgestellte  Frage  in  bejahendem  Sinne  zu  beantworten  ist, 
weil  in  diesem  Falle  der  Grösse  t  der  Werth  1  beigelegt  werden  kann. 

18. 

Untersuchung     der    Convergenz     einiger    unendlicher 

Producte. 

Aus   der  im  Art.  16  bewiesenen  Eigenschaft  der   Grösse  —   *— , 

für  jeden  Werth  des  Index  n  kleiner  zu  bleiben,  als  eine  bestimmte 
endliche  Grösse  Q,  ergibt  sich  femer,  wenn  in  der  Gleichung 


// 


'^^"""'^ 


f» 


der   eine   der  beiden  Factoren     ,_*__-  des  unter   dem  Intecrralzeichen 


s« 


stehenden  Ausdruckes  durch  Q  ersetzt  wird,  dass  die  Beziehung  besteht 


// 


^-^«'^'^y>i- 


<> 


Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse 

w.         r  r     w. 


für  jeden  Werth  des  Index  n  grösser  ist  als  die  Grösse  -^^  und  dass 

W*  .  . ^  1 

die  Grösse  -ttf*^  für  jeden  Werth  des  Index  n  grösser  ist  als  -^. 
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TT* 
Da  die  Grösse  "xrp^  den  Werth 


JY  ,        ^^  ^1  ^S  ^n 


0 


Cj  C,       C^C^       C^C^  ^tn-i^ 


t» 


besitzt,  welcher  beständig  abnimmt,  wenn  der  Index  n  zunimmt,  und 
da  diese  Grösse   beständig  grösser   ist  als   die   von  dem  Werthe  des 

Index  n  nicht  abhängende  Grösse  -^,  so  besitzt  die  Grösse  ~^  für 

lim  n  =  oo  einen  bestimmten  endlichen  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
werth,  mit  anderen  Worten,  das  unendliche  Product 


n.  (r^y  • 


»»— 1  ^^iri» 


dessen  Factoren  sämmtlich  kleiner  sind  als  die  Einheit,  ist  unbedingt 
convergent. 

EUeraus  folgt  unter  Berücksichtigung  der  Beziehung 


c'  c         ^ 

•  _^     *^i»        _^  ■! 


dass  auch  das  unendliche  Product  YL^  \~^J  ^i^t^^dingt  convergent  ist. 

Die  Factor en  des  letzteren  unendlichen  Productes  können  nun  in 
der  Weise  in  unendlich  viele  Gruppen  von  je  unendlich  vielen  Fac- 
toren  zusammengefasst  werden, 


n.  (jr)  - 


I»'  »'s  ^4  '8  *'!«         ^»2 


^^ 

Ct 

c. 

C4 

«^a 

c. 

c« 

c. 

c.. 

X 

c. 

c. 

Cu 

C.4 

c. 

c« 

c« 

<■« 

• 

X 

c. 

«.. 

C,o 

•       •      • 

Ci. 

C,o 

c« 

•xf 

c. 

Cu 

•     •    ■ 

C,6 


^U         ^»8 


dass  sich  die  Gleichung 


»vc^/         c     c     c     c  ^^»•V    c    J 

ergibt.     Es  ist  also  auch  das  unendliche  Product 

n.(^) 
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unbedingt  convergent;  folglich  besitzt,  da 


^8«-l   ^  ^«» -^ 


ist,  das  unendliche  Product  ri,A~^)  dieselbe  Eigenschaft. 

Hieraus  ergibt  ^ich  aber  die  unbedingte  Convergenz  des  unend- 
lichen Productes 

n.fr-^)  =  n.(^). 

19. 

Einführung  der  Functionen  to^  und  der  Grössen  85B.- 

Der  Fall  c  =  1. 

Wenn  die  Functionen  tü^  und  die  Grössen  SB^  durch  die  Gleichungen 
w^  =r  c"to,,   W^  =  c"SB^  erklärt  werden,  so  bestehen  die  Gleichungen 

"     c!^^  *  ^    c     c     c         c 

In  Folge  der  unbedingten  Convergenz  des  unendlichen  Productes 
Xl^f-^)  nähert  sich  der  Werth  der  Grösse  SB^  für  unbegrenzt  wach- 
sende Werthe  des  Index  m  beständig  abnehmend  einem  bestimmten 
von  Null  verschiedenen  Grenzwerthe,  welcher  mit  SB  bezeichnet 
werden  soll. 

Es  ergibt  sich 

T  T 

Aus  der  Gleichung 


// 


T 

wird  zunächst  gefolgert,  dass  der  Werth  des  auf  der  linken  Seite 
dieser  Gleichung  stehenden  Doppelintegrales  für  jeden  beliebig  grossen 
positiven  ganzzahligen  Werth  der  Grösse  k  unendlich  klein  wird  für 
unendlich  grosse  Werthe  des  Index  n.  Folglich  wird  auch  das 
Doppelintegral 


J 
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dessen  Werth  kleiner  ist  als  P(aB,,-2gB,.^+aB^+„)  =  q^,  für  un- 
endlich grosse  Werthe  des  Index  n  unendlich  klein.  Hieraus  ergibt 
sich  als  eine  Folge  der  Gleichung 

T 

bei  Anwendung  des  im  Art.  15  bewiesenen  Hülfssatzes ;  dass 

»•+i(^»  y)-ttj^m(^» y)  I  <  2^ V^- 

Also  wird  der  absolute  Betrag  der  Differenz 

wenn  k  eine  beliebig  grosse  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  für  un- 
endlich grosse  "Werthe  des  Index  n  für  alle  dem  Bereiche  T  ange- 
hörenden Stellen  (Xjy)  in  gleichem  Grade  unendlich  klein. 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  die  Functionen  tD^{x,  y)  für  unend- 
lich grosse  Werthe  des  Index  n  gegen  eine  bestimmte  Grenzfunction 
convergiren,  welche  mit  to  =  lü(a;,  y)  bezeichnet  werden  soll. 

Diese  Grenzfunction  Ip  genügt  in   dem  früher  angegebenen  Sinne 

für  den  Bereich  T  der  partiellen  Differentialgleichung  z/tü  H p  •  tu  =  0 

und  nimmt  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den  Werth 
Null  an. 

Es  ist  hiermit  der  Satz  bewiesen:  Wenn  die  bei  Zugrundelegung 
der  Function  p  für  den  betrachteten  Bereich  T  sich  ergebende  Con- 
stante  c  den  Werth  1  besitzt,  so  gibt  es  stets  eine  Function  to,  welche 
für  den  Bereich  T  der  partiellen  Differentialgleichung  ^to+p-to  =  0 
genügt,  welche  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den 
Werth  Null,  im  Innern  desselben  aber  nur  positive  Werthe  annimmt. 

20. 

Die  Constante  —  als  Minimum.    Folgerungen. 

c 

Es  bezeichne  u  =  u{Xjy)  eine  stetige,  für  alle  dem  Bereiche  T 
angehörenden  Stellen  (Xjy)  eindeutig  erklärte  Function  der  beidön 
Argumente  x,  y,  welche,  ohne  beständig  gleich  NuU  zu  sein,  längs  der 
ganzen  Begrenzung  des  betrachteten  Bereiches  den  Werth  Null  an- 
nimmt und  für  welche  das  über  den  Bereich  T  ausgedehnte  Doppel- 
integral 

Beliwftrx,  OeauniiMlta  Abhandlungen.  I.  17 
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//[(©■-(^)>* 

T 

eine  bestimmte  Bedeutung  hat. 

"Wenn  die  Werthe  der  beiden  Doppelintegrale 

T  T 

zur  Abkürzung  beziehlich  mit  J^{u)  und  J^{u)  bezeichnet  werden  und 
mit  w,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Grösse  t  ein  positiver  Werth 

beigelegt  wird,  welcher  kleiner  ist  als  — ,  die  im  Art.  17  (25.)  er- 
klärte  Function  w{x^y]  t)  bezeichnet  wird,  so  besteht  die  Gleichung 

•  (26,  U')->Uu)  -//[(|^-^^)V(^-^^)>*. 

T 

welche  sich  aus  der  Identität 

dx  \w    dx  y      dy  \w    dy  /       w  ^  ' 

durch  Integration  ergibt. 

Der  Gleichung  (26.)  zufolge  ist  der  Werth  des  Quotienten      '^  ^ 

«/o(**) 

für  jede  den  angegebenen  Bedingungen  genügende  Function  w  grösser 
als  die  Grösse  t.  Hieraus  ergibt  sich  zunächst  der  Satz:  Unter  den- 
jenigen Werthen,   welche   der  Quotient    ^^  ^  unter  den  angegebenen 

Bedingungen  annehmen  kann,  gibt  es  keinen  Werth,  welcher  kleiner 

als  —  ist. 
c 

Bezeichnet  tt)  =  to  (a:,  y)  die.  im  Art.  19  erklärte  Function,  so  er- 
gibt sich  in  Folge  der  Identität 

durch  ein  Verfahren ,  welches  dem  im  Art.  14  dargelegten  Schluss- 
verfahren  analog  ist,  die  Gleichung 
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j,(tt,)_lj;(tt,)  =  0. 

Hieraus  folgt:  Der  Werth  der  Grösse  —  ist  der  kleinste  unter 
denjenigen  Werthen,  welche  der  Quotient  j\  l  unter  den  angege- 
benen Bedingungen  annehmen  kann. 

Bei  gewissen  auf  den  betrachteten  Bereich  T  sich  beziehenden 
Problemen  der  Variationsrechnung  führt  die  Untersuchung  der  in  Be- 
tracht kommenden  zweiten  Variation  zu  der  Frage,  ob  ein  über  diesen 
Bereich  auszudehnendes  Doppelintegral 

T 

für  alle,  den  angegebenen  Bedingungen  genügenden  Functionen  w  nur 
positive  Werthe  annimmt,  oder  ob  es  auch  solche  Functionen  u  gibt, 
für  welche  dieses  Integral  den  Werth  Null  oder  negative  Werthe 
annimmt. 

Diese  Frage  kann ,  wenn  die  Function  jp  den  im  Art.  9  angege- 
benen Bedingungen  genügt,  nach  dem  Ergebnisse  der  vorstehenden 
Untersuchung  wie  folgt  beantwortet  werden, 

I.  Wenn  die  bei  Zugrundelegung  der  Function  i>  für  den  be- 
trachteten Bereich  sich  ergebende  Constante  c  kleiner  ist  als  1,  so 
nimmt  das  Doppelintegral  J(w)  für  alle  Functionen,  welche  den  an- 
gegebenen Bedingungen  genügen,  positive  Werthe  an. 

n.  Wenn  diese  Constante  den  Werth  1  besitzt,  so  nimmt  das 
Doppelintegral  Jiy^  ausser  positiven  Werthen  auch  den  Werth  Null, 
aber  keinen  negativen  Werth  an. 

m.  Wenn  die  Constante  c  grösser  als  1  ist,  so  nimmt  das 
Doppelintegral  Jiji)  ausser  positiven  Werthen  und  dem  Werthe  Null 
auch  negative  Werthe  an. 

Es  bezeichne  t;  =  f;(a;,  y)  ein  für  alle  Stellen  {x^y)  des  Bereiches 
T  eindeutig  erklärtes ,  den  im  Art.  9  angegebenen  Bedingungen  ge- 
nügendes particidäres  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 
/Iv+f'V  =  0. 

Bezeichnet  £  eine  reelle  Constante,  so  ergibt  sich 

J'(t;  +  «t*)-J'(t?)  =  «V(m). 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  J{j))  kleiner  ist  als  jede  der  Grössen 
«/"(«  4-  «#),  wenn  c  <:  1  ist.  Ist  c  =  1,  so  besteht  für  alle  Werthe  von 
t  die  Gleichung  «/"(v  -^«tü)  =  ^(t?).    Ist  endlich  o  1,  so  gibt  es  unter 

17* 
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den  Werthen,  welche  die  Grösse  Jiv-^-Bu)  annehmen  kann,  sowohl 
solche,  welche  grösser  sind  als  J{v),  als  auch  solche,  die  kleiner  sind 
als  J{v). 

21. 

Stetige  Aenderung  des  Werthes  der  Constante  c 
bei  stetiger  Verkleinerung  des  Bereiches  T. 

Mit  T  und  T'  mögen  zwei  den  angegebenen  Bedingungen  genü- 
gende Bereiche  bezeichnet  werden,  welche  zu  einander  in  der  Bezie- 
hung stehen,  dass  der  Bereich  T  den  Bereich  T'  als  Theil  enthält. 
Derjenige  Bereich,  welcher  sich  ergibt,  wenn  aus  dem  Bereiche  T  alle 
Stellen  ausgeschieden  werden,  welche  .dem  Innern  des  Bereiches  T' 
angehören,  möge  mit  T",  die  den  beiden  Bereichen  T'  und  T"  gemein- 
same Begrenzungslinie  möge  mit  (T')  bezeichnet  werden. 

Es  seien  c  und  c'  die  unter  Zugrundelegung  der  Function  p  für 
die  beiden  Bereiche  T  und  T'  sich  ergebenden  charakteristischen  Con- 
stanten. 

Bezeichnet  ü  =  ü(a;,  y)  eine  Function,  welche  für  den  Bereich  T' 
dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  nach  dem  Inhalte  des  Art.  19  die  Func- 
tion Xo  für  den  Bereich  T,  und  wird  festgesetzt,  dass  der  Function 
ü(ir,  y)  für  die  dem  Bereiche  T"  angehörenden  Stellen  {x^y)  derWerth 
Null  beigelegt  werden  soll,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

T' 

in  welcher  die  Function  u  die  im  Art.  20  erklärte  Bedeutung  hat. 
Bezeichnet  jetzt  dl  die  Länge  eines  Elementes  der  den  Bereichen 

T'  und  T"  gemeinsamen  Begrenzungslinie  (T'),  -g-  die  in  der  Rich- 
tung der  Normale  dieses  Elementes  genommene  partielle  Ableitung, 
wobei  diejenige  Richtung  dieser  Normale  als  positiv  betrachtet  wird, 
welche  in  das  Innere  des  Bereiches  T'  führt,  so  ergibt  sich 

(29.)    J^.(ü  +  5„)_^J.(t,  +  «„)  =_2«y«^d?  +  .'[j-.(tt)-lj.(«)]. 

(T') 

Ab. 

Die  Function  u  kann,   weil   die   partielle  Ableitung   -g^  weder 
längs    der    ganzen   Begrenzung   des   Bereiches  T',   noch   längs   eines 
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Theiles  derselben  den  WerthNull  annimmt,  stets  so  gewählt  werden, 

u  -^  dl  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  erhält. 

(T) 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Grösse 

bei  passender  Wahl  der  Grösse  s  und  der  Function  u  auch  nega- 
tive Werthe  annimmt;   der  Quotient  -— : (  nimmt  demnach  auch 

'        /^  J,(p-hsu)  1 

solche  Werthe  an,  die  kleiner  sind  als  die  Grösse  —r',   also  ist  die 

1         .  .  1        .     .  ^ 

Grösse   —  kleiner  als  die  Grösse  — r,  mithin  c  grösser  als  c'. 
c  c 

Hieraus  folgt:  wenn  der  Bereich  T'  ein  Theil  des  Bereiches  T 
ist,  so  ist  die  unter  Zugrundelegung  der  betrachteten  Function  p  für 
den  Bereich  T'  sich  ergebende  Constante  c'  kleiner  als  die  unter 
Zugrundelegung  dieser  Function  für  den  Bereich  T  sich  ergebende 
Constante  c. 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  bei  einer  stetigen  Verkleine- 
rung des  Bereiches  T  der  Werth  der  Constante  c  sich  ebenfalls  stetig 
ändert. 

-  Für   den   Bereich   T    denke   man   sich    die   im  Art.  19   erklärte 

Function  to  =  to{x,y)  bestimmt,   welche,   wenn  die  Grösse  —  mit  t 

c 

bezeichnet  wird,  im  angegebenen  Sinne  der  partiellen  Differential- 
gleichung Jto  +tp'to  =  0  genügt  und  längs  der  ganzen  Begrenzung 
des  Bereiches  T  den  Werth  Null  annimmt.  Es  werde  nun,  wenn  6 
eine  von  Null  verschiedene  positive  Grösse  bezeichnet,  deren  Elleinheit 
keiner  Beschränkung  unterliegt,  derjenige  Theil  des  Bereiches  T,  für 
welchen  W  {x,  y)^e  ist,  mit  T'  bezeichnet.  Dieselbe  Bedeutung,  welche 
die  Functionen  w^  =  w^{x,y)  und  die  Grössen  W,,  r^,  c  für  den  Be- 
reich T  besitzen,  möge  den  Functionen  v^  =  t;^(a;,  y)  und  den  Grössen 
F,,  c|^,  c'  für  den  Bereich  T'  zukommen. 

Für  alle  dem  Bereiche  T'  angehörenden  Stellen  (x,  y)  gilt,  da  die 
Function  Xo  für  keine  dieser  Stellen  den  Werth  Null  annimmt,  dem 
Inhalte  des  Art.  17  zufolge  die  Gleichung 

aus  welcher  sich  durch  Integration  ergibt 

p\xidxdy  =  e{y,+  V,t  +  V^f+V,f+''')  = 

V 

=  «F,(i+c;^+c;c;^«H-c;c;c;<*+.-.). 


//' 
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Wenn  SB'  den  Werth  des  Doppelintegrals  auf  der  linken  Seite 
dieser  Grleichung  bezeichnet,  so  ergibt  sich,  weil  jede  der  Grössen  c^ 

kleiner  als  c'  und  die  Grösse  c'^  =  —  kleiner  als  1  ist, 

c 

Da  lim  SB'  für  lim  6  =  0  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt,  dass 
die  Grösse  c—c'  für  unendlich  kleine  Werthe  von  b  ebenfalls  unend- 
lich klein  wird. 

Bezeichnet  nun  T*  einen  beliebigen  Bereich,  welcher  den  Bereich 
T'  als  Theil  enthält  und  selbst  wieder  ein  Theil  des  Bereiches  T  ist, 
und  bezeichnet  c*  den  Werth  der  diesem  Bereiche  in  Bezug  auf  die 
Function  p  entsprechenden  charakteristischen  Constante,  so  ergibt 
sich  aus  zweimaliger  Anwendung  des  zu  Anfang  dieses  Art.  bewie- 
senen Satzes,  dass  zwischen  den  Werthen  der  drei  Constanten  c',  c*,  c 
die  Beziehung  c'  <:  c*  <:  c  besteht. 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Bei  jeder  stetigen  Verkleinerung  des  Bereiches  T  ändert  sich  der 
Werth  der  diesem  Bereiche  in  Bezug  auf  die  Function  p  entsprechenden 
charakteristischen  Constante  c  ebenfalls  stetig. 

22. 

8 


Anwendung  auf  den  Fall  j)  = 


(l+x'+y^y 


8 
Wenn  die  Function  p  durch  die  Gleichung  p  =  -jz ^ — rvi  be- 

stimmt  und  a;  +  yi  =  5,  x^yi  =  s^,   w  ^  ^  gesetzt  wird,    so  geht 
die  partielle  Differentialgleichung  Jw+pw  =  0  über  in 


deren  allgemeines  Integral,  wenn  mit  (r(s),  0-^(8 ^)  zwei  Functionen 
der  beiden  complexen  Grössen  s ,  8^  bezeichnet  werden ,  durch  die 
Gleichung 

i,  =  G'is)  +  G[i8,)-j^[8,Gi8)  +  sG,is,)] 

gegeben  wird. 

Wird  die  Bedingung    gestellt,    dass    jedem    Paare    conjugirter 
Werthe  s,  5,  ein  reeller  Werth  der  Grösse  tf;  entsprechen  soll,  so  mnss 
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die  Function  G^(s^)  mit  der  zu  der  Function  G(s)  gehörenden  conju- 
girten  Function  des  conjugirten  complexen  Argumentes  übereinstimmen. 
Die  Form  der  betrachteten  partiellen  Differentialgleichung  bleibt 
ungeändert,  wenn  auf  dieselbe  die  gleichzeitigen  Substitutionen 

^_    as'—h  «X— *i 

^  ~   b,s'+  a,  '        ^'  ~    bs[  +  a 

angewendet  werden.  Hierbei  bezeichnen  s\  s[  zwei  complexe  ver- 
änderliche ,  aj  a^^hyh^  vier  reelle  oder  complexe  constante  G-rössen, 
welche  letzteren  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  die  aus  den- 
selben gebildete  Grösse  aa^+hb^  nicht  gleich  Null  sein  darf.  Damit 
jedem  Paare  conjugirter  Werthe  der  Grössen  s ,  s^  ein  Paar  conju- 
girter  Werthe  der  Grössen  s\  s[  entspreche,  sind  den  Grössen  0,0^; 
6,  6,  zwei  Paare  conjugirter  Werthe  beizulegen. 
Durch  die  Gleichungen 

wird  ein  eindeutiges  Entsprechen  zwischen  den  Punkten  der  a:^-£bene 
und  den  Punkten  der  Kugelfläche  X*+Y'+Z*  =  1  vermittelt.  Es 
entspricht  daher  jedem  der  betrachteten  Bereiche  T  ein  gewisser 
sphärischer  Bereich,  welcher  das  sphärische  Bild  desselben  ge- 
nannt werden  kann. 

Durch  die  angegebenen  Substitutionen  wird  in  Folge  der  Gleichung 

dX+dT  +  dZ    --—^^--r^^ 

nur  die  Lage,   nicht  die  Gestalt  dieses  sphärischen  Bildes  verändert. 

Der  Gesammtheit  aller  gleichzeitigen  Substitutionen  (s,  s'),  (s^jS[) 
entspricht  unter   den  bezüglich   der  Grössen  a,  a,,  6, 6,  gestellten  Be- 
dingungen    die    Gesammtheit    aller    Drehungen     der    Kugelfläche 
X'+Y^+Z'  =  1. 

Bei  Zugrundelegung  der  im  Vorstehenden  bezüglich  der  Function 
p  gemachten  Annahme  ist  es  daher  möglich,  von  der  über  der  xy- 
Ebene  ausgebreiteten  Riem an n sehen  Fläche,  durch  welche  der  Be- 
reich T  geometrisch  dargestellt  wird,  zu  dem  sphärischen  Bilde  der- 
selben überzugehen  und  die  Ergebnisse  der  im  Vorhergehenden  ange- 
stellten Untersuchungen,  insbesondere  die  aus  dem  Werthe  der  Grösse 
c  zu  ziehenden  Schlussfolgerungen  auf  das  sphärische  Bild  zu  über- 
tragen. 
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Durch  Einführung  der  Grössen  s^s^  als  unabhängiger  Variablen 
erhält  die  partielle  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen  n** 
Ranges  die  Gestalt 

yX.       n(«+l)X. 
dsds,  "^    (l+«s.)' 

Hieraus  folgt,  dass  jede  der  partiellen  Differentialgleichung 

^>    +  ,  2^  ^.  =  0 


genügende  Function  eine  Kugelfunction  ersten  Ranges  ist. 

Durch  Specialisirung  der  Function  G  (s)  kann  man  unendlich  viele 
specielle  sphärische  Bereiche  erhalten,  von  welchen  jeder  einzelne  so 
beschaffen  ist,  dass  eine  bestimmte  Kugelfunction  ersten  Ranges  für 
diesen  Bereich   den   im  Art.  8   unter   11.    angegebenen   Bedingungen 

genügt. 

8 
Bei  Zugrundelegung  der  Function  p  =   /i  .    «.    »\a  ^^^  die  Con- 

stante  c  für  alle  diese  Bereiche  den  Werth  1. 

Wenn  G{s)  =  ^8  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich  ^  =    ^       t,     «- 

Dem  Bereiche  ^^0  entspricht  in  diesem  Falle  die  Fläche  einer 
Halbkugel. 

Nach  dem  Inhalte  des  Art.  21  folgt  hieraus ,  dass  für  jeden  Be- 
reich T',  dessen  sphärisches  Bild  ein  Theil  einer  Halbkugelfläche 
ist,  der  Werth  der  charakteristischen  Constante  c'  kleiner  als  1  ist. 

Wenn    der    Werth     der    unter    Zugrundelegung    der    Function 

p  =  -rq— — i- — =xj-   für   einen  Bereich  T   sich  ergebenden  Constante  e 

grösser  als  1  ist,  so  ist  es  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  mög- 
lich, einen  Theil  T'  dieses  Bereiches  so  abzugrenzen,  dass  das  sphä- 
rische Bild  desselben  ein  Theil  einer  Halbkugelfläche  ist,  dass  also 
die  dem  abgegrenzten  Bereiche  T'  entsprechende  charakteristische 
Constante  c'  kleiner  als  1  ist. 

Ebenso  ist  es  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  möglich,  eine 
von  einem  Parameter  abhängende,  die  beiden  Bereiche  T  und  T'  ent- 
haltende Sc  haar  von  Bereichen  zu  construiren,  so  dass  für  je  zwei 
unendlich  benachbarte  Bereiche  dieser  Schaar  die  Voraussetzungen  des 
im  vorhergehenden  Art.  bewiesenen  Lehrsatzes  erfüllt  sind. 

Bezeichnet  T*   einen  beUebigen  Bereich  dieser  Schaar  und  c*  die 

Q 

diesem  Bereiche  üi  Bezug  auf  die  Function  p  =    .^     ^      ,v,    ent- 
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sprechende  Constante ,   so  folgt ,   dass  die  Grösse  c*  jeden  zwischen 
c'  und  c  liegenden  Werth  annimmt. 

Es  ist  also  der  Satz  bewiesen:  Wenn  die  bei  Zugrundelegung  der 

8 
Function  p  =  -^ ^ — r^  für  einen   bestimmten  Bereich  T  sich  er- 

gebende  charakteristische  Constante  c  grösser  als  1  ist,  so  ist  es  auf 
unendlich  mannigfaltige  Weise  möglich,  von  diesem  Bereiche  einen 
Theilbereich  T*  abzugrenzen,  für  welchen  die  unter  Zugrundelegung 
derselben  Fimction  p  sich  ergebende  Constante  c*  den  Werth  1  besitzt. 
In  Hinblick  auf  den  im  Art.  19  bewiesenen  Lehrsatz  ist  somit 
der  Nachweis  geliefert,  dass  die  im  Art.  8  betrachteten  drei  Fälle 
die  Gesammtheit  aller  Fälle  erschöpfen,  welche  in  Bezug  auf  die  Ent- 
scheidung der  gestellten  Frage  eintreten  können. 


Schluss. 
Einige  den  Grenzfall  betreffende  Bemerkungen, 

23. 

Den  Bedingungen  des  Grenzfalles  entsprechende  Mi- 
nimalflächenstücke,  für  welche  die  Eigenschaft  des 
Minimums  im  gewöhnlichen  Sinne  zu  bestehen  aufhört. 
Verallgemeinerung  des  von  Herrn  LindelSf  zuerst  unter- 
suchten speciellen  Falles. 

Wenn  für  ein  Minimalflächenstück  M  der  im  Art.  8  unter  11.  an- 
geführte Grenzfall  eintritt,  so  kann  die  Frage  aufgeworfen  werden, 
ob,  beziehungsweise  in  welchem  Sinne  für  dieses  Flächenstück  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Begrenzungslinie  desselben  unverändert 
gelassen  wird,  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  eintritt. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  kann  man  sich  der  Gleichung 
(5.)  des  Art.  2  und  der  Formeln  des  Art.  7  bedienen. 

Unter  Wiederaufhebung  der  Bedingung,  dass  die  Function  ^  auch 
längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  nur  von  Null  verschie- 
dene Werthe  annehmen  soll,  möge  in  den  Formeln  des  Art.  7  für  die 
Function  ^  das  den  Bedingungen  des  erwähnten  Grenzfalles  genügende 
particuläre  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

_ö^  .  _ö>      8^ __ 
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gesetzt  werden.  Die  Veränderlichkeit  der  Grössen  J,  ti  werde  auf  den 
Bereich  T ,  die  Veränderlichkeit  des  Parameters  «  auf  solche  Werthe 
beschränkt,  deren  absoluter  Betrag  eine  gewisse  von  Null  verschiedene 
positive  Grösse  s'  nicht  überschreitet. 

Für  jeden  hinreichend  kleinen  Werth  der  Grösse  e'  stellen  unter 
den  angegebenen  Voraussetzungen  die  Gleichungen 

wenn  x\  y',  s^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  bedeuten, 
eine  Schaar  von  Minimalflächenstücken  dar,  welche  so  beschaflten  ist, 
dass  für  je  zwei  unendlich  benachbarte  Minimalflächenstücke  dieser 
Schaar  die  im  Art.  1  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 

Die  Gesammtheit  derjenigen  Tangentialebenen  des  Minimalflächen- 
stückes  M,  deren  Berührungspunkte  der  Randlinie  dieses  Flächen- 
stückes angehören,  umhüllt  allgemein  zu  reden  eine  gewisse  ab- 
wickelbare geradlinige  Fläche,  welche  mit  $  bezeichnet  werden 
möge.  Die  erzeugenden  Geraden  dieser  Fläche  fallen  mit  den  den 
Tangenten  der  Randlinie  des  Flächenstückes  M  im  Dupin sehen  Sinne 
conjugirten  Tangenten  dieses  Flächenstückes  zusammen.  Für 
jeden  Punkt  der  Randlinie  ist  die  letztere  Tangente,  mithin  auch  die 
durch  diesen  Punkt  hindurchgehende  geradlinige  Erzeugende  der 
Fläche  $,  der  Strecke  mit  den  Coordinaten  Sx\  dy,  Sa  parallel. 

In  Folge  der  Gleichungen 

Xdx  +  Ydy+Zäa  =  0,  Xddx  +  Yddy+Zddjs  =^0,  XSx  +  YSy+Zds  =  0, 

von  denen  die  beiden  ersten  für  alle  Stellen  (|,i?)  des  Bereiches  T 
erfüllt  sind,  während  die  dritte  nur  längs  der  Begrenzung  desselben 
Geltung  hat,  ist  die  abwickelbare  Fläche  ^  eine  einhüllende 
Fläche  der  betrachteten  Schaar  von  Minimalflächen. 

Die  Gesammtheit  aller  Punkte  der  Fläche  $,  welche  den  dem 
Intervalle  —s  ^s^e'  angehörenden  Werthen  des  Parameters  a  ent- 
sprechen, bildet  allgemein  zu  reden  eine  endliche  Anzahl  gürtelför- 
miger Flächenstreifen  F,  von  welchen  jeder  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  Stücken  analytischer  Flächen  besteht. 

Die  Gesammtheit  der  Flächenstreifen  F  und  die  den  Werthen 
«  =  —«',  a  =  f'  entsprechenden  Minimalflächenstücke  der  betrach- 
teten Schaar  bilden  zusammengenommen  die  vollständige  Begrenzung 
eines  ganz  im  Endlichen  liegenden  Theiles  des  Raumes,  welcher  mit 
R  bezeichnet  werden  möge. 
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In  Folge  der  Gleichung  (5.)  des  Art.  2  gilt  folgender  Satz:  Jedes 
zasammenhängende ,  aus  einer  endliehen  Anzahl  von  Stücken  analyti- 
scher Flächen  gebildete  Flächenstück  F,  dessen  vollständige  Begren- 
zung mit  der  Begrenzung  des  Minimalflächenstückes  M  zusammenfallt, 
und  dessen  innere  Funkte  sämmtlich  dem  Innern  des  Raumes  R 
angehören,  hat  grösseren  Flächeninhalt,  als  das  Minimalflächen- 
stück  M. 

Die  Geltung  des  vorstehenden  Satzes  erstreckt  sich  nicht  ohne 
Weiteres  auch  auf  solche  Flächenstücke,  welche  zwar  aus  dem  Räume 
R  nicht  heraustreten,  jedoch  mit  den  der  Begrenzung  desselben  ange- 
hörenden Theilen  der  Fläche  ^  Flächenstreifen  von  endlicher  Aus- 
dehnung gemeinsam  haben. 

Es  kann  nämlich  der  Fall  eintreten,  dass  für  ein  den  Bedingungen 
des  Grenzfalles  genügendes  Minimalflächenstück  M   der  reelle   Theil 

der  complexen  Grösse  -crrT  (  "T^  )  längs    der  ganzen  Begrenzung  des 

Bereiches  T  dasselbe  Vorzeichen  besitzt.  Wenn  diese  Bedingung  er- 
füllt  ist,  so  liegen  alle  Theile  der  Fläche  $,  aus  denen  die  Flächen- 
streifen r  bestehen,  auf  derselben  Seite  des  Minimalflächenstückes 
M,  und  es  gibt  unendlich  viele  aus  dem  Räume  R  nicht  heraustretende, 
im  TJebrigen  den  gestellten  Bedingungen  genügende  Flächenstücke  F  , 
deren  Flächeninhalt  mit  dem  Flächeninhalte  des  Minimalflächenstückes 

M  der  Grösse  nach  übereinstimmt. 

Jedes  dieser  Flächenstücke  F*  besteht  aus  einem  Minimalflächen- 

stücke  M  der  betrachteten  Schaar  und  einer  endlichen  Anzahl  gürtel- 
förmiger Flächenstreifen  F*,  welche  Theile  der  Begrenzungsfläche  des 
Raumes  R  sind,  und  durch  welche  die  Begrenzungslinie  des  Minimal- 
flächenstückes M  mit  der  Begrenzungslinie  des  Minimalflächenstückes 
M  in  Verbindung  gebracht  wird.  Hierbei  hat  der  zu  dem  Minimal- 
flächenstücke  M*  gehörende  Werth  e*  des  Parameters  s  dasselbe  Vor- 
zeichen, wie  der  reelle  Theil  der  complexen  Grösse  cFmv'X")  längs 
der  Begrenzung  des  Bereiches  T. 

Da  die  mittlere  Krünmiung  der  die  Flächenstreifen  F*  bildenden 
Flächenstücke  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  so  ist  es 
möglich,  durch  solche  Variationen  dieser  Flächenstücke,  welche  die 
Begrenzung  derselben  unverändert  lassen,  den  Flächeninhalt  der- 
selben zu  verkleinern.  In  dem  betrachteten  Falle  gibt  es  also 
unendlich,  viele ,  zusammenhängende,  dem  Minimalflächenstücke  M  un- 
endlich benachbarte,  von  derselben  Randlinie  begrenzte  Flächenstücke, 
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welche  kleineren  Flächeninhalt  besitzen  als  das  Minimalflächen- 
stück  M. 

Die  beste  Veranschaulichung  der  vorstehenden  Betrachtungen  ge- 
währt der  von  Herrn  Lindelöf  in  seinem  Lehrbuche  der  Variations- 
rechnung*) behandelte  und  durch  Figuren  erläuterte  specielle  Fall 
eines  von  zwei  Parallelkreisen  begrenzten  zweifach  zusanmienhängenden 
Theiles  eines  Catenoids. 

Dieser  mit  den  Hiilfsmitteln  der  Variationsrechnung  zuerst  von 
Herrn  Lindelöf  untersuchte  classische  specielle  Fall  entspricht, 
wenn  mit  ü  eine  reelle  Constante  bezeichnet  wird,  den  Annahmen 

5(«)  =  ^,      G(s)  =  s{logs  +  C). 

Der  Bereich  T  ist  in  diesem  Falle  ein  zweifach  zusammenhän- 
gendes von  zwei  concentrischen  Kreisen  begrenztes  Ringgebiet;  die 
Fläche  4>  wird  von  den  Mantelflächen  zweier  Rotationskegel  gebildet, 
deren  Mittelpunkte  und  deren  Axen  zusammenfallen. 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  für  passend  gewählte  Theile  solcher 
Minimalflächen,  welche  von  einer  Schaar  von  Kegelflächen  zweiten 
Grades  eingehüllt  werden  **) ,  eine  analoge  Untersuchung  durchzu- 
führen. An  die  Stelle  der  beiden  Rotationskegel  treten  hierbei  zwei 
Kegel  zweiten  Grades,  welche  eine  gemeinschaftliche  Hauptebene 
besitzen  und  von  denselben  beiden  Schaaren  paralleler  Ebenen  in 
Kreisen  geschnitten  werden. 

24. 

Den  Bedingungen  des  Grenzfalles  entsprechende  Mini- 
malflächenstücke,    für   welche   die  Eigenschaft  des  Mi- 
nimums uneingeschränkt  bestehen  bleibt. 

Einem  Minimalflächenstücke  M ,  welches  der  im  Art.  8  unter  H. 
angegebenen  Bedingung  genügt,  kann  dessenungeachtet  die  Eigenschaft 
zukommen,  kleineren  Flächeninhalt  zu  besitzen,  als  alle  anderen 
Flächenstücke,  deren  vollständige  Begrenzung  mit  der  Begrenzung 
dieses  Minimalflächenstückes  übereinstimmt. 


♦)  Le^ons  de  calcul  des  variations,  par  L.  Lindelöf,  Paris  1861,  p.  204— 2U. 
Verg].  auch  die  Abhandlung:   Sur   les  limites  entre  lesquelies  le  catänoide  est  une 
surface  minima.    Par  L.  L  i  n  d  e  1  ö  f.    Acta  societatis  scientiarum  Fennicae,  tomus  IX., 
Helsingfors  1871.    (Mathematische  Annalen,  Band  II,  Seite  160.) 
**)  Siehe  S.  190-204  dieses  Bandes. 
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Es  wird  hierbei  als  selbstverständlich  betrachtet,  was  übrigens 
auch  bisher  stillschweigend  als  selbstverständlich  betrachtet  worden 
ist,  dass  mit  dem  Minimalflächenstücke  M  nur  solche  Flächenstücke 
verglichen  werden,  welche  ohne  Aufhebung  des  Zusammenhanges  ihrer 
Theile  und  bei  ungeändert  gelassener  Begrenzung  durch  continuirliche 
Variationen  in  das  Minimalflächenstück  M  übergeführt  werden  können. 

Beispiele  solcher  Minimalflächenstücke,  welchen  in  dem  angege- 
benen Sinne  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  zukommt,  ergeben  sich, 
wenn  unter  der  Voraussetzung,  dass  A  eine  positive  constante  Grösse 
bezeichnet,  welche  kleiner  als  1  ist. 


3f(')  ^  277'     ^("^  =  5(^-.-^) 


gesetzt  wird.*) 

Durch  diese  Angaben  wird  für  jeden  Werth  der  Constante  k  ein 
einfach  zusammenhängendes  Flächenstück,  ein  von  zwei  geraden 
Strecken  und  von  zwei  Schraubenlinien  begrenzter  Theil  einer 
Schranbenfläche  der  Gestalt  nach  bestimmt,  für  welchen  bei  un- 
verändert gelassener  Begrenzung  die  zweite  Variation  des  Flächen- 
inhalts zwar  den  Werth  Null,  aber  nicht  negative  Werthe  an- 
nehmen kann. 

Jeder  der  vier  Theile,  aus  denen  die  Begrenzung  eines  solchen 
Minimalflächenstückes  besteht,  ist  eine  Asymptotenlinie  desselben.  Die 
Fläche  4>  besteht  aus  zwei  singulären  Geraden  und  zwei  abwickelbaren 
Schraubenflächen,  deren  Rückkehrkanten  die  der  Begrenzung  des  Mi- 
nimalflächenstückes angehörenden  Schraubenlinien  sind. 


Die  vorstehende  Abhandhing  hat  während  eines  Ferienaufenthaltes 
des  Verfassers  in  dem  gastlichen  Finnland  die  Form  erhalten,  in 
welcher  dieselbe  vorliegt. 

Der  finnländischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  spreche  ich 
für  die  Auszeichnung,  welche  sie  dieser  Arbeit  durch  Aufnahme  der- 
selben in  ihre  Acta  hat  zu  Theil  werden  lassen,  den  gebührenden 
Dank  aus. 


*)  Siehe  S.  161  and  162  dieses  Bandes. 
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Flächenstücke,  welche  kleineren  Flächen- 
inhalt besitzen,  als  alle  benachbarten,  von 
denselben  Randlinien  begrenzten  Flächenstücke. 


Der  Etaiglichen  Gesellsdiaft  der  WieseiiBcliaften  zu  OOttinpen  Torgelegt  am  2.  Juli   I8S7. 
Abhandlungen  der  Königl.  Oee.  d.  Wies,  ku  Oöttingen,  Band  84. 

Die  im  Jahre  1761  von  Lag  ränge  gestellte  Aufgabe,  unter  allen 
von  derselben  Randlinie  begrenzten  Flächen  diejenige  zu  bestimmen, 
welche  den  kleinsten  Flächeninhalt  besitzt,  hat  zu  einer  grossen  Zahl 
von  Untersuchungen  Veranlassung  gegeben. 

Den  ersten  Schritt  zur  Lösung  der  genannten  Aufgabe  hat  La- 
grange selbst  gethan,  indem  er  mit  Hülfe  der  von  ihm  begründeten 
Variationsrechnung  feststellte,  dass  die  gesuchte  Fläche  einer  be- 
stimmten partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen  muss. 

Wie  Meusnier  bemerkte,  ist  diese  Differentialgleichung  analy- 
tischer Ausdruck  der  Bedingung,  dass  die  mittlere  Krümmung 
der  zu  bestimmenden  Fläche  in  jedem  Punkte  derselben  den  Werth 
NuU  haben  muss. 

Dem  Sprachgebrauche,  mit  dem  Worte'  Mini  mal  fläche  eine 
krumme  Fläche  zu  bezeichnen,  deren  mittlere  Krümmung  in  jedem 
ihrer  Punkte  gleich  Null  ist,  schliesse  ich  mich  an. 

Das  von  Lagrange  gefundene  Resultat  hat  viele  Jahre  später 
durch  die  Abhandlung  „Principia  generalia  theoriae  figurae  fluidorum 
in  statu  aequilibrii" ,  welche  Gauss  im  Jahre  1829  der  hiesigen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  vorgelegt  hat,  eine  wesentliche  Vervoll- 
ständigung erfahren.  In  dieser  Abhandlung  hat  Gauss  zum  ersten 
Male  Variationen  von  Doppelintegralen,   bei  denen  auch  die  Grenzen 
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als  veränderlich  angesehen  werden,  in  Betracht  gezogen,  hierdurch  für 
die  Untersuchungen  über  Minimalfiächen  ein  höchst  wichtiges,  unent- 
behrliches Hülfsmittel  geschaffen  und  alle,  die  Flächen  kleinsten 
Flächeninhalts  betreffenden  Fragen,  deren  Beantwortung  nur  die  Unter- 
suchung der  ersten  Variation  des  Flächeninhalts  erfordert,  voll- 
ständig erledigt. 

Mit  der  allgemeiaen  Integration  der  von  Lagrange  aufgestellten 
partiellen  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  sowie  mit  der  Auf- 
findung allgemeiner  Eigenschaften  dieser  Flächen  haben  sich  viele 
Mathematiker  beschäftigt;  in  Frankreich  und  Belgien  Monge,  Le- 
gendre,  Ch.  Dupin,  M.  Roberts,  0.  Bonnet,  E.  Lamarle,  in 
Italien  Brioschi,  Beltrami,  Dini,  in  Schweden  und  Norwegen 
E.  G.  Björling,  S.  Lie,  in  Deutschland  Minding,  Weingarten, 
Weierstrass,  Riemann. 

Die  beiden  letztgenannten  Mathematiker  haben  auch  die  Aufgabe 
behandelt,  ein  Minimalflächenstück  zu  bestimmen,  dessen  Begrenzung 
von  einer  vorgeschriebenen,  aus  geradlinigen  Strecken  bestehenden 
Randlinie  gebildet  wird.  Für  eine  Reihe  specieller  Fälle  habe  ich 
diese  Aufgabe  vollständig  durchgeführt,  auch  einige  Falle  behandelt, 
in  welchen  die  Begrenzung  des  zu  bestimmenden  Minimalflächenstückes 
nur  zum  Theü  von  gegebenen  geradlinigen  Strecken,  zum  andern 
Theile  aber  von  Curvenstrecken  gebildet  wird,  welche  der  Bedingung 
unterworfen  werden,  in  gegebenen  Ebenen  zu  liegen. 

Von  den  Schriftstellern,  welche  ausser  den  Grenannten  zur  Auf- 
findung specieller  Minimalflächen  und  zur  genaueren  Kenntniss  der 
Eigenschafken  derselben  beigetragen  haben,  erwähneich  hierScherk, 
Catalan,  Enneper,  L.  Kiepert,  L.  Henneberg,  A.  Herzog, 
C.  Schilling,  E.  R.  Neovius. 

In  Folge  eines  von  Graass  ausgegangenen  Vorschlages  wurde 
von  der  philosophischen  Facultät  der  hiesigen  Universität  für  das 
Jahr  1831  eine  die  Rotationsfläche  kleinsten  Flächeninhalts  betreffende 
Preisaufgabe  gestellt,  für  deren  Bearbeitung  Goldschmidt  den 
ausgesetzten  Preis  erhielt.  In  der  gekrönten  Preisschrift  wird  die 
durch  Rotation  einer  Kettenlinie  um  ihre  Directrix  als  Axe  ent- 
stehende Minimalfläche,  welche  nach  einem  von  Plateau  ausgegan- 
genen Vorschlage  den  Namen  Catenoid  erhalten  hat,  genauer  unter- 
sucht. Insbesondere  wird  die  Frage  erledigt,  welche  Bedingung  er- 
füllt sein  muss,'  damit  es  möglich  sei,  durch  zwei  Parallelkreise  einer 
Rotationsfläche  zwei  von  einander  verschiedene  Catenoide  zu  legen, 
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unter  welchen  Bedingungen  durch  beide  Kreise  nur  ein  Catenoid, 
oder  überhaupt  kein  Catenoid  gelegt  werden  kann.  Auf  diejenigen 
Fragen,  deren  Erörterung  mit  der  Untersuchung  des  Vorzeichens  der 
Werthe  zusammenhängt,  welche  die  zweite  Variation  des  Flächen- 
inhalts einer  von  zwei  Parallelkreisen  begrenzten  Zone  eines  Catenoids 
annehmen  kann,  geht  Groldschmidt  nicht  ein. 

Durch  die  Untersuchungen,  auf  welche  im  Vorstehenden  hinge- 
wiesen wurde,  hat  indessen  die  Frage  nach  der  kleinsten  Fläche 
—  die  Frage  nämlich,  ob  den  gefundenen  Flächen  wirklich  die  Eigen- 
schaft zukommt,  dass  geeignet  ausgewählte  Stücke  derselben  den 
kleinsten  Flächeninhalt  haben,  sei  es  unter  allen  von  derselben  Rand- 
linie begrenzten  Flächenstücken  überhaupt,  sei  es  unter  allen  von  der- 
selben Randlinie  begrenzten  Flächenstücken,  welche  dem  zu  betrach- 
tenden Flächenstücke  unendlich  nahe  liegen  —  eine  erschöpfende 
Beantwortung  nicht  gefunden. 

Der  Grund  hiervon  liegt  in  dem  Umstände ,  dass  bei  jeder  Auf- 
gabe der  Variationsrechnung  das  Verschwinden  der  ersten  Variation 
des  betrachteten  Integrals  zwar  ein  nothwendiges  Erfordemiss 
ist,  wenn  der  Werth  dieses  Integrals  unter  den  vorgeschriebenen 
Grrenzbedingungen  ein  Minimum  oder  Maximum  sein  soll,  dass  aber 
ausserdem  noch  andere  Bedingungen  erfüllt  werden  müssen,  welche 
bei  den  besprochenen  Untersuchungen  über  Minimalflächen  unberück- 
sichtigt geblieben  sind. 

Den  ersten  Versuch,  die  hiemach  in  der  Theorie  der  Flächen 
kleinsten  Flächeninhalts  noch  vorhandene  Lücke  auszufüllen,  hat 
meines  Wissens  Ted^nat  im  Jahre  1816  gemacht,  indem  derselbe 
eine  Untersuchung  über  das  Vorzeichen  der  zweiten  Variation  des 
Flächeninhalts  eines  Minimalflächenstückes  anstellte,  bei  welcher  ihm 
eine  die  Brachistochrone  betreffende  von  Lagrange  herrührende 
Untersuchung  zum  Vorbilde  diente.  Die  Anwendung  der  von  T6- 
d^nat  aufgestellten  Formel  ist  aber  auf  solche  Minimalflächenstücke 
beschränkt,  für  welche  eine  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  dieses  Flächenstückes  eine  eindeutige  Function  der 
beiden  andern  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben  Punktes  ist. 

Später  hat  C leb  seh  allgemein  die  zweite  Variation  eines  viel- 
fachen Integrals  in  einer  für  die  Beurtheilung  ihres  Vorzeichens  ge- 
eigneten Form  dargestellt,  ohne  jedoch  die  Ergebnisse  seiner  Unter- 
suchung auf  specielle  Aufgaben  anzuwenden.  (Journal  für  Mathematik, 
Band  56.) 
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Einen  ferneren  Beitrag  zur  Untersuchung  des  Vorzeichens  der 
zweiten  Variation  des  Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken  lieferte 
Steiner  in  einer  im  Jahre  1840  der  Berliner  Akademie  der  Wissen- 
schaften gemachten  Mittheilung,  in  welcher  derselbe  aus  seinen  allge- 
meinen Untersuchungen  über  äquidistante  Flächenstücke  die  Folgerung 
zog,  dass  unter  allen  zu  einem  Minimalflächenstücke  äquidistanten 
Flächenstücken  das  Minimalflächenstück  selbst  nicht  den  kleinsten, 
sondern  den  grössten  Flächeninhalt  besitze. 

Von  der  Beschäftigung  Steiners  mit  den  Flächen  kleinsten 
Flächeninhalts  gibt  auch  der  in  der  Abhandlung  ^Ueber  das  Maximum 
und  Minimum  bei  den  Figuren  in  der  Ebene,  auf  der  Kugelfläche  und 
im  BAume  überhaupt^  im  Jahre  1842  veröfiPentlichte  Satz  Zeugniss, 
dass  im  Allgemeinen  zwischen  gegebenen  Grrenzen  nur  eine  einzige 
Fläche  möglich  sei,  welche  ein  Minimum  von  Flächeninhalt  besitzt. 
(Gresammelte  Werke,  Band  2,  Seite  298.) 

Dieser  Satz  kann  zwar  in  der  Allgemeinheit,  mit  welcher  Steiner 
denselben  ausgesprochen  hat,  nicht  aufrecht  erhalten  werden;  denn  es 
lassen  sich  Fälle  in  beliebig  grosser  Zahl  angeben,  in  welchen  durch 
dieselbe  3egrenzüngslinie  mehr  als  ein  Minimalflächenstück  voll- 
ständig begrenzt  wird,  welches  in  seinem  Innern  von  singulären  Stellen 
frei  ist  und  im  Widerspruch  mit  dem  von  Steiner  ausgesprochenen 
Satze  unter  allen  ihm  hinreichend  nahe  liegenden  und  von  derselben 
Eandünie  begrenzten  Flächenstücken  wirklich  den  kleinsten  Flächen- 
inhalt besitzt.  Wenn  aber  zu  dem  Wortlaute  des  von  Steiner  aus- 
gesprochenen Satzes  ausdrücklich  die  Einschränkung  hinzugefugt  wird, 
dass  bei  der  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Systemes  von  recht- 
winkligen Coordinaten  eine  der  drei  Coordinaten  aller  Funkte  jedes 
der  zu  betrachtenden  Flächenstücke  eine  eindeutige  Function  der 
beiden  andern  Coordinaten  derselben  Punkte  ist,  so  bleibt  sowohl  die 
Behauptung  Steiners,  als  auch  der  von  Steiner  angegebene  Be- 
weis derselben  unverändert  bestehen. 

Eine  wesentliche  Förderung  erfuhr  die  Frage  nach  der  kleinsten 
in  vorgeschriebener  Weise  begrenzten  Fläche  durch  Herrn  Lindelöf. 
Derselbe  hat  in  seinem  im  Jahre  1861  erschienenen  Lehrbuche  der 
Variationsrechnung  im  Anschlüsse  an  eine  Untersuchung  über  die 
zweite  Variation  des  Flächeninhalts  von  Zonen  des  Catenoids,  welche 
durch  Parallelkreise  begrenzt  werden,  einige  das  Catenoid  betreffende 
specielle  Lehrsätze  veröffentlicht,  welche  über  die  in  Rede  stehende 
Frage  viel  Licht  verbreiten  und  mir  bei  meinen  eigenen  Arbeiten  über 

Schwärt,  0«M]Bmelto  Abhuidliiiigtn.  I.  18 
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Minimetlflächen  von  grösstem  Nutzen  gewesen  sind.  Die  Lehrsätze, 
zu  denen  Herr  Lindelöf  gelangte,  ergaben  einerseits  eine  vollstän- 
dige theoretische  Erklärung  für  einige  Versuche,  welche  Plateau 
kurze  Zeit  vorher  über  die  Grenze  der  Stabilität  flüssiger  Lamellen 
von  specieller  Gestalt  angestellt  hatte,  und  enthielten  andererseits  den 
an  speciellen  Beispielen  geführten  Nachweis,  dass  es  Fälle  gibt,  in 
welchen  ein  Stück  einer  Minimalfläche  nicht  kleineren  Flächeninhalt 
besitzt,  als  alle  ihm  hinreichend  nahe  liegenden  Flächenstücke,  welche 
von  derselben  Randlinie  begrenzt  werden.  Durch  die  von  Herrn 
Lindelöf  angestellte  Untersuchung  war  somit,  obgleich  dieselbe  sich 
nur  auf  eine  specielle  Fläche  bezieht,  thatsächlich  bewiesen,  dass  das 
Verschwinden  der  ersten  Variation  des  Flächeninhalts  eines  Flächen- 
stückes nicht  ausreicht,  um  den  Schluss  zu  gestatten,  dieses  Flächen- 
stück besitze  unter  allen  ihm  hinreichend  nahe  kommenden,  von  der- 
selben Randlinie  begrenzten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächeninhalt, 
dass  vielmehr  das  Eintreten  des  MiTiimnma  noch  von  dem  Erfülltsein 
anderer  Bedingungen  abhängig  sein  müsse. 

Die  analoge  Frage  bezüglich  der  kürzesten  Linien  auf  krummen 
Flächen  hatte  Jacob i  durch  die  Betrachtung  unendlich  benachbarter 
geodätischer  Linien  und  der  Schnittpunkte  derselben  mit  einander  zur 
Entscheidung  gebracht.  Es  war  daher  zu  erwarten,  dass  die  Ent- 
scheidung der  gestellten  Frage  für  ein  bestimmtes  Minimalflächenstück 
durch  die  Betrachtung  eines  geeignet  auszuwählenden  Minimalflächen- 
stückes  würde  gewonnen  werden  können,  welches  dem  zu  unter- 
suchenden unendlich  benachbart  ist.  Diesen  Gedanken  hatte  bereits 
Clebsch  in  allgemeinerer  Fassung  in  einer  im  Jahre  1858  veröffent- 
lichten Abhandlung  „Ueber  die  Reduction  der  zweiten  Variation  auf 
ihre  einfachste  Form^  (Journal  für  Mathematik,  Band  65,  Seite  273) 
ausgesprochen. 

Li  einer  Abhandlung  „Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Va- 
riation des  Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken  im  Allgemeinen 
und  von  Theilen  der  Schraubenfläche  im  Besonderen^*),  habe  ich 
versucht,  die  Frage,  innerhalb  welcher  Grenzen  einem  Stücke  einer 
gegebenen  Minimalfläche  die  Eigenschaft  des  Minimums  des  Flächen- 
inhalts wirklich  zukomme,  auf  Grund  einer  Untersuchung  der  zweiten 
Variation  des  Flächeninhalts  eines  Minimalflächenstückes,  dessen  Rand- 
linie bei  der  Variation  als  unveränderlich  betrachtet  wird,   zu  beant- 


*)  Siehe  S.  151—167  dieses  Bandes. 
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Worten.  Die  Ergebnisse,  zu  welchen  die  in  dieser  Abhandlung  mit- 
getheüte  Untersuchung  geführt  hat,  sind  richtig;  aber  der  Beweis  der 
Richtigkeit,  insbesondere  der  Nachweis,  dass  durch  die  in  dieser  Ab- 
handlung angegebenen  Kriterien  die  Entscheidung  darüber,  ob  für  ein 
bestimmtes  Minimalflächenstück  bei  unverändert  gelassener  Randlinie 
ein  Minimum  des  Flächeninhalts  eintrete,  oder  nicht,  in  allen  Fällen 
getroffen  werden  könne,  in  welchen  zu  dieser  Entscheidung  schliess- 
lich die  Betrachtung  der  zweiten  Variation  des  Flächeninhalts  aus- 
reicht, bedurfte  einer  ziemüch  umfangreichen  Umarbeitung. 

Ein  TheU  der  der  Variationsrechnung  eigenthümlichen  Beweis- 
methoden hat  nämlich,  soweit  diese  Beweismethoden  bis  vor  etwa  zehn 
Jahren  Gemeingut  der  Mathematiker  waren,  durch  eine  von  Herrn 
Weierstrass  herrührende  principielle  Einwendung  ihre  vermeint- 
liche Beweiskraft  eingebüsst,  so  dass  es  sich  als  unumgänglich  noth- 
wendig  herausgestellt  hat,  nach  Aufstellung  eines  vollständigen  Sy- 
stemes  von  Bedingungen,  deren  Erfülltsein  für  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  nothwendig  ist  und  hinreicht,  einige  Haupt- 
lehrsätze der  Variationsrechnung  in  neuer,  einwurfsfreier  Weise  zu 
begründen. 

Dass  und  wie  dies  geschehen  könne,  hat  Herr  Weierstrass 
für  eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben  der  Variationsrechnung  in  seinen 
Vorlesungen  auseinandergesetzt  und  dadurch  einen  Weg  gezeigt,  auf 
welchem  man,  wie  zu  hoffen  ist,  dahin  gelangen  wird,  für  alle  Pro- 
bleme der  Variationsrechnung  die  bisher  gebräuchlichen  nicht  voll- 
kommen befriedigenden  Methoden  durch  andere,  einworfsfreie  zu  er- 
setzen. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  sich  der  Erfüllung  derselben  Forde- 
rung für  die  hier  in  Betracht  kommende  Frage  der  Flächen  kleinsten 
Flächeninhalts  entgegenstellten,  schienen  über  Erwarten  gross  zu  sein. 
Ueberdies  handelte  es  sich  darum,  einige  allgemeine  Lehrsätze  über 
particuläre  Integrale  einer  gewissen  Art  von  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  von  der  früher  nur  ganz 
specielle  Fälle  eingehend  untersucht  worden  waren,  aufzustellen  und 
zu  beweisen. 

In  einer  Abhandlung  ;,  Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächen- 
inhalts betreffendes  Problem  der  Variationsrechnung^  *),  habe  ich  die- 
jenigen Untersuchungen  zusammengestellt,  welche  schliesslich  zur 
Ueberwindung  dieser  Schwierigkeiten  geführt  haben. 


*)  Siehe  S.  223—269  dieses  Bandes. 
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Ein  Hauptergebniss  dieser  Untersuchongen  besteht  darin,  dass  die 
Entscheidung  über  die  Frage,  ob  ein  bestimmtes  Minimalflächenstück 
kleineren  Flächeninhalt  besitzt,  als  alle  demselben  benachbarten,  von 
derselben  RandUnie  begrenzten  Flächenstücke,  oder  nicht,  —  wenn  von 
einem  Grrenzfalle ,  dessen  Eintreten  eine  besondere  XJntersuchmig  er- 
fordert, abgesehen  wird,  —  stets  von  einem  passend  zu  wählenden 
particulären  Integrale  einer  bestimmten  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  abhängig  gemacht  wird. 

Für  die  Auffindung  eines  solchen  particulären  Integrals  läast 
sich  eine  allgemeine  Regel  nicht  wohl  aufstellen;  dagegen  lassen  sicli 
specielle  particuläre  Integrale  dieser  Differentialgleichung  in  beliebig 
grosser  Zahl  angeben,  mit  deren  Hülfe  die  Entscheidung  in  unendlich 
vielen  specieUen  Fällen  durchgeführt  werden  kann. 


Die  nachfolgende  Abhandlung  hat  zum  Gegenstande  die  Unter- 
suchung specieller  zweifach  zusammenhängender  Minimalflächenstücke 
M  ,  deren  Begrenzung  gebildet  wird  von  zwei  Tegelmässigen  Poly- 
gonen mit  je  einem  Umlauf,  mit  gleich  langen  geradlinigen  Seiten 
und  gleich  grosser  Seitenzahl.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  diese  Poly- 
gone in  parallelen  Ebenen  liegen  und  zu  einander  eine  solche  Lage 
haben,  dass  die  geradlinigen  Strecken,  welche  entsprechende  Ecken 
beider  Polygone  verbinden,  auf  den  Ebenen  derselben  senkrecht  stehen. 

Die  Seitenzahl   dieser  Polygone   werde  mit  n,   die  Grrösse  —  werde 

mit  a,  die  Länge  des  Radius  des  einbeschriebenen  E^reises  mit  X,  die 
Hälfte  des  Abstandes  der  Ebenen  beider  Polygone  werde  mit  E  be- 
zeichnet. Die  zu  untersuchenden  Minimalflächenstücke  werden  in  ihrem 
Innern  als  von  singulären  Stellen  frei  vorausgesetzt.  Femer  wird 
von  der  Voraussetzung  ausgegangen,  dass  die  »-I-1  Symmetrieebenen 
der  Begrenzung  der  Minimalflächenstücke  M*  zugleich  Symmetrie- 
ebenen  dieser  Minimalflächenstücke  selbst  sind. 

Nächst  der  analytischen  Bestimmung  der  Minimalflächenstücke  M* 
und  der  Untersuchung  der  Gestalt  derselben  bestehen  die  Aufgaben 
der  nachfolgenden  Untersuchung  in   der  Ermittelung  des  Intervalles, 

auf  welches  die  Veränderlichkeit  des  Verhältnisses  -jr-  beschränkt  ist, 

in  der  Beantwortung  der  Frage,  wie  viele  von  einander  verschiedene 
Minimalflächenstücke  M  bei  gegebenen  Werthen  der  drei  Grössen 
n,  L  und  H  existiren,  endlich  in  der  Ermittelung  derjenigen  Minimal- 
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flächenstiicke  M*,  welche  unter  allen  benachbarten  von  denselben 
RandUnien  begrenzten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächeninhalt  be- 
sitzen. 

Eine  vollständige  Lösnng  der  vorstehenden  Aufgaben  ist  meines 
Wissens  bisher  noch  für  keinen  endlichen  Werth  der  Zahl  n  gegeben 
worden.  Für  den  Grenzfall  n  =s  oo  ergibt  sich  der  von  Grold- 
schmidt  und  von  Herrn  Lindelöf  untersuchte  Fall. 

Untersuchungen,  welche  sich  auf  einen  Th eil  der  gestellten  Auf- 
gaben beziehen ,  sind  für  die  Fälle  n  ==  3  und  n  =  4  in  dem  Nach- 
trage zu  der  Schrift  des  Verfassers  „Bestimmung  einer  speciellen 
Minimalfläche ^*)  enthalten.  Eines  der  Hauptergebnisse  dieser  Unter- 
suchung besteht  darin,  dass  die  Gleichung  derjenigen  Minimalflächen, 
von  welchen  die  Flächenstücke  M*  Theile  sind,  für  die  Fälle  w  =  3 
und  n  =  4  rational  durch  elliptische  Functionen  der  Coordinaten  aus- 
gedruckt werden  können.  Die  wirkliche  Aufstellung  dieser  Gleichung 
ist  für  den  Fall  n  =  4  in  dem  Aufsatze  des  Verfassers  „Fortge- 
setzte Untersuchungen  über  specielle  Minimalflächen  ^  **)  enthalten. 

Ein  aus  dem  Nachlasse  Riemann's  herrührendes  Fragment  „Bei- 
spiele von  Flächen  kleinsten  Inhalts  bei  gegebener  Begrenzung^  (Ge- 
sammelte Werke,  Seite  417 — 426)  durch  dessen  Bearbeitung  der  Her- 
ausgeber der  Biiemannschen  Werke,  Herr  H.  Weber,  sich  An- 
spruch auf  den  Dank  der  Mathematiker  erworben  hat,  handelt  eben- 
falls von  zweifach  zusammenhängenden  Minimalflächenstücken,  welche 
bei  angemessener  Specialisirung  in  die  vorhin  charakterisirten  Minimal- 
flächenstücke  M*  übergehen.  Eine  am  Schlüsse  der  Bearbeitung  dieses 
Fragmentes  für  den  Fall  n  =  3  von  Herrn  H.Weber  ausgesprochene 
Vermuthung  findet  durch  eine  im  Nachfolgenden  mitzutheilende  all- 
gemeinere Untersuchung  ihre  Bestätigung. 

1. 
Analytische  Bestimmung  der  Minimalflächenstücke  M^- 

Diejenige  Ebene,  in  Bezug  auf  welche  jede  der  beiden  Randlinien 
eines  der  zu  betrachtenden  Minimalflächenstücke  M  zu  der  anderen 
Randlinie  desselben  symmetrische  Lage  hat,  werde  zur  Ebene  jer  =  0, 
die  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  beider  w-seitigen  Polygone  ent- 


*)  Siehe  S.  97—99,  105  und  106  dieses  Bandes. 
*)  Siehe  S.  126—148  dieses  Bandes. 
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hält,  werde  zur  isr-Axe  einea  Systems  rechtwinkliger  Punktcoordinaten 
gewählt,  auf  welches  das  betrachtete  Flächenstück  M*  bezogen  wird. 
Der  Coordinatenanfangspunkt  0  soll  Mittelpunkt  des  Flächen- 
stückes M*  genannt  werden,  obwohl  diese  Benennung  mit  der  gewöhn- 
lichen Bedeutung  des  Begriffes  eines  Mittelpunktes  nur  für  den  Fall, 
dass  die  Zahl  n  eine  grade  Zahl  ist,  übereinstimmt.  Die  Coordi- 
natenebenen  x  =  0  und  y  =  0  mögen  so  gewählt  werden,  dass  der 
Mittelpunkt  einer  Seite  eines  der  beiden  das  Flächenstück  M*  be- 
grenzenden Polygone  die  Coordinaten 

X  =  Lj        y  =  0,        e  =^  R 

erhält. 

Von  den  n+1  Symmetrieebenen  des  Flächenstückes  M*  ist  eine, 
nämlich  die  Ebene  £?  =  0,  ausgezeichnet;  sie  möge  Aequator  ebene 
des  Flächenstückes  M*  genannt  werden. 

Von  den  übrigen  n  Symmetrieebenen  des  Flächenstückes  M* 
werden  vorzugsweise  die  Ebenen 

y  =  0    und    a;sina— ycosa  =  0 

in  Betracht  gezogen. 

Die  Gesammtheit  derjenigen  Punkte  des  Flächenstückes  M*,  deren 
Coordinaten  den  Bedingungen 

genügen,  bildet  ein  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück,  welches 
zum  Unterschiede  von  M    mit  M  bezeichnet  werden  soll. 

Die  Begrenzung  des  Flächenstückes  M  wird  gebildet  von  der  ge- 
radlinigen Strecke 

X  ==  L,        0^y<itga,        e  =^  H 

und  von  drei  krummlinigen  Strecken.    Von  diesen  letzteren  liegt  je 
eine  in  einer  der  drei  Sjonmetrieebenen 

y  ==  0,        £r  s=  0,        icsina— ycosa  =  0. 

Jede  dieser  drei  krummlinigen  Strecken  ist  daher  ein  Theil  einer 
Ejümmungslinie  des  Flächenstückes  M*. 

Die  vier  Ecken  des  Flächenstückes  M  mögen  mit  ajb,c,d  be- 
zeichnet werden  und  zwar  bezeichne  a  den  Eckpunkt,  dessen  Coor- 
dinaten 

X  =  Lf         y  =  0,  ^  =  5 
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sind^  b  bezeichne  die  auf  der  positiven  Hälfte  der  x-Axq  des  Coordi- 
natensystems  liegende,  c  die  anf  der  Greraden 

arsina— ycosa  =  0,        z  =s  0 
liegende  Ecke;  d  bezeicline  den  Eckpunkt,  dessen  Coordinaten 

X  =s  L,        y  =  Ztga,        g  =  H 

sind.     (Fig.  66). 

Fig.  66. 


Die  Begrenzung  des  Minimalflächenstückes  M  wird  hiernach  ge- 
bildet von  einem  Stücke  ab  einer  in  der  Ebene  y  =  0  liegenden 
Krümmungslinie,  einem  Stücke  bc  einer  in  der  Aequatorebene  jg  =  0 
liegenden  Earümmungslinie,  einem  Stücke  cd  einer  in  der  Ebene 

a?  sin  a—y  cos«  =  0 

liegenden  Krümmungslinie  und  von  der  geradlinigen  Strecke  da.  Die 
letztere  ist,  wie  jede  Gerade  auf  jeder  krummen  Fläche,  ein  Stück 
einer  Asymptotenlinie  des  Flächenstückes  M.  Längs  der  Curven- 
strecke  ab  wird  die  Ebene  y  =  0,  längs  der  Curvenstrecke  bc  wird 
die  Ebene  ;?  =  0,  längs  der  Curvenstrecke  cd  wird  die  Ebene 

rcsina— ycosa  =  0 

von  dem  Minimalflächenstücke  M  rechtwinklig  getroffen. 

Die  Aufgabe,  das  Minimalflächenstück  aus  den  angegebenen  Eigen- 
schaften analytisch  zu  bestimmen,  ist  daher  ein  specieller  Fall  der 
allgemeineren  Aufgabe:  Gegeben  ist  eine  zusammenhängende  ge- 
schlossene Kette,  deren  Glieder  von  geradlinigen  Strecken,  oder  von 
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EbeneD,  oder  von  geradlinigen  Strecken  and  von  Ebenen  gebildet 
werden ;  gesncht  wird  ein  einfach  znsanunenbängendes,  in  seinem  Innern 
von  singnlären  Stellen  freies  Mtnimaltläcbenstück,  welches  von  den  ge- 
riidlinigen  und  von  den  ebenen  Grliedem  der  Kette  begrenzt  wird 
und  die  letzteren  rechtwinklig  trÜFt.*) 

In  dem  vorliegenden  Falle  besteht  die  erwähnte  Kette  ans  einer 
geradlinigen  Strecke  tind  drei  Ebenen.  Eine  besonders  einfache  Iiö> 
sang  der  gestellten  Anfgabe  ergibt  sich  durch  die  Betrachtang  zweier 
conformen  Abbildungen  des  MinimalflächeDatückea  M. 

Für  die  Begrenzung  des  Minimaläächenstückes  M*  ist  der  Punkt 
o  ein  sogenannter  Umkehrpnnkt  der  Normale,  da  die  geradlinige 
Strecke  da  im  Funkte  a  mit  der  Ebene  y  =  0  einen  rechten  Winkel 
einschliesst  und  die  Ebene  y  =s  0  eine  Symmetrieebene  des  Flächen- 
stückes  M*  ist. 

Vom  Punkte  a  gehen  ausser  der  die  Strecke  da  enthaltenden 
Geraden  noch  zwei  Asymptotenlinien  des  Flächenstöckes  M*  aus,  deren 
Tangenten  im  Punkte  a  mit  dieser  Geraden  und  mit  einander  Winkel 
von  60°  einschliessen.  Die  Funkte  b  und  c  sind  nichtsinguläre  Funkte 
des  Minimaläächenstückes  M*.  In  Folge  dessen  wird  bei  derjenigen 
conformen  Abbildung  des  Minimaläächenstückes  M  auf  eine  Ebene,  bei 
welcher  den  Krümmangslinien  und  den  Asymptotenlinien  des  Minimal- 
flächenstückes  gerade  Linien  entsprechen,  dem  Flächenstücke  M  die 
Fläche  eines  Faralleltrapezes  a'  b'  c'  d'  zugeordnet,  dessen  Winkel  a'  b'  c, 
b'  e'  d'  rechte  Winkel  sind.  Die  Seite  a'  b'  dieses  Paralleltrapezes  ist 
daher  der  Seite  ä'  c'  parallel ,  der  Winkel  c'  d'  a'  ist  gleich  der  Hälfte 
eines  rechten  Winkels  and   der  Winkel  d'  a'b'  beträgt  135'.  (Fig  66.) 

Ffg.  K. 


£b  erscheint  zweckmässig,  bei  der  folgenden  Untersuchung  die 
Bezeichnnngs weise  möglichst  beizubehalten,  welche  in  der  Abhandlung 
„Miscellen  aus  dem  Gebiete  der  Minimalflächen"  **)  erklärt  ist ,   nnd 

*)  Siehe  S.  130  dieses  Bnodes. 
*•)  Siehe  S.  168-189  dieses  Bundes. 
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von  der  ich  bei  früheren  Untersnehnngen  über  Minimalflächen  wieder- 
holt Gebranch  gemacht  habe.  Demzufolge  werde  die  complexe  Grxosse, 
welche  dnrch  einen  Punkt  in  der  Ebene  des  Paralleltrapezes  a'  6'  d  d ' 
geometrisch  dargestellt  wird,  mit  5  bezeichnet.  Der  Punkt  V  werde 
zum  Nullpunkte,  die  Richtung  der  Strecke  V  c'  zur  positiven  Richtung 
der  Axe  des  Reellen  in  der  5-Ebene  gewählt.  Das  Q-ebiet  aller  der- 
jenigen Werthe  der  complexen  Grösse  6,  welche  durch  die  dem  Innern 
und  der  Begrenzung  des  Paralleltrapezes  a'  V  c'  d'  angehörenden  Punkte 
geometrisch  dargestellt  werden,  werde  mit  2  bezeichnet.  Die  zu  der 
Grösse  6  conjugirte  complexe  Grösse  werde  mit  6^  bezeichnet.  Der 
Erümmungsradius  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Minimalflächen- 
stückes  M*,  dessen  Coordinaten  x^y ^e  sind ,  wird  mit  p,  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  positive  Richtung  der  Normale  des  Flächen- 
stückes  M*  in  diesem  Punkte  mit  den  positiven  Richtungen  der  Coor- 
dinatenaxen  einschliesst,  werden  mit  X,  F,  Z  bezeichnet ;  die  Grössen 
5,5,  und  die  Functionen  %{s\  5i(^i)  (siehe  die  Abhandlung  des  Herrn 
Weierstrass  ^Untersuchungen  über  die  Flächen,  in  denen  die 
mittlere  Krümmung  überall  gleich  Null  ist^  Monatsberichte  der  Ber- 
liner Akademie,  Jahrgang  1866,  Seite  618)  sind  durch  die  Gleichungen 

_  X  +  Yi  _   X-Yi 

^ i:^z~'      ^'  ~    i-z  ' 

8W  =  4(f)*.      S.(.,)-»(t)' 

erklärt.  Es  wird  festgesetzt,  dass  die  positive  Richtung  der  Normale 
des  Minimalflächenstückes  M*  im  Punkte  b  mit  der  positiven  Richtung 
der  ar-Axe  des  Coordinatensystems  übereinstimmen  soll.  Durch  diese 
Festsetzung  ist  die  positive  Richtung  der  Normale  für  alle  Punkte  des 
Minimalflächenstückes  M*  unzweideutig  bestimmt.  Dem  Punkte  h  ent- 
spricht der  Werth  5  r=  1,  dem  Punkte  c  der  Werth  8  =  e^j  dem 
Punkte  d  der  "Werth  5  =  0.  Dem  Punkte  a  entspricht  ein  zwischen 
0  und  1  liegender  Werth  der  Grösse  s,  welcher  mit  B  bezeichnet 
werden  möge. 

Die  Bogenzahl  des  Winkels,  welchen  die  positive  Richtung  der 
Normale  des  Minimalflächenstückes  M*  im  Punkte  a  mit  der  negativen 
Richtung  der  ^er-Axe  des  Coordinatensystems  einschliesst,  ist  hiemach 
gleich  2arctgü. 

Von  dem  Werthe  des  Parameters  R  hängt  die  Gestalt  der 
Flächenstücke  M*  hauptsächlich  ab.    XJm  daher  einen  Ueberblick  über 
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die  Greaammtheit  der  verschiedenen  6estalteQ  zu  gewinnen,  welche  die 
Minimalflächenstücke  M*  für  denselben  "Werth  der  ganzen  Zahl  n  an- 
nehmen können ,  ist  ea  erforderlich ,  dem  Parameter  Ji  alle  Werthe 
des  Intervalles  0  <:  B  <:  1  beizulegen. 

Für    da,3   in  Betracht    gezogene   Miuimalflächeustück   M   hat   die 
Grosse  B  einen  bestimmten  Werth. 

Den  Punkten  der  Curvenstrecke  ab  entsprechen  die  Werthe 

s  =  r,  B<r^l. 

Den  Punkten  der  Curvenstrecke  bc  entsprechen  die  Werthe 

s  ^  fi**,  0  <  9  <  a. 

Den  Punkten  der  Cnrvenatrecke  cd  entsprechen  die  Werthe 

s  =  r-e"',      1  >  »■  ä 0. 
Den  Punkten  der  Geraden  da  entsprechen  die  Werthe 

s  =  r,  0<r^Ji. 

Bei  der  durch  parallele  Kormalen  vermittelten  conformen  Abbil- 
dung des  Minimalflächenstiickes  M*  auf  dieHülfakugel  X'-|-P+^  ^  1 
entspricht  dem  Minimalflächenstücke  M  die  Fläche  eines  sphärischen 
Dreiecke,  dessen  Ecken  beziehlich  die  Coordinaten 
X        T       Z 
1,        0,        0, 
cos  a,    aiaa,    0 , 
0,        0,     -1 

haben.  Der  Fläche  dieses  sphärischen  Dreiecks  entspricht  in  der 
Ebene,  deren  Punkte  die  Werthe  der  complexen  Grösse  s  geometrisch 
darstellen,  die  Fläche  eines  Kreissectors 

welche  mit  S  bezeichnet  werden  möge.  (Fig.  67.)     Die   den  Ecken 

Fig.  57. 


w 
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ajbyCjd  des  Minimalflächenstückes  M  entsprechenden  Pnnkte  der 
«-Ebene  sind  in  dieser  Figur  beziehlich  mit  (a),  (6),  (c),  (d)  bezeiclinet. 
Die  conforme  Abbildung  der  Fläche  S  des  Kreissectors  in  der 
5-Ebene  auf  die  Fläche  1  des  Paralleltrapezes  o'  V  c'  d'  in  der  tf-Ebene 
wird  vermittelt  durch  die  Function 

und  zwar  ist  hierbei  der  Wurzelgrösse 

ihr  Hauptwerth,  der  Constanten  C  ein  positiver  Werth  beizulegen. 

In  Folge   der   zwischen  den  Grössen  6,8,  5(s)  bestehenden  Ab- 
hängigkeit ergibt  sich  für  die  Function  ^{s)  der  Ausdruck 


wobei  der  Wurzelgrösse  ihr  Hauptwerth  beizulegen  ist. 

Da  die  Grösse  C"  einen  reellen  Werth  hat,  so  besteht  für  alle 
dem  Intervalle  B<8<:b~^  angehörenden  Werthe  der  Grösse  s  die 
Gleichung  ^^(s)  =  5(s). 

Durch  Abänderung  der  Länge  der  Längeneinheit  für  das  recht- 
winklige Coordinatensystem,  auf  welches  das  Flächenstück  M*  bezogen 
wird,  kann  nun  bewirkt  werden,  dass  die  Constante  C  einen  beliebigen 
positiven  Werth  erhält.  Die  Freiheit,  über  den  Werth  dieser  Grösse 
zu  verfügen,  kann  zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  für  die  Function 
5  {s)  benutzt  werden.  Aus  diesem  Grunde  möge  angenommen  werden, 
es  sei  die  Länge  der  Längeneinheit  des  Coordinatensystems  so  gewählt, 
dass  die  Constante  C  den  Werth  ^2  erhält.  Dieser  Annahme  zufolge 
ergibt  sich  für  die  Function  ^(s)  der  Ausdruck 


mit  der  Bestimmung,  dass  der  Quadratwurzel  ihr  Hauptwerth  beizu- 
legen ist. 

Das  betrachtete  Mnimalfiächenstück  M  wird  mithin,  wenn  die 
Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf  das  Gebiet  S  beschränkt  wird, 
durch  folgende  Formeln  analytisch  dargestellt: 
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J^  \/(2r+u-)-(s^+s-) 


(A.)    ,  =  «F,    y-r^ 


—i(s  '+«)<21ogs 


'j,   V(ü"*-I- «')-(«■'  +  «')  ' 


g  =  aiiF,    T7 


-I 


9 


— 2dlogÄ 


\/(U^+Ä*)-(s""  +  5*)  ' 


Die  im  Vorhergehenden   erklärten  Grössen  L  nnd  H  sind  mit 
dem  Parameter  B  durch  die  Gleichungen 

r^       (r"*  +  f )  (i  log  r 
i  =  cotgal    -7    ^  ^       *^  , 

-{     \/(r-  +  r-)-(Ä-+i?-) 

(B.) 

_   r^  2(;iogr  ^   r^  2dlogr 

verbunden;  den  Wurzelgrössen  sind  hierbei  ihre  positiven  Werthe 
beizulegen.  Zur  Bestimmung  der  in  dem  Ausdrucke  für  die  Grösse 
U  vorkommenden  Constanten  sowie  der  unteren  Grenzen  der  drei 
Integrale,  durch  deren  reelle  Theile  die  Coordinaten  x,y,0  eines  be- 
liebigen Punktes  des  Minimalflächenstückes  M  ausgedrückt  werden, 
kann  die  Bemerkung  dienen,  dass  die  Coordinaten  des  dem  Werthe 
s  =  B  entsprechenden  Punktes  a  des  Flächenstückes  M  beziehlich 
die  "Werthe 

X  ^=  L,        y=:0,         ß  =  H 
haben. 

Bei  angemessener  Ausdehnung  des  Bereiches   der  Veränderlich- 
keit der  complexen  Grösse  8  wird  durch  die  Formeln  (A.)  nicht  allein 
das  Minimalflächen  stück  M,  sondern  auch  das  Minimalflächenstück  M 
analytisch  dargestellt. 

Es  möge  zunächst  derjenige  Bereich  ins  Auge  gefasst  werden, 
welcher  durch  symmetrische  Wiederholung  des  Bereiches  S  in  Bezug 
auf  die  Axe  des  Beeilen  in  der  ^-Ebene  entsteht.  Hierbei  soll  ange- 
nommen werden,  dass  dieser  Bereich,  welcher  mit  S^  bezeichnet  werden 
möge,  mit  dem  Bereiche  S  längs  eines  Theiles  der  Axe  des  Beeilen 
der  5-Ebene  und  zwar  längs  der  Strecke  12  ^  5  <  1,  nicht  aber  längs 
der  Strecke  0<8<zB  zusammenhänge.  (Fig:  68.) 
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Pir.  6s.  (Flg.  ».  urs.  aai.) 
(0 


Die  symmetrisdie  Wiederholung  des  Bereiches  i)  in  Bezug  auf 
die  Axe  des  Imaginären  der  0-Ebene  möge  mit  £, ,  die  symmetrische 
Wiederholong  des  Minimalflächenstückes  M  in  Bezug  auf  die  Ebene 
y  =  0  möge  mit  M,  bezeichnet  werden.  Wird  die  Variabilität  der 
Grrösse  s  auf  das  Grebiet  S,  beschränkt,  so  ist  Z,  der  Bereich  der 
complesen  G-röese  6  nnd  die  Formeln  (A.)  stellen  das  Minimalflächen- 
stück  M,  analytisch  dar,  welches  ein  Theil  des  MinimalflächeDstiickes 
M*  ist. 

Durch  symmetrische  Wiederholung  des  G-ebietes  S+S,  in  Bezug 
auf  den  Einheitskreis  der  s  -  Ebene  entsteht  ein  in  der  s  •  Ebene  lie- 
gendes ein£ach  zusammenhängendes  Gebiet,  welchem  ein  durch  symme- 
trische Wiederholung  des  aus  den  beiden  Minimalfläcbenstücken  M 
nnd  M,  bestehenden  Flächenstiickes  in  Bezug  auf  die  Aeqoatorebene 
«  =  0  entstehendes  MinimalMchenstück  entspricht. 

Auch  dieses  Minimalflächenstnck  ist  ein  Theil  des  ACnimalflächen- 
stiickes  M  .  Auf  diese  Weise  ist  die  Variabilität  der  Grösse  s  ^  r^ 
auf  ein  Grebiet  ausgedehnt  worden ,  welches  charakterisirt  ist  durch 
die  Festsetzung,  dass  die  beiden  reellen  veränderlichen  Grössen  r  und 
<p  unabhängig  von  einander  alle  den  Intervallen 

0£r^+oo,         — «  =  ?'<'<■ 

angehörende  Werthe  annehmen  sollen,  jedoch  mit  Ausschluss  derje- 
nigen Werthepaare,  für  welche  entweder  ip  =  0  und  0<r<:£ 
oder  ip  ^  0  und  s~'  <:  r  <  oo  ist. 

Es  liegt  nun  nahe,  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse 
«  =  re**  auf  ein  Gebiet  S*  auszudehnen,  welches  in  seinem  Innern 
nnd  auf  seiner  Begrenzung  alle  reellen  und  complexen  Werthe  ent- 
hält.   Hierbei  wird  Folgendes  festgesetzt:  Dem  Innern  des  Bereiches 
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S*  sollen  angehören  alle   diejenigen  reellen  und   complexen   Werthe 
der  Grösse  s,  für  welche  der  Werth  der  Function 

nicht  negativ  ist. 

Die  Gesammtheit  der  Werthe,  für  welche  die  angegebene  Function 
negative  Werthe  hat,  mit  andern  Worten,  die  Gesammtheit  der 
Werthe  der  Grösse  5,  für  welche  5"  positiv  und  kleiner  als  ij",  oder 
positiv  und  grösser  als  ij"*  ist,  bildet  die  Begrenzung  des  Be- 
reiches S*.  Wenn  es  darauf  ankommt,  bei  der  Bezeichnung  des  Be- 
reiches S*  zugleich  den  Werth  des  Parameters  R  anzugeben,  auf 
welchen  dieser  Bereich  sich  bezieht,  so  wird  der  Werth  des  Para- 
meters R  in  Klammem  zu  dem  Zeichen  S*  hinzugefügt  werden,  so 
dass  S*(Bjj)  den  zu  dem  Werthe  R  =  R^  gehörenden  Bereich  S  be- 
zeichnet. Der  Bereich  S*  kann  durch  eine  die  s-Ebene  überall  lücken- 
los und  einfach  bedeckende,  zweifach  zusammenhängende  Riemann- 
sche  Fläche  geometrisch  dargestellt  werden.  Die  den  Bereich  S* 
geometrisch  darstellende  einblättrige  Fläche  unterscheidet  sich  von  der 
schlichten  5 -Ebene  durch  2n  geradlinige  Schnitte,  von  welchem  die 
eine  Hälfte  den  Punkt  s  =  0  mit  den  Punkten,  für  welche  $*  =  B" 
ist,  verbindet;  die  übrigen  n  geradlinigen  Schnitte  erstrecken  sich 
von  den  Punkten  aus,  für  welche  s*  =  B""  ist,  bis  ins  Unendliche, 
während  die  ßückwärtsverlängerungen  derselben  durch  den  Null-Punkt 
hindurchgehen.  Wird  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse  $ 
auf  das  Gebiet  8*  ausgedehnt,  mit  der  Festsetzung,  dass  die  Grösse 
s  die  Begrenzung  des  Bereiches  S*  nicht  überschreiten  darf,  so  stellen 
die  Gleichungen  (A.),  vorausgesetzt,  dass  der  Wurzelgrösse 

V/(E-"-hJB")-(«^  +  0 

ihr  Hauptwerth  beigelegt  wird,  das  Minimalflächenstück  M*  in  der 
Weise  analytisch  dar,  dass  jedem  dem  Innern  des  Bereiches  S*  ange- 
hörenden Werthe  der  complexen  Grösse  s  ein  und  nur  ein  dem  Innern 
des  Minimalflächenstückes  M*  angehörender  Punkt  zugeordnet  wird 
und  umgekehrt.  Wird  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf  den 
innerhalb  des  Einheitskreises  der  ^-Ebene  liegenden  Theil  des  Gebietes 
S*  beschränkt,  so  stellen  die  Gleichungen  (A.)  die  auf  der  positiven 
Seite  der  Aequatorebene  ß  =  0  liegende  Hälfte  des  Minimalflächen- 
stückes M  analjrtisch  dar.  Die  dem  Einheitskreise  der  5-Ebene  ent- 
sprechende in  der  Ebene  ^  ==  0  liegende  krumme  Linie,  durch  welche 
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das  Miniinalflächenstück  M*  in  zwei  zu  einander  symmetrisclie  Theile 
getheUt  wird,  soUAequator  des  Flächenstückes  M  genannt  werden. 
Die  vorhin  betrachtete  Curvenstrecke  bc  ist  einTheil  dieses  Aequators. 
Bemerkung.  Bei  den  vorstehenden  Entwickelungen  ist  voraus- 
gesetzt worden ,  dass  die  Zahl  n  einen  ganzzahligen  positiven  Werth 
habe,  der  grösser  als  2  ist.  Diese  Voraussetzung  kann  nachträglich 
abgeändert  werden,  z.  B.  wenn  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf 
den  Bereich  S  beschränkt  und  die  Festsetzung  getroffen  wird,  dass, 
während  der  Grösse  n  nur  reelle  Werthe  beigelegt  werden,  die  grösser 
als  2  sind,  den  Potenzen  s"  und  5"^  ihr  Hauptwerth  beigelegt  werden 
soll.  Denn  unter  diesen  Voraussetzungen  behalten  die  Gleichungen 
(A.)  auch  für  andere  Werthe  des  Exponenten  n,  als  ganzzahlige,  eine 
bestimmte  Bedeutung  und  es  werden  durch  dieselben  bestimmte  Mi- 
nimalflächenstücke analytisch  dargestellt. 

2. 
Einführung  der  Grössen  83',  83",  ©,  St,  «',  SR". 

Es  ist  zweckmässig,  ausser  den  bestimmten  Integralen,  welche  im 
Vorhergehenden  mit  L  und  H  bezeichnet  worden  sind ,  noch  vier  an- 
dere zu  betrachten,  welche  durch  folgende  Gleichungen  erklärt  werden. 

(C.) 

©  =  r  2cosxdz  3;  _  r  2sinxdx 

4     Vir"-f-jB-— 2cos«;c'  Jq     v/ä^  +  ä"— 2cosn;t* 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Werthe  dieser  bestimmten  Inte- 
grale (vergl.  die  Figur  auf  S.  288)  ist  folgende: 
Die  Coordinaten  des  Punktes  h  sind 

Die  Coordinaten  des  Punktes  c  sind 

X  =  X— 83"  cos«,        y  =  ©,        if  =  0. 
Zwischen   den  Grössen  83',  83",  © ,  3; ,  i  bestehen  die  Gleichungen 
(D.)  83'+ 2;  =  83"cosa,        ©  +  83"  sin«  =  Ztg«. 

Diese  Gleichungen  sind  der  analytische  Ausdruck  der  Bedingung 


288  Ueber  specjelle  zweifach  lUMinnieDliängeDde  Hid im alOllchens tacke. 

dafür,  dass  die  Coordinaten  x  and  y  ihre  Werthe  nicht  ändern,  wenn 
die  Variable  s  von  einem  der  Begrenzung  des  Bereiches  S  angeliÖ- 
renden  Werthe  «„  ausgehend  die  ganze  Begrenzung  des  Bereiches  S 
durchläuft  und  m  den  Werth  s„  zurückkehrt. 

Die  GrrÖssen  L,  H,  S8\  f&",  @,  %  sind  analytische  Functionen  des 
Parameters  S,  eindeutig  erklärt  mit  dem  Charakter  ganzer  Functionen 
für  alle  dem  Innern  des  Intervalles 

0<:Ji<l 

angehörenden  Werthe  desselben. 

Fig.  59    stellt   unter   Zugnmdelegong    der   Annahme,    daas    der 


ganzen  Zahl  «  der  Werth  4,  dem  Parameter  R  der  Werth  -j=-'-  bei- 
gelegt wird ,  in  den  Flächenatücken  Q  und  Q,  die  orthographischen 
Frojectionen  der  beiden  Uinimaldäohenstticke  M  und  H,  auf  die  Aequa- 
torebene  «  ^  0  dar.  0  bezeichnet  den  Hittelpunkt  des  Minimal- 
flächenstückes  M*. 

Die  Curvenatrecke  e^bc  stellt  einen  Theil  des  Aeqnators,  die 
Pnnkte  o",  (T,  d^  stellen  die  orthographischen  Projectionen  der  Punkte 
a,  d,  d,  auf  die.  Aequatorebene  dar.  Unter  derselben  die  Zahl  n  und 
den  Werth  des  Parameters  JR  betreffenden  Annahme,  welche  zu  der 
in  der  mehrfach  angeführten  Schrift   „Bestimmung    einer  apeciellen 
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Minimalfläche^ *)   beschriebenen  Minimalfläche  fuhrt,  ist   auch   die  in 
Fig.  60  dargestellte  Skizze  entworfen. 

Figr.  60.  (Fig.  66.  auf  S.  279.) 


Es  soll  zunächst  bewiesen  werden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

-=;r  beständig  zunimmt,  wenn  der  Parameter  ü  zunimmt,  und  dass  die 

Grösse  -^  alleWerthe  von  0  bis  oo  durchläuft,  wenn  dem  Parameter 

jB  alle  Werthe  von  0  bis  1  beigelegt  werden.  Die  Richtigkeit  des 
ersten  Theiles  der  vorstehenden  Behauptung  ergibt  sich  daraus,  dass 
der  Ausdruck 

dBKSärJ 
durch  das  Doppelintegral 

(E.) 


Jö»* 


jg„d@_gdSB'' 


-// 


dB      ^  dR 
n{B~*—  Jg")  jr'^—  r)  cos  %(r"*  +  r^+2  cos  nx)  d  log  r  d% 


darstellbar  ist,  dessen  Elemente  sämmtlich  positiv  sind ;  es  nimmt  also 

der  Werth  des  Quotienten  -^  stets  gleichzeitig  mit  dem  Werthe  des 

Parameters  B  zu  und  ab.    Die  Richtigkeit   des  zweiten  Theiles  der 

aufgestellten  Behauptung  ergibt  sich  aus  den  G-renzwerthen 

@  .         © 

lim    -ÖP^  =  0,  lim    ^i^ 

(Ä=0)     «  (Ä=l)     'O 


=    00. 


*)  Siehe  S.  88—91  und  S.  98—99  dieses  Bandes. 

Sebwars,  Oenaimelt«  Abh»ndliiiigeii.  I. 
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In  Folge  der  Grleichung 

@  +  JB"sina  =  Liga 

ändert  sich,   wenn  R  beständig  zunehmend  alle  Werthe  von  0  bis  1 

durchläuft,    auch   der  Werth  jedes    der  beiden  Quotienten  -y-   und 

85"  ,  .  .  .  @ 

-=-  stets  in  demselben  Sinne ;  der  Werth  des  Quotienten  -y-  nimmt  be- 

ständig  zu  und  zwar  von  0  bis  tga;   der  Werth  des  Quotienten  -y- 

nimmt  beständig  ab,  und  zwar  von  seca  bis  zu  0. 

Eine  ganz  analoge   Betrachtung  lässt   sich   für  den  Werth    des 

% 
Quotienten  -^  anstellen.    Der  Werth  desselben  nimmt,   wenn  JR  be- 
ständig zunehmend  alle  dem  Intervalle 

angehörenden  Werthe  durchläuft,  beständig  zu,   und   zwar  von  Null 
bis  zu  einer  gewissen  durch  die  Gleichung 

g  .  \r-^-r)dlogr   _  f^'jinxdx 


i        r-i*4-r*'       ~1     si] 


bestimmten  G-rösse  g.    In  Folge  der  Gleichung 

18'+ 2;  =  83"  cos« 

83' 
nimmt  der  Werth  des  Quotienten  -^  hierbei  beständig  ab  und  zwar 

von  dem  Werthe  cosa  bis  zu  dem  Werthe  cos«— ^r. 
Hieraus  folgt,  dass  auch  der  Werth  des  Quotienten 

L    ~  83"  '  i 

cn'       Ol«' 

hierbei  beständig  abnimmt ,   weil  jeder   der  beiden  Factoren  75;^ »  -^r- 

85'      .  K3       L 

diese  Eigenschaft  hat.     Der   Quotient  -y-  nimmt   hierbei    alle    dem 

Intervalle  von  1  bis  0  angehörenden  Werthe  an. 

Wenn  die  Abstände  der  Punkte  b  und  c  des  Minimalflächen- 
Stückes  M  vom  Mittelpunkte  desselben  mit  JR'  und  9t"  bezeichnet 
werden,  so  bestehen  die  Gleichungen 

(F.)     91'  =  i-a5'  =  ©cotga-fj,      9i"=  iseca-aS"  =  ©cosec«, 

und  es  lässt  sich  als  ein  Ergebniss  der  vorhergehenden  Untersuchung 
der  Satz  aussprechen: 

Wenn  der  Parameter  B  stetig  zunehmend  alle  Werthe  des  Liter- 
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vallea  0  <  iJ  <  1  durchläuft,  so  durchlaufen  auch  die  Quotienten 


Laeea 


ebenfalls  stetig  ztmelimend  alle  Werthe  desselben  IntervaUes. 


Unteraucliung  der  durch  die  Functionen  U,  V,  W  ver- 
mittelten conformen  Abbildungen  des  Gebietes  S. 
Die  durch  die  Gleicliungeu  (A.)  erklärten  Functionen  U,  V,  W 
des  complexen  Argumentes  s  vermitteln  drei  conforme  Abbildungen 
des  Gebietes  S,  zu  deren  Veranschaulichung  die  in  den  Figuren  61, 
62  tind  63   dargestellten  Skizzen  dienen  können.    In  diesen  Skizzen 


«) 


bezeiclmen  U ,  V ,  W  die  dordi  die  Fnnctionen  U,  V,  W  vermittftLten 

19* 
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conformen  Abbildungen  des  Bereiches  S,  beziehungsweise  des  Flächen- 
stückes M ,  dagegen  U^ ,  V, ,  W,  die  durch  dieselben  Functionen  ver- 
mittelten conformen  Abbildungen  des  Bereiches  S^,  beziehungsweise 
des  Flächenstückes  M^.  Die  den  Funkten  a,  h,  c,  d  des  Flächenstückes 
M  bei  diesen  drei  Abbildungen  entsprechenden  Punkte  sind  mit 
(a),  (6),  (c),  (d)  bezeichnet. 

Von  den  drei  Grebieten  U,  V,  W  enthält  keines  in  seinem  Innern 
einen  singulären  Punkt.  Aus  der  Grestalt  der  Begrenzungslinie  des 
Grebietes  W  ergibt  sich ,  dass  der  Werth  der  Coordinate  g  für  jeden 
Punkt  des  Flächenstückes  M  dem  Intervalle  0  <  ät  <  ff  angehört,  und 
den  Werth  H  nur  für  die  der  geradlinigen  Strecke  da  angehörenden 
Punkte  annimmt.  Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  alle  Punkte  des  Mini- 
malflächenstückes  M*,  welche  keiner  der  beiden  Begrenzungslinien 
desselben  angehören,  zwischen  den  beiden  Ebenen  jg  =  —  JTnnd 
£r  r=s  +  J?  liegen. 

Diese  Skizzen  sind  unter  Zugrundelegung  derselben  Annahme 
entworfen,  wie  die  in  den  Figuren  55,  59,  60  auf  den  Seiten  279,  288, 
289  dargestellten  Skizzen.  Auf  Grund  der  in  der  Schrift  „Bestimmung 
einer  speciellen  Minimalfläche  ^  *)  angegebenen  Rechnungsergebnisse 
haben  sich  für  die  Grössen  i,  ff,  ©',  ö",  @,  I,  81',  3»"  folgende  Werthe 
ergeben : 

i  =  0,7624,    0-=  0,5391,    ©'  =  0,2284,    85"  =  0,5391,     31" 


©  =  0,3812,    2=0,1528,    91'=  0,5340,    3»"  =  0,5391,     31' 


=  1,0095. 


Die  Strecke  {d)(a)  in  der  Figur  61  hat  die  Länge  0,5960, 
;,  («)(6)  ;,  .  ;,  62  ,  „  ,  0,5960, 
.       (V)(c)   .    .        ^      63    „     „        „       0,4214. 

Die  krummlinigen  Theile  der  Begrenzungen  der  Bereiche  ü  und 
y  sind  zu  einander  symmetrisch.  Diese  Eigenschaft  besteht,  wenn 
der  Zahl  n  der  "Werth  4  beigelegt  wird ,  für  jeden  Werth  des  Para- 
meters B.  Für  andere  Werthe  der  Zahl  n  sind  diese  Curven,  wie 
eine  nähere  Untersuchung  zeigt,  symmetrisch -affin. 

Der  Krümmungsradius  der  krummlinigen  Theile  der  Begrenzungen 
der  Bereiche  U  und  V  in  den  dem  Punkte  c  entsprechenden  Punkten 

hat  die  Grösse  ^^2  =  0,3536. 

Die  Figuren  55,  59,  61,  62,  63  beziehen  sich  auf  dieselbe  Längen- 
einheit.   Nach  einem  von  Biemann  herrührenden  Lehrsatze  beträgt 


*)  Siehe  S.  88  und  S.  116  dieses  Bandes. 
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der  Fläclieiiinlialt  des  Flächenstückes  M  die  Hälfte   der  Samme   der 
Mäeheninhalte  der  Bereiche  XJ,  V,  W. 

Herleitnng  eines  Hülfssatzes. 

Es  mögen  s ,  «^  zwei  complexe  veränderliche  Grössen ,  denen  nur 
conjngirte  "Werthe  beigelegt  werden  sollen,  f{s)f  F{s^)  zwei  analytische 
Functionen  derselben ,  o?,  y  zwei  reelle  veränderliche  Grössen  bezeich- 
nen.   Es  wird  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  Grössen  s,  5^,  Xj  y  die 

Gleichung 

.  x  +  yi  =  f{8)  +  F(s,) 

bestehe. 

Bei  der  geometrischen  Darstellung  der  complexen  Grössen  s ,  5^, 
x  +  yi  ergibt  sich  im  Allgemeinen  eine  punktweise  Beziehung  derje- 
nigen Bereiche  auf  einander,  deren  Punkte  die  Werthe  der  complexen 
Grössen  SJS^,  x  +  yi  geometrisch  darstellen.  Diese  drei  Bereiche  mögen 
beziehlich  mit  S,  Sj,  Q  bezeichnet  werden. 

Die  Beziehung  des  Bereiches  Q  auf  den  Bereich  S  ist  nur  dann 
eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche,  wenn  sich  entweder  die  Function 
F(s^)j  oder  die  Function  f{s)  auf  eine  Constante  reducirt.  Jenachdem 
der  erste  oder  der  zweite  dieser  beiden  Fälle  eintritt,  ist  die  conforme 
Abbildung  eine  in  den  kleinsten  Theilen  gleichstimmig  oder  ungleich- 
stimmig ähnliche. 

Die  durch  die  angegebene  Gleichung  vermittelte  Beziehung  zwi- 
schen den  betrachteten  drei  Bereichen  kann,  auch  wenn  keine  der 
beiden  Functionen  1^(«,),  /*(«)  sich  auf  eine  Constante  reducirt,  in  ähn- 
licher Weise  durch  Zuhülfenahme  von  Hülfsvorstellungen  der  An- 
schauung näher  gebracht  werden,  wie  dies  im  Falle  der  durch  eine 
Function  complexen  Argumentes  vermittelten  conformen  Abbildung 
geschieht. 

An  die  Stelle  der  Aehnlichkeit  tritt  hierbei  Affinität  der 
kleinsten  Theile  der  auf  einander  bezogenen  zweidimensionalen  Gebiete. 

Es  ergibt  sich  auf  diese  Weise  eine  gewisse  Verallgemeinerung 
des  Begriffes  derjenigen  Riemann sehen  Flächen,  durch  welche  con- 
forme Abbildungen  zweidimensionaler  Bereiche  auf  einander  veran- 
schaulicht werden.  Während  bei  diesen  letzteren  die  Singularitäten 
vorzugsweise  in  dem  Auftreten  von  Windungspunkten  bestehen, 
kSmien  bei  den  hier  zu  betrachtenden  Flächengebilden  auch  Umfal- 
tungen  auftreten. 


294         üeber  specielle  zweifach  znsammenhängende  Minimalflächenstücke. 

Wenn  die  Betrachtung  auf  den  Fall  bescliränkt  wird,  in  welchem 
die  beiden  Functionen  f(8)  und  F{s^)  innerhalb  der  Gebiete  S,Si  den 
Charakter  ganzer  Functionen  besitzen,  so  sind  nur  diejenigen  Stellen 
als  singulare  zu  bezeichnen,  für  welche  die  Beziehung 

I  f'is)  I  =  I  F'{s,)  I 

besteht.  Hierbei  wird  an  der  Voraussetzung  festgehalten,  dass  die 
Grössen  Sj  s^  nur  conjugirte  Werthe  annehmen  sollen. 

Der  Fall,  in  welchem  die  vorstehende  Gleichung  für  alle  Paare 
zusammengehörender  Werthe  der  Grössen  s ,  5,  erfüllt  ist ,  kann  als 
Ausnahmefall  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden.  In  diesem 
Falle   ergibt  sich  nämlich,   wenn  mit  F^{s)  die  zu  der  Grösse  F(s^ 

conjugirte  complexe  Grösse  bezeichnet  wird,  dass  der  Quotient  -777M 

für  alle  Werthe  des  Argumentes  s  den  absoluten  Betrag  1  hat,  sich 
demnach  auf  eine  Constante  e'**  reducirt. 

In  Folge  dieser  zwischen  den  Functionen  /"'(«)  und  F[($)  beste* 
henden  Beziehung  ergibt  sich  die  Gleichung 

WO  C  eine  Constante  bezeichnet.  Es  ergibt  sich  dann,  wenn  mit 
/i(^i)>  ^1  ^^  2^  den  Grössen  f(s),  C  conjugirten  complexen  Grö&sen 
bezeichnet  werden,  dass  die  Gleichung  besteht 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  da  die  Klammergrösse  für  alle  in  Be- 
tracht kommenden  Werthepaare  $,  5j  reelle  Werthe  hat,  dass  das  den 
zweidimensionalen  Gebieten  S,Si  entsprechende  Gebiet  Q  nur  ein 
eindimensionales  ist  und  sich  auf  eine  geradlinige  Strecke  reducirt. 
Wenn  also  von  diesem  Falle  als  einem  Ausnahmefalle  abgesehen  wird, 
so  ist  die  Gleichung 

ns)  I  =  I  F'is,) 


innerhalb  des  betrachteten  Gebietes  mit  Einschluss  der  Begrenzung 
desselben  nur  in  einzelnen  Punkten  oder  längs  einzelner  Linien  erfüllt. 
Jeder  im  Innern  des  Gebietes  S  liegenden  Linie,  längs  welcher 
diese  Gleichung  erfüllt  ist,  entspricht  die  Rückkehrcurve  einer  Falte 
des  Gebietes  Q,  d.  h.  einer  Linie,  längs  welcher  zwei  übereinander 
liegende  Theile  des  Gebietes  Q,  eine  Falte  bildend,  mit  einander  zu- 
sammenhängen.   Ein  Windungspunkt  tritt  in  der,  das  Gebiet  Q  geo- 
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metriscli  darstelleiiden  Fläche  nur  dann  auf  ^  wenn  innerhalb  des  Ge- 
bietes S  die  Gleichung 

f'is)  =  F'isJ  =  0 

befriedigt  wird. 

Analogerweise ,  wie  zwischen  gleichstimmiger  und  ungleichstim- 
miger Aehnlichkeit,  kann  auch  zwischen  gleichstimmiger  und  ungleich- 
stimmiger Affinität  der  kleinsten  Theile  unterschieden  werden.  Zwi- 
schen den  in  der  Umgebung  eines  bestimmten  Werthes  s  liegenden 
Theilen  des  Gebietes  S  und  den  entsprechenden  Theilen  des  Gebietes 
Q  findet  gleichstimmige  oder  ungleichstinunige  Affinität  statt,  jenach- 
dem  f\s)  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  oder  kleiner  als 
F\s,)  ist. 

Die  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  des  Bereiches  Q  ist  gleich 
der  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  des  Bereiches  S. 

Es  besteht  also  der  Hülfssatz :  Wenn  die  Gleichungen 

I  r(s)  I  =  I  F[{s)  I,       f'is)  =  0 

innerhalb  des  Gebietes  S  an  keiner  Stelle  befriedigt  werden,  so  ent- 
spricht diesem  Gebiete  S  in  Folge  der  Gleichung 

x  +  yi^f{8)  +  F{s,) 

ein  in  seinem  Innern  keinen  Windungspunkt  und  keine  Umfaltung  ent- 
haltendes Gebiet  Q,  für  welches  die  Ordnungszahl  des  Zusammen- 
hanges gleich  ist  der  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  des  Ge- 
bietes S. 

5. 

Anwendung  des  Hülfssatzes.  Erklärung  des  BereichesQ  • 

Der  im  Vorhergehenden  bewiesene  Hülfssatz   kann  dazu   dienen 
die  Gestalt  der  orthographischen  Projection  des  Minimalflächenstückes 
M*   auf  die  Aequatorebene  £r  =  0  zu  untersuchen.    Wenn  o?,  y,  U,  V 
die  in  den  Gleichungen  (A.)  erklärten. Functionen  bezeichnen,   so  be- 
steht die  Gleichung 

x  +  yi  =  yiU+mV. 

Wird  die  Grösse  x  +  yi  auf  die  Form  f{8)  +  F{s^)  gebracht,  so 
ergibt  sich 

1  0-" 

f'fQ\    ___    ^ TP'fe  ^    — — -* 
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Bei  der  Beaehränkung  der  Veränderlichkeit  der  complexen  CJroBBe 
s  auf  daa  Gebiet  S*  sind  die  Punkte  des  Einheitakreiaes  die  einzigen, 
für  welche  die  Gleictung 

I  rw  I  -=  I  F'M  I 

befriedigt  iat.  Innerhalb  des  Gebietes  S*  liegt  keine  Wurzel  der 
Gleichung  f'{s)  ^  0.  Daa  Gebiet  Q  ,  welches  dem  Gebiete  S  bei 
der  durch  die  Gleichung 

x  +  yi  =  mU+mV  =  f{s)+F(s^) 
vermittelten  Beziehung  entspricht,   iat  demnach  ein  zweifach  zuaam- 
menhängender  Bereich,    welcher   in   seinem  Innern  keinen  Wiudungs- 
punkt,  wohl  aber  eine  dem  Einheitakreise  der  s-Ebene  entaprechende 
Falte  enthält. 

Wird  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse  s  auf  dasjenige 
Gebiet  S  beschränkt,  welchem  das  Minimaläächenstiick  M  entspricht, 
so  ist  das  entsprechende  Gebiet  Q  ein  einfach  zusammenhängender  in 
seinem  Innern  keinen  singulären  Punkt  enthEdtender  Bereich,  welcher 
einen  Theil  der  Ebene,  deren  Punkte  die  complexe  Grösse  x  +  yi  geo- 
metrisch darstellen,  d.  b.  die  Äequatorebene  e  ^  0,  lückenlos  nnd 
einfach  bedeckt.  Den  der  Begrenzung  des  Flächenstückes  M  ange- 
hörenden Curven strecken  ab,  cd  und  der  geraden  Strecke  da  "ent- 
sprechen die  geradlinigen  Theile  a"b,  cd",  d"a"  der  Begrenzung  des 
Gebietes  Q  (Figur  64).     Die  der  Begren2nmg  des  Flächenstnckes  M 

Hg.  M.  (Flg.  G«.  (Df  S.  288.) 
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angehörende  Cnrvenstrecke   be  fallt  mit  der  der  Begrenzung  des  Be- 
reiches Q  angehörenden  Curvenstrecke  bc  zusammen. 

Das  G^ebiet  Q"*"  besteht  aus  4n  Flächenstücken,  von  denen  die  eine 
Hälfte  dem  soeben  beschriebenen  Flächenstücke  congruent,  die  andere 
Hälfte  zu  demselben  symmetrisch  ist.    Durch  die  Substitutionen 

8  [|  se*"*,        $1  II  s^e-*"^ 
geht  x+yi  ia  (x  +  yi)^"*  über.    Bei  den  Substitutionen 


s 


1 


5/  *  1 


1^ 
S 


bleibt  x  +  yi  ungeändert.  Bei  der  Vertauschung  von  s  und  s^  geht 
a>  +  yi  in  x—yi  über. 

Die  beiden  Begrenzungslinien  der  das  Gebiet  Q  geometrisch 
darstellenden  zweiblättrigen  Fläche  sind  zwei  regelmässige  den  Rand- 
linien des  Minimalflächenstückes  M*  congruente  n-seitige  Polygone. 

Zwischen  dem  Minimalflächenstücke  M*  und  dem  Gebiete  Q*  be- 
steht ein  punktweises  gegenseitig  eindeutiges  Entsprechen.  Aus  den 
die  Gestalt  des  Gebietes  Q*  betreffenden  Untersuchungen  ergibt  sich, 
dass  das  Minimalflächenstück  M*  ausserhalb  eines  Cylinders  liegt, 
dessen  erzeugende  Gerade  der  z-Axe  des  Coordinatensystems  parallel 
sind  und  dessen  Leitlinie  mit  dem  Aequator  des  Flächenstückes  M* 
zusammenfäUt. 

6. 
Untersuchung  der  Gestalt  des  Aequators. 

Die  den  Aequator  des  Minimalflächenstückes  M*  bildende  in  der 
Ebene  £r  =  0  liegende  Curve  besitzt  n  durch  den  Mittelpunkt  von  M* 
hindurchgehende  Symmetrieaxen.  Die  Schnittpunkte  der  Symmetrie- 
axen  mit  dem  Aequator  können  Scheitel  desselben  genannt  werden. 

Die  Funkte  b  und  c  der  Begrenzung  von  M  sind  zwei  solche 
Scheitel,  deren  Abstände  vom  Mittelpunkte  mit  91'  und  ST  bezeichnet 
wurden.  Der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  des  Aequators  vom 
Mittelpimkte  kann  der  zu  diesem  Punkte  gehörende  Radius  genannt 
werden. 

Um  zu  beweisen,  dass  dieser  Radius  n  Minima  und  n  Maxima 
besitzt,  welche  für  die  Scheitel  des  Aequators  eintreten,  genügt  es, 
darzuthun,  dass,  wenn  ein  Punkt  P  die  Curvenstrecke  bc  des  Aequa- 
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tors  durchläuft,    der  zu  diesem  Punkte   gehörende  Radius  beständig 
zunimmt.    Dies  kann  wie  folgt  gezeigt  werden. 

Der  geometrischen  Bedeutung  der  Grrösse  s  zufolge,  deren  abso- 
luter Betrag  für  die  Punkte  des  Aequators  den  Werth  1  hat,  bestimmt, 
wenn  s  =  e^  gesetzt  wird,  die  Grösse  \yc  +  (p  den  Unterschied  der 
positiven  Richtung  der  Tangente  des  Aequators  in  dem,  dem  Werthe 
<p  entsprechenden  Punkte  P  und  der  positiven  Richtung  der  z-A^e 
des  Coordinatensystems.  Der  Krümmungsradius  q  des  Aequators  in 
dem  Punkte  P  stimmt  überein  mit  dem  Hauptkrümmungsradius  des 
Minimalflächenstückes  M    in    demselben  Punkte  und  zwar  ergibt  sich 


=  9(v)  =  77^ 


^B~*+R*—2  cos  mp 

Wenn  die  Grösse  <p  stetig  zunehmend  alle  Werthe  von  0  bis  a 
durchläuft,  nimmt  die  Länge  des  Krümmungsradius  von  dem  Werthe 


P  =  — 


2j-l-^jjiH 


bis  zu  dem  Werthe 


P"- 


B'^^'+B^ 


beständig  ab.    Es  sind  daher  die  Werthe,   welche  die  Grösse       } 

für  die  dem  Intervalle  0  <:  ^  <:  a  angehörenden  Werthe  der  Grösse  q> 
annimmt,  negativ. 

Es  bestehen  nun ,  wenn  x ,  y  die  Coordinaten  des  dem  Werthe 
s  SS  e^  entsprechenden  Punktes  P  des  Aequators  bezeichnen,  folgende 
Gleichungen : 

dx  =:^  —  Q  (q>)  sin  q>dq>f       dy  =  q  (9)  cos  q>  dtp , 

co&q>dx  +  8in(pdy  =  0,      goq  (pdy— sin  tpdx  =  Q{<p)dq>j 
(Cr-)  ^y  ^tp 

X  =  «'-  /    p(x)sinxdz»      ^  =  /    Q(x)^o^xdX' 

Wird  für  91'  sein  Werth 

cotgaf  Q{x)^08xdx+  I    Q{x)smxdx 
gesetzt,  so  ergibt  sich 
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X 


=  cotga  /    Q{x)ooaxdx  +  co&ecaj   (>(z) cos («-;() djr, 


'0  y 


xama  —  ycoacc  =  I   Q(x)coa(a—x)dxj 


9 
xcosq>+ysmg>  s= 


=  cosecal   /    Q{x)cosxGOs{a-'(p)dx+  1    (>(z)cos9Cos(a— jr)^zj» 


0  tp 


ycosq>^xsm<p  ^ 

=  coseca[  /    p(x)cosjjsin(a-9)d;t— J    9(x)^^^V^^^{^-x)^x[ 

0  ^ 

Durch  theilweise  Integration  kann   die  letzte  der  vorstehenden 
Gleichungen  übergeführt  werden  in  die  folgende 

yQoag)^xain<p  = 

=  —cosecal    /    sinxsin(a— g))(i^(x)+  /    sin9sin(a— x)^P(x)|» 

0  n 

aus  welcher  sich  ergibt,  dass  die  Grösse  y  cos  9—:^  sin  9)  für  alle  dem 
Intervalle  0<:q)<:a  angehörenden  Werthe   der  Grösse  9  positive 
Werthe  besitzt. 
Das  Integral 

J    *(z)cos(a-a:)^% 

9 

bedeutet  den  Abstand  des  Punktes  P  des  Aequators  von  der  Sjnnme- 
trieaxe  ^sina-— ycosa  =  0. 

Es  bestehen  die  Gleichungen 

x^+y*  =  {x  coa  ip  +  y  ain  ipy+ {y  cos  ip—x  sin  ipYf 

■^  (x  cos  g)  +  ysm(p)  =  y  cos  9— a;  sin  tp , 

^    '^      -ir-iy  cos  g)--'X  sin  (p)  ^ss  —(x  cos  ip+ysiaq>) +  Q{(ip), 

d   ./-j- — I  .  .  ycosfp—xsinw 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich,  da  die  Ableitungen 

■^S/x'+y\         ^{xcosip  +  ysintp) 
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für  die  dem  Intervalle  0  <:  qp  <:  a  angehörenden  Werthe  der  Grösse  g> 
positiv  sind ,  folgender  Satz :  Wenn  die  veränderliche  Grösse  9 
stetig  zunehmend  alle  Werthe  des  IntervaUes  0  <C(p  <:a  durchläuft, 
so  durchläuft  jede  der  beiden  Grössen 

^x^+  y*    und    xGosq>  +  y  sin  (p 

ebenfalls  stetig  zunehmend  alle  Werthe  des  IntervaUes   von  91'  bis  ST. 
Die  Gleichungen 

p  =s  xcostp  +  ysinq),        q  =  y  cos^— ajsin^p 

sind ,  wenn  den  Grössen  p^q  ^e  Bedeutung  des  Radius  vector ,  der 
Grösse  9  beziehungsweise  der  Grösse  ^n  +  <p  die  Bedeutung  des  Polar- 
winkels beigelegt  wird,  die  Polargleichungen  der  Fusspunktcurve  des 
Aequators  und  der  Fusspunktcurve  der  Evolute  des  Aequators  für 
den  Coordinatenanfangspunkt  als  Pol. 

Der  Aequator  des  Minimalflächenstückes  M*  ist  eine  einfache, 
geschlossene,  convexe  Curve. 

7. 

Einführung   der   den  Minimalflächenstücken  M*(2i)  ähn- 
lichen Minimalflächenstücke  ^*{Il). 

Um  die  Gesammtheit  der  Gestalten  besser  überblicken  zu  können, 
welche  das  Minimalflächenstück  M*  für  verschiedene  Werthe  des  Pa- 
rameters B  annehmen  kann,  ist  es  zweckmässig,  ausser  dem  Minimal- 
flächenstücke M*  ein  demselben  ähnliches  und  in  Bezug  auf  den  Coor- 
dinatenanfangspunkt als  Aehnlichkeitspunkt  ähnlich  liegendes  Minimal- 
flächenstück 'git*  zu  betrachten. 

Es  wird  hierbei  festgesetzt ,  dass ,  wenn  x\  y',  a  die  Coordinaten 
eines  Punktes  von  '^tT*,  x,y,0  die  Coordinaten  des  entsprechenden 
Punktes  von  M*  bezeichnen,  die  Gleichungen 

X  f        y  ,        ^ 

bestehen  sollen.  Wenn  es  nöthig  ist,  bei  der  Bezeichnung  'gß*  den 
Werth  des  Parameters  R  anzugeben,  auf  welchen  dieses  Flächenstück 
sich  bezieht,  so  soll  derselbe  in  Klammern  gesetzt  zu  dem  Zeichen 
'3R*  hinzugefügt  werden,  so  dass  ^K*(Jio)  dasjenige  Minimalflächen- 
stück 'git*  bezeichnet,  welches  dem  Werthe  R^  des  Parameters  ent- 
spricht. 
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Die  Begrenzung  jedes  Minimalflächenstückes  '3{I*(JB)  besteht  aus 
zwei  getrennten  Theilen;  jeder  dieser  Theile  ist  ein  regelmässiges, 
einem  Kreise  vom  Radius  Eins  umschriebenes  w-seitiges  Polygon. 

Der  Abstand  jedes  dieser  beiden  Polygone  von  der  Aequatorebene 

ja 

ist  gleich  dem  Werthe  des  Quotienten  -y-. 

Es  soll  nun  bewiesen  werden ,  dass ,  wenn  JR^ ,  JB,  zwei  der  Be- 
dingung 

0<:iJ,<:-B,<l 

genügende  Werthe  des  Parameters  jR  bezeichnen ,   der  Aequator  des 

Minimalflächenstückes '3(l*(i2,)  denAequator  des  Minimalflächenstückes 

'3tt*(2Z,)  völlig  umschliesst. 

Hierzu  reicht  es  aus ,   darzuthun ,  dass ,  wenn  die  Grrössen  p,  x,  y 

die  im  vorhergehenden  Artikel   erklärte  Bedeutung  haben,   für  jeden 

dem  Intervalle 

0  <:  9  <:  a 

angehörenden  Werth  der  Grösse  q>  die  Grösse 

p    X  cos  9  +  y  sin  9   Xx  +  Ty 

T  I  ~         I       ' 

als  Function  des  Parameters  R  betrachtet,  stets  gleichzeitig  mit  dem 
Werthe  des  Parameters  zunimmt  und  abnimmt.  Um  diesen  Nachweis 
zu  führen,  kann  man  von  den  Gleichungen 

a?  =  i— SB^cosa+ /   p (;c) sin jj d% , 
(J.)  ^ 

y  =  itga— SB"sina--   /    p(%)cos%d;i^ 
ausgehen,  aus  welchen  sich 

p  =  ^cos9+ysin9  =  Xx+  Ty 
=  L sec a cos («— 9)  —  83" cos (a— 9))  +  /    q{%) sin {%—q>) ä% 

und,  wenn  der  Werth  des  Integrals 


/ 


mit  %{ip)  bezeichnet  wird. 
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(K.)  ^  =  secacos(a~9)) — ^[cos(a-9) ^^J 

ergibt. 

Der  erste   der  beiden  Bestandtheüe  der  Grösse  "—-  ist  von  dem 

Werthe  des  Parameters  B  unabhängig ;  jeder  der  beiden  Factoren  des 
zweiten  Bestandtheiles  hat  die  Eigenschaft,  dass  sein  absoluter  Be- 
trag abnimmt,   wenn  der  Werth   des  Parameters  R  zunimmt.     Von 

dem  Factor  -y-  wurde  dies  bereits  bewiesen.    Dass  auch  der  zweite 

Factor  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  kann  wie  folgt  gezeigt  werden. 
Die  Grösse  Z{q>)  erlangt  den  grössten  Werth,  den  dieselbe  für  die 
dem  Intervalle  0  <  9  <  a  angehörenden  Werthe  der  Grösse  9  an- 
nehmen kann,  für  den  Werth  9  =  0,  nämlich  den  Werth 


J    p(z)siiixdx  =  Z. 


In  Folge  der  Gleichung 

2;  +  g3'=  »"cosa 

ist  T^^  stets  kleiner  als  cos«,   mithin  ist  um  so  mehr  —755-^  kleiner 
als  cos(a  — 9),  folglich  hat  die  Grösse 

cos(a-9))--^ 
stets  einen  positiven  Werth.    Der  Ausdruck 

ist  gleich  dem  Werthe  des  Doppelintegrals 


IT 


n(ie"*--je*)(r"^— r)sin(;g-'y)(r-*+r*+2cosnx)dlogrdy 


^  ä(V/ä""+  B'+  r-"+  r-)'  {\/r'^+  B"  -2  cos  nx  )* 

dessen   Elemente   sämmtlich   positive  Werthe   haben.    Es  nimmt  aus 

diesem  Grunde  der  Quotient  —^^,   als  Function  des  Parameters  R 

betrachtet,  stets  gleichzeitig  mit  dem  Parameter  zu  und  ab. 
Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Grösse 

p^  _   Xx+Ty 
L  ~         L       ' 
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als  Fonction  des  Farameterd  B  betrachtet ,  beständig  zunimmt,  wenn 
-R  beständig  zunehmend  alle  Werthe  des  Intervalles  0  <:  U  <:  1  durch- 
läuft. Da  für  alle  dem  Innern  des  Intervalles  0  <:  i2  <:  1  angehö- 
renden Werthe  des  Parameters  die  Ableitungen 


dB 


(t-)  ^^  ÄG"^(«-^)--^) 


von  Null  verschiedene  negative  Werthe  haben,    so  besteht  der  Satz: 
Für  alle  Werthe  der  Grösse  q)  und  für  alle  dem  Innern  des  Inter- 
valles 0  <:  iJ  <:  1    angehörenden  Wei*the    des  Parameters    B   hat   die 
partielle  Ableitung 

d    rXx  +  Yyl 
dBl       L       J 

von  Null  verschiedene  positive  Werthe. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich,  dass  die  Fusspunktcurve  des 
Aequators  des  Minimalflächenstückes  ^d*  (i2,)  die  Fusspunktcurve  des 
Aequators  des  Minimalflächenstückes  ^^^{B^)  ganz  umschliesst, 
vorausgesetzt,  dass  für  beide  Fusspunktcurven  der  Coordinatenanfangs- 
punkt  zum  Pol  gewählt  wird.  Als  eine  unmittelbare  Folge  dieser 
Beziehung  der  beiden  betrachteten  Fusspunktcurven  ergibt  sich,  dass 
auch  der  Aequator  des  Minimalflächenstückes  ^S^i^t)  ^^^  Aequator 
des  Minimalflächenstückes  '^(1*(2{J  ganz  umschliesst. 

Bei  dem  Uebergange  zu  dem  Grenzwerthe  i{  b=  0  ergibt  sich 
für  jeden  Werth  der  Grösse  g> 

(JiaO)  ^ 

Beim  Uebergange  zu  dem  Grenzwerthe  22  =  1  ergibt  sich  für 
die  dem  Intervalle 

0<g><2a 

angehörenden  Werthe  der  Grösse  (p  in  Folge  der  Gleichung  (K.) 

,.        Xx+Ty  ,         V 

lim    = — ^  =  secacosfa— op). 

(Ä«i)         L 

Bei  diesem  Grenzübergange  geht  also  die  Fusspunktcurve  des 
Aequators  in  eine  aus  n  Kreisbogen  gebildete  krumme  Linie  über. 

Durch  die  vorstehende  Untersuchung  ist  zugleich  der  Nachweis 
geführt,  dass  die  Gesammtheit  der  Curven,  welche  die  dem  Intervalle 


1 
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0  <: -R  <  1  entsprechende  Seh  aar  von  Minimalfläehenstücken  "JR* 
mit  der  Aequatorebene  gemeinsam  hat,  die  Fläche  eines  einem  Kreise 
mit  dem  Radius  1  umschriebenen  regelmässigen  Polygons  von  n  Seiten 
lückenlos  und  einfach  erfüllt. 

8. 
Untersuchung    des    Ganges    des    Quotienten  -j- 

in  dem  Intervalle  R^<zB<:l, 
Flächenstücke  kleinsten  Flächeninhalts. 

Der  Quotient  ~j-  hat   sowohl  für  unendlich  kleine  Werthe  von 

U,  als  auch  für  unendlich  kleine  Werthe  von  1— 2i  ebenfalls  unendlich 
kleine  Werthe,  wie  eine  besondere  Untersuchung  ergibt.  Für  alle 
dem  Intervalle  0  <:  JR  <:  1   angehörenden  Werthe   des  Parameters  Ä 

DT 

nimmt  der  Quotient  -j-  ausschliesslich  positive  Werthe  an  und  besitzt, 

als  Function  des  Parameters  R  betrachtet,  den  Charakter  einer  ganzen 
Function. 

Bieraus  folgt,  dass  es  unter  allen  Werthen,  welche  der  Quotient 

TT 

-^=r-  annehmen  kann,   vorausgesetzt,  dass  der  Grosse  n  stets  derselbe 

Werth  beigelegt  wird,  einen  grössten  Werth  giebt,  welcher  mit  a 
oder,  wenn  auch  der  Werth  der  Grösse  n  angegeben  werden  soll,  mit 
G)(n)  bezeichnet  werden  möge. 
Der  Ausdruck 

welcher  eine  analytische  Function  des  Argumentes  B  ist,  und  für  alle 

dem  betrachteten  Intervalle  angehörenden  Werthe  desselben  ebenfalls 

den  Charakter   einer  ganzen  Function  besitzt,   muss  daher  in  diesem 

Intervalle  mindestens   für  einen  Werth  des  Argumentes  den  Werth 

Null    annehmen.      Wie     eine    besondere    Untersuchung    ergibt,     ist 

lim  D(R)  =  -  00. 
(Ä=i) 

Im  Folgenden  wird  bewiesen  werden,  dass  die  Gleichung  2)(il)  =  0 
in  dem  angegebenen  Intervalle  nur  eine  einzige  Wurzel  besitzt.  Einst- 
weilen aber  möge,  indem  die  Frage,  ob  die  Gleichung  i)(2{)  «=  0  in 
dem  betrachteten  Intervalle  nur  eine,  oder  mehr  als  eine  Wurzel  be- 
sitzt, vorläufig  noch  unentschieden  gelassen  wird,  angenommen  werden. 
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dass  JBo  die  dem  Inneren  des  Intervalles  0  <C-K  <:  1  angehörende,  de  m 

Werthe  1  zunächst  liegende  Wurzel  der  Gleichung  2)(jR)  =  0 

bezeichnen  solle.    Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich,   dass  die 

Function   D(R)    für    alle   dem   Intervalle   R^^<cE<il    angehörenden 

Werthe   des  Parameters  H   negative  Werthe    hat   und  dass  daher 

ff 

der  Quotient  -j-  beständig  abnimmt,   wenn   die  Grösse  R  beständig 

zunehmend  alle  diesem  Intervalle  angeh()renden  Werthe  durchläuft. 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  jedes  IVIinimalflächenstück 
"gtl^,  welches  einem  dem  Intervalle  JB^  <c  -R  <:  1  angehörenden  Werthe 
des  Parameters  entspricht,  kleineren  Flächeninhalt  besitzt,  als  alle 
demselben  hinreichend  nahe  kommenden,  von  denselben  RandKnien 
begrenzten  Flächenstücke. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  auf 
Grund  der  Entwickelungen  geführt  werden,  welche  in  der  Abhandlung: 
^Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts  betreffendes  Problem 
der  Variationsrechnung^*)  enthalten  sind.  Diesen  Entwickelungen 
zufolge  kommt  es  nur  darauf  an,  eine  für  das  in  Betracht  kommende 
Gebiet  S*(i?)  der  partiellen  Differentialgleichung 

dsds,  "^  (1+5SJ'' 

genügende  Function  ^(5,  5i;2?)  der  beiden  complexen  Grössen  5,  s^  zu 
ermitteln,  welche  für  conjugirte  complexe  Werthe  dieser  Grössen  im 
Inneren  des  Gebietes  S*(i?)  sich  regulär  verhält  und  sowohl  im  Inneren, 
als  auch  längs  der  Begrenzung  dieses  Gebietes  nur  positive,  von  Null 
verschiedene  Werthe  annimmt.  Sobald  die  Existenz  einer  solchen 
Function  dargethan  ist,-  ist  es  möglich,  zu  dem  betrachteten  Minimal- 
flächenstücke'3tt*(li)  eine  Sc  haar  benachbarter  Minimalflächenstücke 
zu  construiren,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  der  Abstand  je  zweier 
unendlich  benachbarten  Minimalflächenstücke  der  Schaar  in  der  ganzen 
Ausdehnung  dieser  Flächenstücke  einschliesslich  des  Randes  derselben 
eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben  Ordnung  ist. 

Für  die  hier  betrachteten  Minimalflächenstücke  ^  (R)  ergibt 
sich  nun  eine-  solche  Schaar  durch  die  IJeberlegung ,  dass  die  den 
Werthen  des  Parameters  R ,  welche  dem  Intervalle  2?o  <:  7?  <  1  an- 
gehören, entsprechenden  Minimalflächenstücke  "JR*  selbst  eine  solche 

*)  Siehe  S.  223—269  dieses  Bandes. 

S  ebir  ars ,  G«wiinne1te  Abbudlongen.  I.  ^ü 
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Schaar  von  Minimalflächenstücken  bilden ,  so  dass  es  sieh  also  nur 
darum  handelt ,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  je  zwei  benachbarte, 
dieser  Schaar  angehörende  Flächenstücke  der  angegebenen  Bedbgung 
wirklich  Genüge  leisten.  Diese  Erwägung  fuhrt  zu  der  BestimmoDg 
einer  Function 

(M.)  t{8,  s,;  B)  =  ^[ j^ J  , 

welche  dem    unendlich   kleinen  Abstände    zweier   unendlich  benach- 
barten Minimal flächenstticke  der  Schaar  an  der  dem  Werthepaare  s,$^ 
entsprechenden  Stelle  proportional  ist. 
Für  die  Werthepaare 

für  welche  die  Grrösse  js  denWerth  0  erhält,  geht  die  durch  die  vo^ 
stehende  Gleichung  erklärte  Function  in  die  Function 

d    [Xx+Tyl 
dRl      L       ] 

über ,  welche  im  Art.  7  untersucht  wurde.  Es  ergibt  sich  also  aus 
der  a.  a.  0.  angestellten  Untersuchung,  dass  die  Function  ^(«,ä,;B) 
längs  des  Einheitskreises  der  s- Ebene  nicht  bloss  für  die  dem  Inter- 
valle R^<:R  <:!,  sondern  für  alle  dem  Intervalle  0  <:  J?  <  1  ange- 
hörenden Werthe  von  R  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  hat. 
Längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  S*(U)  ist  der  Werth 
der  Function 

Xx  +  Ty 


von  dem  Werthe  des  Parameters  R  unabhängig. 
Für  die  Werthe 

s  =  s^  =s  Tj        0<:r  <:R 

ergibt  sich  beispielsweise 

Wird  für  die  eine  der  beiden  Begrenzungslinien  des  Bereiches 
S  (U)  s"  =  r",  für  die  andere  s*  ==  r'*  gesetzt,  wo  0<r=il  an- 
zunehmen ist,  so  ergibt  sich,  da  die  Grösse  a  an  den  beiden  Begren- 
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Zungen  bezieUich  die  Werthe  H,  —Hj  die  Grösse  Z  beziehlich  die 
Werthe 

►annimmt ,  dass  der  Werth  der  Function  if  {s,  s^ ;  R)  sieh  längs  der  Be- 
grenzung  des  Bereiches  S  (22)  auf  den  "Werth 

1-r'      d    /g\  _       1-r'    2)(1?) 
l+r*  *dÄ  Vi/  ~       H-r*'     L* 
reducirt. 

Wird  nun  die  Veränderlichkeit  des  Parameters  R  auf  das  Inter- 
vall i?o<:  U  <:  1  beschränkt,  so  hat2)(B)  negative,  von  Null  verschie- 
dene Werthe;  es  ergibt  sich  also,  dass  die  erklärte  Function  ^(5, 5j;iZ) 
sowohl  längs  des  Einheitskreises,  als  auch  längs  der  ganzen  Begren- 
zung des  Bereiches  S*(R)  positive  Werthe  hat. 

Hieraus  kann  nun  geschlossen  werden,  dass  die  erklärte  Function 
i;{s,  s^',  R)  im  ganzen  Bereiche  S*(J?)  nur  positive,  von  Null  verschie- 
dene Werthe  annimmt. 

In  Folge  der  durch  die  Gleichung 

il;is:\s";R)  =  t{s,s,;R) 

ausgedrückten  Eigenschaft  der  betrachteten  Function  ^(5,  ^j ;  R)  genügt 
es,  diesen  Schluss  fiir  alle  diejenigen  Werthe  der  complexen  Grössen 
s,  s^  zu  ziehen,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  1  ist. 

Angenommen,  es  erhielte  die  erklärte  Function  ilf{s,Si]R)  inner- 
halb desjenigen  Theiles  des  Gebietes  S*(B),  welcher  innerhalb  des 
Einheitskreises  der  5-Ebene  liegt,  negative  Werthe.  Dann  müsste  die 
Gesammtheit  derjenigen  diesem  Gebietstheile  angehörenden  Stellen, 
für  welche  ^(5,  äj;1?)<0  ist,  einen  oder  mehrere  zusammenhängende 
Bereiche  bilden,  von  denen  jeder  ein  Theil  der  Fläche  des  Einheits- 
kreises wäre.  Jeder  dieser  Bereiche  müsste  in  Bezug  auf  die  partielle 
Differentialgleichung 


^s^s^       {1+ss^y 

ein  Grenzbereich,  d.h.  ein  solcher 'Bereich  sein,  in  dessen  Innerem 
sich  ein  particuläres  Integral  dieser  Differentialgleichung  regulär  ver- 
hält und  von  Null  verschieden  bleibt,  während  dasselbe  längs  der 
ganzen  Begrenzung  dieses  Bereiches   den  Werth  Null  annimmt.    Die 

20* 
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Fläche  des  Einheitskreises  ist  ein  solcher  Grenzbereich ,  wie  die 
Function 

zeigt. 

Nach   einem   im  Art.  21   der    erwähnten  Festschrift    bewiesenen' 
Satze  kann  aber  ein  Bereich,    welcher  in  Bezug  auf  die  angegebene 
Differentialgleichung  ein  Grenzbereich  ist,   niemals  Theil   eines  an- 
deren Bereiches  sein,   der  in  Bezug  auf  dieselbe  Differentialgleichung 
gleichfalls  ein  Grenzbereich  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Annahme,  die  Function  ^(5, 5i;B)  könne 
für  einen  dem  Intervalle  JB^  <  -R  <  1  angehörenden  Werth  des  Para- 
meters B  im  Inneren  des  innerhalb  des  Einheitskreises  der  5-Ebene  lie- 
genden  Theiles  des  Bereiches  S  (JR)  negative  Werthe  annehmen,  un- 
zulässig ist. 

Die  Function  rl;($jS^'jR)  kann  hiemach  für  die  dem  Intervalle 
J?o  <:  2?  <:  1  angehörenden  Werthe  des  Parameters  R  im  Inneren  des 
Gebietes  S  (-R)  negative  Werthe  überhaupt  nicht  annehmen. 

Auch  den  Werth  0  kann  eine  solche  Function  ^(s,^,  ;ü)  im 
Inneren  des  Bereiches  S  (ü)  nicht  annehmen.  Denn  es  besteht  der 
Satz,  dass  ein  particuläres  Integral  der  angegebenen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung,  welches  im  Inneren  eines  gewissen  Bereiches  sich 
regulär  verhält  und  negative  Werthe  nicht  annimmt,  den  kleinsten 
Werth,  den  dasselbe  überhaupt  für  einen  Punkt  dieses  Bereiches  an- 
nehmen kann,  stets  in  einem  Punkte  der  Begrenzung  dieses  Bereiches 
annimmt. 

Der  kleinste  Werth,  den  die  erklärte  Function  ^(5,5j;B)  für 
Punkte  des  Bereiches  S*(jB)  annehmen  kann,  ist  daher  der  Werth 

1-g    D(R) 
l  +  R'"     U    ' 

welcher  den  gestellten  Bedingungen  zufolge  von  Null  verschieden  und 
positiv  ist. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  jedes  der  betrachteten  Minimalfläohen- 
stücke  '§{1  ,  welches  einem  dem  Intervalle  i?^  <:  J?  <:  1  angehörenden 
Werthe  des  Parameters  R  entspricht,  kleineren  Flächeninhalt  besitzt, 
als  jedes  andere,  demselben  hinreichend  nahe  kommende,  von  denselben 
Randlinien  begrenzte  Flächenstück. 

Diese  Eigenschaft  kommt    selbstverständlich   auch  den  Minimal- 
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flächenstücken  M    zu ,   welche  einem  der  betrachteten  Minimalflächen- 
stücke ^^d*  ähnlich  sind. 

9. 

Untersuchung   des    Ganges    des   Quotienten    -y-   in    dem 

Intervalle  Q<:zR<zIt^, 
Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Gang  des  Quotienten  -y-  in  dem 

Intervalle  0  <R<zR^  zu  untersuchen. 

Es  bezeichne  b  eine  veränderliche  Grösse,  deren  Veränderlichkeit 
auf  kleine  positive  Werthe  beschränkt  ist.  •  Es  ist,  wenn  dem  Para- 
meter der  "Werth  R  =  Rq—b  beigelegt  wird,  das  Vorzeichen  der 
Grösse  Z)(iZj,— -«)  zu  bestinmien. 

Die  Grösse  2)(JB^,— «)  kann  nicht  constant  den  Werth  Null  haben, 
denn  es  ist  D{R)  eine  analjrtische  Function  des  Parameters  JB.  Es 
kann  aber  auch  die  Grösse  2) (Äo—f)  nicht  negativ  sein.  Denn,  ge- 
setzt, es  wäre2)(Äo'"^)  negativ,  so  würde  die  Function  ^(s,  5, ;  Äo—a) 
längs  des  Einheitskreises  der  5-Ebene  und  längs  der  ganzen  Begren- 
zung  des  Bereiches  S  (R^—s)  positive  Werthe  haben.  Es  wüi'de 
hieraus  gerade  so,  wie  im  vorhergehenden  Artikel,  gefolgert  werden 
können,  dass  die  Function  ^(5,  «jj  JB^— a)  auch  im  ganzen  Inneren  des 
Bereiches  S*(iJo— «)  positive  Werthe  annehmen  müsste.  Dann  würde 
aber  eine  der  angegebenen  partiellen  Differentialgleichung  genügende 
und  im  Inneren  des  Bereiches  S*(i2o)  sich  regulär  verhaltende  Function, 
nämlich  die  Function  t(f{SjS^;  R^—s),  existiren,  welche  im  Inneren  und 
längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  S  (R^)  nur  positive,  von 
Null  verschiedene  Werthe  annähme;  es  könnte  in  Folge  dessen  der 
Bereich  S*(Rq)  kein  Grenzbereich  sein.  Wegen  dieses  Widerspruches 
ist  die  Annahme,  dass  D{Rq^6)  <::0  sei,  unzulässig.  Hieraus  folgt, 
dass  D{R^—e)  einen  positiven  Werth   haben   muss.     Es  entspricht 

also,  da  D(R,-'€)>>0,  D{R^+6)  <cÜ  ist,    dem  Werthe  R  =  R,  ein 

JJ 

Maximum  des  Quotienten  -j-. 

Gesetzt  nun ,  es  läge  in  dem  Intervalle  0  <zR  <c  R^  eine ,  oder 
mehr  als  eine  Wurzel  der  Gleichung  D{R)  =  0.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung möge  die  diesem  Intervalle  angehörende,  dem  Werthe  R^ 
zunächst  liegende  Wurzel  miti?',  bezeichnet  werden.  Die  Function 
D(jB)  nimmt  für  die  dem  Intervalle  Rl<:R  <:  R^^  angehörenden 
Werthe  des  Parameters   nur  positive  Werthe  an.    Die  dem  Werthe 
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Hl  entsprechende  Function  t|;{s,s^'J  R'^)  besitzt  der  früheren  Ermitte- 
lung zufolge  längs  des  Einheitskreises  der  5-Ebene  positive,  von  Null 
verschiedene  Werthe ,  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches 
S*(iJo)  hingegen  wür'de  dieselbe  den  Werth  Null  annehmen.  Es  kann 
aber  die  Function  ^(5,  s^]  R^)  weder  im  Inneren  des  Bereiches  S*(7?^) 
beständig  positive  Werthe,  noch  für  einzelne  Theile  dieses  Bereiches 
negative  Werthe  annehmen.  Das  Erstere  würde  der  Eigenschaft  des 
Bereiches  S*(jRo),  ein  Grenzbereich  zu  sein,  widersprechen,  da  die 
Function  il;{s,  s^]  R'^)  im  ganzen  Inneren  und  überdies  längs  eines 
T heiles  der  Begrenzung  des  Bereiches  S  (R^)  positive  Werthe  an- 
nehmen würde,  was  bei  einem  Grenzbereiche  nicht  eintreten  kann. 
Das  Letztere  würde  unvereinbar  sein  mit  dem  Satze,  dass  für  die 
angegebene  Differentialgleichung  kein  Theil  eines  Grenzbereiches, 
nämlich  des  Inneren,  beziehungsweise  des  Aeusseren  des  Einheitski'eises, 
gleichfalls  ein  Grenzbereich  sein  kann. 

Es  ist  hiermit  dargethan,  dass  die  transcendente  Gleichung 
D{R)  =  0  überhaupt  keine  dem  Inneren  des  Intervalles  0<:iJ-<i?o 
angehörende  Wui'zel  besitzt;  folglich  hat  die  Function  D{R)  für  die 
diesem  Intervalle  angehörenden  Werthe  des  Parameters  R  positive 

Werthe.    Der  Quotient  -y-  nimmt  daher,  wenn  der  Parameter  R  stetig 

zunehmend  alle  Werthe  des  Intervalles  0  <:  J?  <:  i?^  durchläuft,  eben- 
falls beständig  zu,  erreicht  seinen  grössten  Werth  ©  für  R  =  i?^, 
und   nimmt,   wenn   R  stetig   zunehmend  alle  Werthe  des  Intervalles 

TT 

R^<:.  R  <:!  durchläuft ,  beständig  ab.  Der  Quotient  -j-  nimmt  hier- 
nach jeden  positiven  Werth,  welcher  kleiner  als  oj  ist,  für  zwei  und 
nur  für  zwei  dem  Intervalle  0  <:  -K  <;  1  angehörende  Werthe  des  Pa- 
rameters R  an. 

Für  alle  dem  Intervalle  0  <:  JB  <;  iZ^  angehörenden  Werthe  des 
Parameters  R  hat  die  Function  il;{s,s^]R)  längs  der  ganzen  Begren- 
zung des  Bereiches  S*(JR)  negative,  längs  des  im  Inneren  des  Be- 
reiches liegenden  Einheitskreises  positive  Werthe. 

Hieraus  folgt,  dass  im  Inneren  jedes  dieser  Bereiche  S*(iJ)  zwei 
geschlossene  Linien  liegen,  längs  welcher  die  Function  t|J{sJ8^]R)  den 
Werth  Null  annimmt.  Eine  dieser  beiden  Linien  liegt  innerhalb,  die 
andere  liegt  ausserhalb  des  Einheitskreises  der  $-Ebene.  Die  Gesanunt- 
heit  derjenigen,  dem  Inneren  des  Bereiches  S  (R)  angehörenden  Stellen, 
für  welche  die  Function  ^(SfS^]R)  positive  Werthe  oder  den  Werth 
Null  annimmt,  bildet  für  die  angegebene  Differentialgleichung  einen 
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Grenzbereich.  Da  dieser  Grenzbereich  ein  Theil  des  Bereiches  S*(iZ) 
ist,  so  ergibt  sich  auf  Grund  der  in  der  Schrift  ;,Ueber  ein  die  Flächen 
kleinsten  Flächeninhalts  betreffendes  Problem  der  Variationsrechnung'^ 
enthaltenen  Entwickelungen,*)  dass  unter  den  dem  Intervalle  0  <:  jR  <:  JB^ 

entsprechenden  Minimalflächen8tücken'3R*(-R)  kein  einziges  die  Eigen- 
schaft besitzt,  kleineren  Flächeninhalt  zu  haben,  als  alle  ihm  hin- 
reichend nahe  liegenden,  von  denselben  Randlinien  begrenzten  Flächen- 

stäcke. 

Den  beiden  Curven  innerhalb  des  Gebietes  8*(R) ,  längs  welcher 

die  Gleichung  1|;{s,s^',R)  =  0  erfüllt  ist,  entsprechen  zwei  auf  dem 
Minimalflächenstück  'yiC{R)  liegende  und  in  Bezug  auf  die  Aequator- 
ebene  desselben  zu  einander  symmetrische  Curven,  welche  mit  C(R) 
bezeichnet  werden  mögen.  Längs  der  Curven  C(R)  wird  das  Minimal- 
flächenstück '3ß*(jB)  von  den  ihm  unendlich  benachbarten,  der  be- 
traxjhteten  Schaar  angehörenden  Flächenstücken  geschnitten. 

Der  geometrische  Ort  der  Curven  C{R)  ist  eine  krumme  Fläche 
4>,  welche  von  den  dem  Intervalle  0  <:  -R  <:  U^^  entsprechenden  Mini- 
malflächenstücken  ^^SCiR)  eingehüllt  wird. 

Die  Hüllfläche  $  wird  begrenzt  von  den  beiden  Begrenzungslinien 
des  Minimalflächenstückes  ^^ff  (Jß^^). 

Für  kleine  Werthe  des  Parameters  R  besteht  die  Gleichung 


^  =  -^-?f^  «*-'(! -HCi^)). 


in  welcher  (R)   eine  Grösse  bezeichnet,  welche  für  unendlich  kleine 
Werthe  des  Parameters  R  ebenfalls  unendlich  klein  wii'd. 

Unter  derselben  Voraussetzung  besteht,  wenn  die  Veränderlich- 
keit der  Grösse  s  der  Beschränkung  unterworfen  wird,  dass  für 
]imR  =  0  auch 


lim       '"+'' 


E-'+B' 


=  0 


ist,  die  Gleichmig 

T5(.)--^ii#--[i*(«.:^)]. 

in  welcher 


*)  Siehe  S.  259  dieses  Bandes. 
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eine  Grösse  bezeichnet,  welche  für  alle  unendlich  kleinen  Werthe  der 
beiden  Grössen 


ebenfalls  unendlich  kleine  Werthe  hat. 

Hieraus   ergibt  sich,    dass   ein  Minimalflächenstück   '3tt*(ü)   dem 
der  Gleichung 

5(«)  =  -  r(i)r(i)  ^^^"' 

entsprechenden  Catenoid  um  so  näher  kommt,  je  kleinere  Werthe 
dem  Parameter  E  beigelegt  werden,  wenn  bei  diesem  Grenzübergange 
die  Betrachtung  auf  einen  solchen  Theil  des  Minimalflächenstückes 
'3il*(JB)  beschränkt  wird,  für  welchen  die  angegebene,  die  Grösse 


betreffende  Voraussetzung  zutrifft. 

Hieraus  folgt,  dass  die  erwähnte  HüUHäche  4>  in  demjenigen 
Theile,  welcher  unendlich  kleinen  Werthen  des  Parameters  B  ent- 
spricht, näherungsweise  dieselbe  Gestalt  besitzt,  wie  der  die  betrach- 
tete Schaar  ähnlich  liegender  Catenoide  einhüllende  Rotations  -  Kegel, 
dessen  Gleichung 

x^+y^  =  c*0^    ist. 

Bezeichnet  h  die  einzige  positive  Wurzel  der  Gleichung 

(^+e^)''b{e'^e-^)  =  0, 

deren  Werth   angenähert  1,1996786  •••ist,   so  wird  der  Werth  der 
Constante  c  durch  die  Gleichung 

bestimmt.  • 

Die  Hüllfläche  4>  enthält  hiernach  den  Mittelpunkt  aller  der  be- 
trachteten Schaar  angehörenden  Flächenstücke;  derselbe  ist  ein  coni- 
scher Doppelpunkt  der  Fläche  4>.    Die  Gleichung 
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ist  die  Gleichung  desjenigen  Kegels,  welcher  die  Fläche  4>  im  Coordi- 
natenanfangspunkte  einhüllend  berührt. 

Es  besteht  also  die  HüUfläche  4>  aus  zwei  trichterförmig  gestal- 
teten, in  Bezug  auf  die  Aequatorebene  zu  einander  symmetrisch  lie- 
genden Theilen,  welche  im  Coordinatenanfangspunkte  mit  einander 
zusammenhängen. 

Die  Betrachtungen,  welche  Herr  Lindelöf  in  seinem  Lehrbuche 

m 

der  Variationsrechnung  auf  den  Seiten  210 — 214  in  Bezug  auf  eine 
Schaar  ähnlich  liegender  Catenoide  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt  an- 
gestellt hat,  gestatten  eine  sinngemässe  Anwendung  auf  die  dem 
Intervalle  0<:ü^jBo  entsprechenden  Minimalflächenstücke  '^*(iJ). 

Werden  zwei  gürtelförmige  Streifen  der  Hüllfläche  4>,  welche 
einerseits  von  je  einer  der  Begrenzungslinien  des  Minimalflächenstückes 
'38* (1?^),  andererseits  von  je  einer  der  beiden  Curven  C{E)  begrenzt 
werden,  durch  das  gürtelförmige,  von  den  beiden  Curven  C{R)  begrenzte 
Stück  des  Plächenstückes  '^*(J?)  mit  einander  verbunden,  so  entsteht 
ein  zweifach  zusammenhängendes  Flächenstück,  welches  mit  W{R)  be- 
zeichnet werden  möge. 

Das  Flächenstück  ^(R)  hat  lür  jeden  dem  Intervalle  0  <:  JR  <:  jB^, 
angehörenden  Werth  des  Parameters  R  mit  dem  Minimalflächenstücke 
'3tt*(Bj>)  die  Begrenzung  gemeinsam  und  besitzt  ebenso  grossen 
Flächeninhalt,  wie  dieses.  Da  das  Flächenstück  W{E)  nicht  in  seiner 
ganzen  Ausdehnung  ein  Minimalflächenstück  ist,  so  gibt  es  in  belie- 
biger Nähe  desselben  solche  Flächenstücke,  welche  von  denselben 
Randlinien  begrenzt  werden  und  kleineren  Flächeninhalt  haben, 
als  das  Flächenstück  ^(B).  Aus  dem  Umstände,  dass  diese  Flächen- 
stücke dadurch,  dass  dem  Parameter  R  ein  dem  Werthe  R^  hinreichend 
nahe  kommender  Werth  beigelegt  wird,  dem  Flächenstücke  ^^  (-By) 
in  der  ganzen  Ausdehnung  desselben  beliebig  nahe  gebracht  werden 
können,  ergibt  sich,  dass  dem  Minimalflächenstücke '^  (Rq)  die  Eigen- 
schaft nicht  zukommt,  kleineren  Flächeninhalt  zu  besitzen,  als  alle 
ihm  hinreichend  nahe  kommenden,  von  denselben  Randlinien  begrenzten 
Flächenstücke. 

Hieraus  folgt: 

Die  dem  Intervalle  i?y  <:  JK  <:  1  entsprechenden  Minimalflächen- 
stücke '3il*(Ä)  und  M*(JJ)  sind  die  einzigen,  den  betrachteten 
Schaaren  von  Minimalflächenstücken  angehörenden  Flächenstücke, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  kleineren  Flächeninhalt  zu  besitzen,  als 
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alle  denselben  hinreichend  nahe  kommenden,  von  denselben  beiden 
regelmässigen  w-seitigen  Polygonen  begrenzten  Flächenstücke, 

Aus  der  vorstehenden  Untersuchung  Hat  sich  ergeben,  dass,  wenn 
E^  einen  dem  Intervalle  0  <:E^<::  R^  angehörenden  Werth  des  Para- 
meters H  bezeichnet,  es  stets  einen  und  nur  einen  dem  Intervalle 
-Rü  ^  ^h  "<  1  angehörenden  Werth  if,  des  Parameters  gibt,  für  welchen 

das  Verhältniss  -7-  denselben  Werth   besitzt,   wie  für  den  Werth 

li  =  JK,.  Die  beiden  zweifach  zusammenhängenden  Minimalflächen- 
stücke  '^*(i?i)  und  ^*(R^)  haben  dieselbe  Begrenzung,  aber  nur 
das  Minimalfläohenstück  "341*  (BJ  ist  ein  Flächenstück  kleinsten  Flächen- 
inhalts. 

10. 
Uebergang  zu  der  Grrenze  n  =  00. 

Werthe  der  Grössen  B^  und  cu  für  den  Fall  n  =  4. 

Der  Uebergang  zu  der  Grenze  lim«  =  cx)  kann,  vorausgesetzt, 
dass  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf  das  Gebiet 


R<:\s\<:Iir' 

beschränkt  wdrd,  auf  Grund  der  folgenden  Formeln  ausgeführt  werden. 
Für  lim«  =  00  bestehen  die  Gleichungen: 

lim  ir^'L       =  jr'+Bj 
lim  Ji-*"^{s)  =  -5-', 
(N.)  lim  li-'^'x       ^  ^(s-'+s), 

lim  /t'-lwy       =  dii{s-'-s)y 
lim  i^i"^       =  912 log (6-^). 

Bei   diesem  Grenzübergange   geht   also  jedes  Minimalflächenstück 
'^*{R)  in  eine  dem  Gebiete 

E<^\s\<cRr' 


entsprechende  Zone  desjenigen  Catenoids  über,  welches  der  durch  die 
Gleichung 


S(.s)  =   -^ 


S-' 


R"+R 


bestimmten  Function  ^(s)  entspricht.    Für  diesen  Grenzfall,   welcher 
experimentell  von  Plateau,  mit  den Hülfsmitteln  der  Variationsrech- 
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nung  zuerst  von  Herrn  Lindelöf  untersucht  wiirde,  ergibt  sich 

H  ^  2  log  IT' 

L    ~    R-'+u  ' 

Der  vorstehende  Ausdruck  erlangt  seinen  grössten  Werth 

0(00)  =  0,662744..    für  log ir'  =  logi^^  =  1,1996786.. 
B^  =  0,30129  •  •  =  tg  16^461",B. 

Durch  die  Experimentalunter  suchungen  Plateau' s  ist  die  Ueber- 
einstinunung  festgestellt  worden,  welche  auf  diesem  Untersuchungs- 
gebiete zwischen  dem  Ergebnisse  der  theoretischen  Untersuchung  und 
dem  Ergebnisse  des  Experiments  besteht. 

Dieselben  Zahlen,  welche  theoretisch  die  Grenze  bestimmen,  bis 
zu  welcher  gewissen  Minimalflächenstiicken  in  dem  angegebenen  Siime 
die  Eigenschaft  des  kleinsten  Flächeninhalts  wirklich  zukommt,  be- 
stimmen zugleich  die  Grenze  der  Stabilität  flüssiger  Lamellen,  deren 
Gestalt  durch  geeignete  Vorkehrungen  mit  der  Gestalt  jener  Minimal- 
flächenstücke  zur  Uebereinstimmung  gebracht  worden  ist. 

Um  eins  der  Hauptergebnisse  der  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
mitgetheilten  Untersuchung,  für  einen  anderen  Werth  der  Zahl  n ,  als 
den  Grenzwerth  n  =  00,  mit  dem  Ergebnisse  von  speciell  für  diesen 
Zweck  anzustellenden  Experimenten  vergleichen  zu  können,  habe  ich 
für  den  Fall,  in  welchem  die  Begrenzung  der  Minimalflächenstücke 
'gtt*  von  zwei  Quadraten  gebildet  wird,  also  für  den  Fall  n  =  4, 
die  Gleichung  2)(JB)  =  0  näherungs weise  aufgelöst  und  den  grössten 

Werth  o,  welchen  der  Quotient  —j-  für  den  angegebenen  Werth  der 

Zahl  n  annehmen  kann,  näherungsweise  bestimmt.  Ohne  an  dieser 
Stelle  auf  die  Einzelheiten  der  Rechnung  einzugehen,  theile  ich  hier 
nur  das  Endergebniss  derselben  mit. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Zahl  n  der  Werth  4  beigelegt 
wird,  ergibt  sich  für  die  Grösse  R^  der  Werth 

B,  =  0,43188..  =  tg(23^2r3r..), 

für  die  Grösse  o  der  Werth 

(o  (4)  =  0,720146  . . 


Da  die  Grösse 


fc^  =  0,517638 . . 

V^2 
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grösser  ist  als  0,43188  •  • ,  so  besitzt  das  den  Werthen 


n  =  4,      E  = 


V/2 


entsprechende  Minimalflächenstück  'gtt*  kleineren  Flächeninhalt,  als 
alle  demselben  hinreichend  nahe  kommenden ,  von  denselben  beiden 
Quadraten  begrenzten  Flächenstücke.*) 


*)  Siehe  S.  99  dieses  Bandes. 
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Bestimmung  einer  speeiellen  Minimalfläche. 

Die  zu  dieser  Abhandlung  gehörenden,  schon  bei  der  ersten  Ver- 
öffentlichung zu  derselben  hinzugefügten  Anmerkungen  befinden  sich 
in  dem  auf  den  Seiten  109—125  dieses  Bandes  abgedruckten  Anhange. 
Zur  leichteren  Auffindung  wird  im  Xach stehenden  für  jede  dieser 
Anmerkungen  angegeben,  auf  welcher  Seite  dieselbe  zu  finden  ist. 
Zu  Seite  8,  Änm.  1)  siehe  Seite  110  dieses  Bandes. 
„        „12,   Änm.    2)      ,  ^     110      ^  ;,  und  Seite  66- 68 

des  zweiten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 
^        jj     13,   Änm.    3)    siehe  Seite  110  dieses  Bandes  und  Seite  78 

des  zweiten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 
„        „    14,   Änm.    4)   siehe  Seite  110  dieses  Bandes. 


yy 


ry 


16, 

Anm. 

5) 

7) 

7) 

111  » 

19, 

Änm. 

6) 

77 

7) 

111  . 

19, 

Anm. 

V 

r» 

w 

111   . 

23, 

Anm. 

8) 

T) 

7) 

111 — 113  dieses  Bandes. 

2!7, 

Anm. 

0) 

n 

n 

113  dieses  Bandes. 

31, 

Anm. 

10) 

79 

7i 

113     . 

Zusatz  zu  Seite  32,  Zeile  1 — 4  von  unten. 

Die  Function  ^{s),  von  welcher  in  dieser  Abhandlung  an  einigen 
Stellen  G-ebrauch  gemacht  wird,  hat  für  den  betrachteten  speeiellen 
Fall  nicht  völlig  analoge  Bedeutung,  wie  die  in  der  Abhandlung 
des  Herrn  Weierstrass  ^Untersuchungen  über  die  Flächen,  in  de- 
nen die  mittlere  Krümmung  überall  gleich  0  ist^*  (Monatsberichte  der 
Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang  1866, 
Seite  619)  für  Minimalflächen  im  Allgemeinen  erklärte  Function  5(s).— 
Um  Uebereinstimmung  der  beiden  Bezeichnungen  herbeizuführen,  müsste 
in  allen  Formeln   der  Abhandlung   ^Bestimmung  einer   speeiellen  Mi- 
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niraalfläche^S  in  denen  von  der  Bezeiclinung  %{s)   Gebrauch  gemacht 
wird,  J5(^)  ^^^  dl®  Stelle  von  ^{s)  gesetzt  werden. 
Zu  Seite  35,  Anm.  11)  siehe  Seite  113  dieses  Bandes. 
„      „    49,  Anm.  12)      ,,        ^    114      „ 

„    49,  Anm.  13)      ^        ;,    116      ^  ^ 

„     58,  Anm.  14)       ^         „    116       „  „ 

Zusatß  zu  Seile  75^   Zeüe  3  von  unten. 

Ob   die  Gestalt  der  an  dieser  Stelle   oder  die  Gestalt  der  auf 
Seite  137  dieses  Bandes    mitgetheilten   Gleichung    der  untersuchten 
Minimalfläche  einfacher  ist^  kann  dahingestellt  bleiben. 
Zu  Seite  76,  Anm.  15)  siehe  Seite  118  dieses  Bandes. 

„       ^     82,  Anm.  16)      ^         „     118        ^ 

^       „    86,  Anm.  17)      „        ,     118        ^  ^ 

^       ^     88,  Anm.  18)       „         ,,     118        ;,  ;, 

^       „    88,  Anm.  19)       „        ^    119 

„       y,    89,  Zeile  l'-'3  von  unten,   und 

^       jj    90,      j,     4—6  von  oben  siehe  die  Anmerkung  zu  Seite  32 

auf  Seite  317  dieses  Bandes. 

^       r,    90,  Anm.  20)  siehe  Seite  119  dieses  Bandes, 

.       ^    91,  Anm.  21)      ^        „     120        „ 

.       ,,    92,  Anm.  22)      ^        „     123        „  ;, 

Zusatz  zu  Seite  95 y  Zeile  16  von  oben. 

Die  Gleichung  aller  dieser  Flächen  kann  in  die  Form  A/iv  =  1 
gesetzt  werden.    Siehe  Seite  136  und  folgende  dieses  Bandes. 
Zu  Seite  96,  Anm.  23)  siehe  Seite  123  dieses  Bandes. 
,      „    96,  Anm.  24)      ^        ;,     123        ;,  ;, 

Zusatz  zu  Seite  99,   Zeile  8  von  oben. 

Eine  genauere  hierauf  bezügliche  Untersuchung  ist  in  den  Arti- 
keln 8,  9  und  10  der  Abhandlung  „lieber  specielle  zweifach  zusam- 
menhängende Flächenstäcke ,  welche  kleineren  Flacheninhalt  besitzen, 
als  alle  benachbarten ,  von  denselben  Randlinien  begrenzten  Flächen- 
stficke^y  Seite  304  und  folgende  dieses  Bandes,  enthalten. 
Zu  Seite  99,  Anm.  25)  siehe  Seite  124  dieses  Bandes. 

;,      „  101,  Anm.  26)       „        „    124:        „ 

r,      yy  103,  Zeile  12  von  unten  siehe  Seite  187  dieses  Bandes. 

;,       ;,  108,  Anm.  27)  siehe  Seite  125  dieses  Bandes, 
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Zitsatg  eu  Seite  111,  Anm.5), 

Der  an  dieser  Stelle  ausgesprochene  Lehrsatz  und  ein  mit  dem- 
selben in  naher  Verbindung  stehender  Lehrsatz  (siehe  Seite  130  die- 
ses Bandes,  Zeile  6  —  14  von  oben)  war  Gegenstand  einer  dem  Phy- 
siker J.  Plateau  im  Jahre  1870  vom  Verfasser  gemachten  briefli- 
chen Mittheilung,  welcher  dieser  hochverdiente  Forscher  grosses  Li- 
teresse entgegengebracht  hat.  Siehe  J.Plateau,  StaÜque  experitnentale 
et  thSorique  des  Liquides  soumis  aux  seules  forces  moleculaires  ^  tome  I. 
p.  235—236.     • 

Zusatz  zu  Seite  123^  Anm.  23). 

Siehe  das  in  der  vorhergehenden  Anmerkung  angeführte  Werk 
von  J.  Plateau,  tome  I.  p.  229—230. 

Fortgesetzte  Untersuchungen  über  specielle  Minimal- 
flächen. 

Zusatz  zu  Seite  126,  Zeile  2  ton  unten. 
Man   sehe   die  von  Hattendorff  verfasste  Einleitung   zu   der 
posthumen  Abhandlung  ßiemann^s:    lieber   die  Fläche  vom  klein- 
sten Inhalt  bei  gegebener  Begrenzung,  Abhandlungen  der  Königlichen 
Q-esellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gröttingen,  Band  13,  Seite  6. 

Zu  Seite  129 ,    Zeile  1  von  unten. 
Dieser  Satz  ist,    wenn  ich  nicht  irre,    zuerst  von  E.  Lamarle 
ausgesprochen  worden.    Siehe  Seite  229  dieses  Bandes. 

Zu  Seite  130,    Zeüe  6—14  von  oben. 
Siehe  die  Anmerkung  zu  Seite  111. 

Zusatz  zu  Seite  131,  Zeile  17  von  oben. 
Ist  der  Bereich  des  Argumentes  m,  welchem  das  betrachtete  ein- 
fach zusammenhängende  Minimalfiächenstück  entspricht,  eine  von  der 
Axe  des  Reellen  der  Ebene  (u)  begrenzte  Halbebene,  so  sind  die 
auaserwesentlich  singulären  Werthe  des  Argumentes  u  die  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten. 

Bezeichnet    f  die  Zahl  der  Aufeinanderfolgen  gleichartiger  Ket- 
tenglieder (die  Zahl  der  Folgen), 
w  die  Zahl  der  Aufeinanderfolgen  ungleichartiger  Ket- 
tengUeder  (die  Zahl  der  Wechsel), 
80  ist  die  erwähnte  algebraische  Gleichung  vom  Grade 
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Der  angeführte  Lehrsatz  gestattet,  wie  ich  gefunden  habe,  fol- 
gende Verallgemeinerung : 

Wenn  die  im  Artikel  2  (siefie  Seite  130  dieses  Bandes)  angege- 
benen Grrenzbedingungen  der  Art  nach  aufrecht  erhalten  werden,  wo- 
bei jedoch  an  die  Stelle  einer  zusammenhängenden  geschlossenen 
Kette  eine  gewisse  Anzahl  zusammenhängender  geschlossener  Ket- 
ten treten  kann,  während  an  die  Stelle  des  einfach  zusammenhän- 
genden Minimalfläohenstückes  ein  Minimalflächenstück  tritt,  für  wel- 
ches die  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  den  Werth  r  hat,  so  ist 
die  algebraische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  ausserwesentlich  sin- 
gulären  Werthe  des  Argumentes  ergeben,  vom  Grade 

Bei  der  Bestimmung  dieses  Grades  ist  von  mir  nur  der  Fall  be- 
rücksichtigt worden,  in  welchem  das  betrachtete  Minimalflächenstück 
in  dem  Sinne  zwei  von  einander  verschiedene  Seiten  besitzt,  dass 
es  ohne  Ueberschreitung  der  Handlinie  nicht  möglich  ist,  durch  ste- 
tigen Uebergang  von  einer  Seite  des  Flächenstückes  zur  anderen  zu 
gelangen.  In  dem  betrachteten  allgemeineren  Falle  tritt  an  die  Stelle 
der  Halbebene  für  den  Fall  des  einfach  zusammenhängenden  Minimal- 
flächenstückes  eine  von  r  übereinanderliegenden  Halbebenen  gebildete 
Riemannsche  Fläche,  welche  in  ihrem  Inneren,  allgemein  zu  reden, 
2r— 2  Windungspunkte  erster  Ordnung  besitzt. 

Herr  W.  Dyck,  welchem  ich  die  angeführte  Formel  für  die  An- 
zahl der  ausserwesentlich  singulären  Werthe  des  Argumentes  t*  mit- 
getheilt  habe ,  hat  durch  Anwendung  einer  ihm  eigenthündichen  Be- 
trachtungsweise (siehe  Mathematische  Annalen,  Band  32,  S.  472 — 512) 
gefunden,  dass  sich  die  Geltung  dieser  Formel  auch  auf  den  Fall  solcher 
Minimalflächenstücke  erstreckt,  für  welche  es  möglich  ist,  bei  stetigem 
Fortschreiten  im  Inneren  des  Flächen  Stückes  ohne  Ueberschreitung  des 
Randes  von  jeder  der  beiden  Seiten  des  Flächenstückes  auf  die  an- 
dere Seite  überzugehen.  Die  Bedeutung  der  Zahl  r  ist  hierbei  ent- 
sprechend den  a.a.O.  Seite  483— 485  angegebenen  Formeln  (4)  und  (7) 
zu  modificiren. 

Den  ausserwesentlich  singulären  Werthen  des  Argumentes  ent- 
sprechen, allgemein  zu  reden,  solche  Punkte  des  Minimalfläohenstückes, 
durch  welche  mehr  als  zwei  Asymptotenlinien  hindurchgehen. 

Die  einfachste  Art  solcher  Punkte  ist  auf  Seite  17  dieses  Bandes 
(Zeile  7—13  von  unten)  beschrieben.    Lässt   man   die  Voraussetzung 
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fallen,  dass  die  Constauten  a  und  b  in  den  Reihen^  durch  welche  die 
Grössen  s  und  *(%)  ausgedrückt  werden,  reelle  Werthe  haben,  so 
besitzt  das  entsprechende  Minimalflächenstück  im  Allgemeinen  nicht 
mehr  die  Eigenschaft,  dass  die  drei  Haupttangentencurven ,  welche 
durch  den  dem  Werthe  w  =  0  entsprechenden  Punkt  des  Minimalflä- 
chenstückes  hindurchgehen,    gerade  Linien  sind. 

Die  hierbei  sich  ergebende  Singularität  eines  Minimalflächenstückes 
entspricht  einer  einfachen  Wurzel  der  erwähnten  algebraischen 
Gleichung,  vorausgesetzt,  dass  diese  Wurzel  mit  keinem  derjenigen 
singulären  Werthe  des  Argumentes  zusammenfallt,  denen  eine  Ecke 
des  betrachteten  Minimalflächenstückes  entspricht. 

Höhere  Singularitäten  können  dadurch  entstehen,  dass  entweder 
zwei,  oder  mehrere  Wurzeln  der  erwähnten  algebraischen  Gleichung 
mit  einander  zusammenfallen,  oder  dadurch,  dass  eine  oder  mehrere 
dieser  Wurzeln  mit  einem  derjenigen  Werthe  des  Argumentes  zu- 
sammenfallen, welchen  eine  Ecke  des  betrachteten  Minimalflächen- 
stückes entspricht. 

Sehr  interessante  nähere  Ausführungen  hierüber  enthält  eine  Ab- 
handlung des  Herrn  E.  R.  Neovius:  ,, Untersuchung  einiger  Singu- 
laritäten, welche  im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  von  Minimal- 
flächenstücken  auftreten  können,  deren  Begrenzung  von  geradlinigen 
Strecken  gebildet  wird.^^  Acta  societatis  scientiarum  Fennicae,  tomus 
XVI,  p. 531-553. 

Zusatz  zu  Seite  137,  Zeüe  15  van  oben. 

In  einer  im  14ten  Bande  der  Zeitschrift  „The  Quarterly  Journal 
of  pure  and  applied  Mathematics  p.  190—196  (1876)^  veröff^entlichten 
Abhandlung  y,On  a  special  surfacc  of  mininnim  area^  beschäftigt  sich 
Herr  Cayley  mit  folgender  Aufgabe: 

We  tnay  enquire  wheter  there  exists  a  surface  of  minimum  area 

1+liv  +  vX  +  l^  =  0, 

ichere  the  determining  e^piations  are 

A'*  =  aV  +  bk'  +  c, 
^'»  =  aii*+b^^+c, 
v'*  ==  av*  +  bv'  +  c, 

S  e  h  w  ft  r  z ,  Gesammelt«  Abhudlangen.  I.  A 


[ 
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Herr  Cayley  spricht  sich  über  das  Ergebniss  seiner  Untersu- 
chung folgendermassen  aus:  I  find  that  the  coefficients  a,  l^  c  musf 
satisfy  four  homogeneous  quadric  equations,  whichj  in  fact^  admit  of  si- 
multaneous  solutionj  and  that  in  three  distind  ways,  vie.  assuming  a  ==  1, 
the  soltUions  are 

o  =  1,    6  =     -^,    c  =      1, 

a  ==  1,    ft  =  -2,    c  =      1, 

o  =  1,    b  =  -I,    c  =  -\ 
that  is, 

A"=  A*+f  A»  +  l  =  A(|A*  +  |A'  +  |), 
wMch  gives  Schwor e's  surface; 

A"  =  A*-2A'+1  or  A'  =  ±(A'-1), 
which,  it  is  easy  to  see,  gives  only  x-^y-\-z  =  const.;  and 

A'«=  A'-|A'-|  =  (A'-l)(A«+i), 

which  is  a  surface  similar  in  its  nature  to  Schwara's  surface. 

Hierzu  kann  Folgendes  bemerkt  werden. 
Wenn  von  der  Gleichung 

l  +  fAv  +  fA  +  Aft  ==  0 
durch  die  Substitutionen 

.  1  +  A,  1  +  ft,  1  +  v, 

zu  der  Gleichung 

Kl^i^i  =  1 

übergegangen  wird,    so  geht  die  Differentialgleichung 

r^  =  aA*  +  6A"  +  c 
in  die  Differentialgleichung 

4A;»  =  (a  +  6+c)AJ+4(a-c)AJ+(6a-2&+6c)AJ  +  4(a-c)A,+  (a+6+c) 

über,    welche  in  den  drei  von  Herrn  Cayley  aufgefundenen  Fällen 
folgende  Formen  annimmt: 

I.      a;'=  a(a;+ai+1), 
n.      a;  =  +A., 
m,      a;'=  fA.(A:+A.+i). 
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Wenn  in  dem  letzten  dieser  drei  Fälle  A^  =  AJ,  fi^  =  fil^  ^i  =  v] 
gesetzt  wird,  so  zerfallt  die  Gleichung  A^ft,  i/j  =  1  in  die  beiden 
Gleichungen  A,  fe^i/,  =  +1  und  A,^,  i/,  =  —1,  während  die  DiiFeren- 
tialgleichung  die  Form  A^*  =  KAJ  +  AJ  +  l)  annimmt. 

Hieraus  ergibt  sich  also,  dass  zwar  in  dem  dritten  der  von 
Herrn  Cayley  betrachteten  Fälle  die  betrachtete  Gleichung,  sobald 
die  bei  der  Integration  der  Differentialgleichungen  auftretenden  In- 
tegrationsconstanten  bestimmte  Werthe  erhalten  haben,  zwei  von 
einander  der  Lage  nach  verschiedene  analytische  Flächen  darstellt, 
dass  aber  beide  analytische  Flächen  —  von  der  absoluten  Grösse  der 
einzelnen  Theile  abgesehen  —  genau  dieselbe  Gestalt  besitzen, 
wie  in  dem  ersten  der  von  Herrn  Cayley  betrachteten  Fälle,  also 
dieselbe  Gestalt,  wie  die  in  der  Abhandlung:  ^jBestimmung  einer 
speciellen  Minimalfläche ^  untersuchte  Minimalfläche,  beziehungsweise 
wie  die  durch  Biegung  derselben  entstehende  Fläche. 


Zusat0  zu  Seite  137,   Zeile  18  von  oben. 

Man  verdankt  Herrn  Weingarten  die  Entdeckung  einer  be- 
merkenswerthen  Eigenschaft  der  in  dieser  Abhandlung  untersuchten 
speciellen  Minimalflächen. 

Diese  speciellen  Minimalflächen  bilden  nämlich,  wie  Herr  Wein- 
garten gefanden  hat,  die  allgemeinste  Familie  von  Minimalflä- 
chen, deren  Gleichung,  unter  der  Voraussetzung,  dass  x,  y,  g  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche  bezeichnen,  in 
die  Form 

gesetzt  werden  kann,   wo  3£  eine  Function  von  x,   g)  eine  Function 
von  y,  3  ^^'^  Function  von  z  bedeutet. 

Siehe  die  Abhandlung  des  Herrn  Weingarten :  „lieber  die 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form  3£  +  ^  +  3  =  0  darstellbaren 
Minimalflächen^,  Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  und  der  Georg  -  Augusts  -  Universität  zu  Göttingen, 
Jahrgang  1887,  Seite  272-275. 
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Beitrag   zur    Untersuchung   der   zweiten  Variation    des 

Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken  im  AUgemei- 

« 

nen  und  von  Theilen  der  Schraubenfläche  im  Besonderen. 

ZuscUjg  zu  Seite  151, 

Hinsichtlicli  dieser  Abhandlung  ist  auf  das  hinzuweisen,  was  auf 
den  Seiten  234,  235,  274  und  276  dieses  Bandes  bezüglich  dieser  Ab- 
handlung gesagt  ist. 

Zusate  eu  Seite  152,   Zeile  17  von  oben. 

Das  MinimalfLächenstück  M  (siehe  Seite  3  und  Seite  33  dieses 
Bandes)  besitzt  nicht  nur  unter  allen  demselben  hinreichend  nahe 
liegenden,  von  demselben  Vierseit  begrenzten,  einfach  zusammenhän- 
genden Flächenstücken,  sondern  überhaupt  unter  allen,  von  diesem 
Vierseit  begrenzten,  einfach  zusammenhängenden  Flächenstücken  den 
kleinsten  Flächeninhalt.  Dies  kann  auf  folgende  Weise  bewiesen 
werden. 

Die  Oberfläche  des  Tetraeders.  AB  CD  (siehe  Tafel  1),  dessen 
vier  Kanten  AB,  BC,  CD,  DA  die  vollständige  Begrenzung  des  Mi- 
nimalflächenstückes  M  bilden,  theilt  den  unendlichen  Raum  in  zwei 
Theile,  das  Innere  und  das  Aeussere  des  Tetraeders. 

Das  Innere  des  Tetraeders  möge  mit  R  bezeichnet  werden. 

Man  denke  sich  nun  eine  Seh  aar  von  Minimalflächenstücken  con- 
struirt,  welche  den  Baumtheil  R  lückenlos  erfüllt  und  welche  der 
auf  S.  227  dieses  Bandes  angegebenen  Forderung  entspricht. 

[Eine  solche  Schaar  ergibt  sich  zum  Beispiel  durch  Translation 
des  Minimalflächenstückes  M  parallel  der  ^er-Axe  des  Coordinaten- 
systems,   also  parallel  der  Richtung  der  Strecke  IK,] 

Durch  die  auf  S.235  dieses  Bandes  angegebene  Beweisführung 
wird  nachgewiesen,  dass  das  Minimalflächenstück  M  kleineren  Flä- 
cheninhalt besitzt,  als  jedes  andere,  von  demselben  Vierseit  begrenzte, 
einfach  zusammenhängende  Flächenstück  F,  dessen  Punkte  ohne  Aus- 
nahme dem  Inneren,  beziehungsweise  der  Begrenzungsfläche  des  Raum- 
theiles  R  angehören. 

Dieselbe  Eigenschaft  des  Minimums  besitzt  nun  das  Minimalflä- 
chenstück M  gegenüber  allen  einfach  zusanunenhängenden,  von  dem* 
selben  Vierseit  AB  CD  begrenzten  Flächenstücken  F,  auch  wenn 
Theile   dieser  Flächenstticke  ausserhalb  des  Raumtheiles   R  liegen. 
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Denn  es  ist  stets  möglich  ^  an  die  Stelle  der  Gresammtlieit  aller  ausser- 
halb jR  liegenden  Theile  eines  der  betrachteten  Flächenstlicke  -F, 
ohne  Aufhebung  des  Zusammenhanges  dieses  Flächenstückes  ein  ebe- 
nes Flächenstück,  oder  mehrere  ebene  Flächenstücke  treten  zu  las- 
sen, welche  ganz  in  der  Begrenzungsfläche  des  Raumtheiles  R  liegen, 
und  deren  Gresammtflächeninhalt  kleiner  ist  als  der  Gesammtflächen- 
inhalt  der  ausserhalb  des  Raumtheiles  J?  liegenden  Theile  des  be- 
trachteten Flächenstückes  F. 

Ein  ganz  analoger  Beweis  führt  zu  dem  analogen  Ergebnisse  für 
die  übrigen  auf  Seite  152  dieses  Bandes,  Zeile  9—17  von  unten,  auf- 
gezählten Minimalfiächenstücke. 

Wegen  einiger  Einzelheiten  bei  diesem  Beweise  nehme  ich  Bezug 
auf  die  im  Capitel  VI  der  Dissertation  des  Herrn  F.  Bohnert, 
^Bestimmung  einer  speciellen  periodischen  Minimalfläche,  auf  welcher 
unendlich  viele  gerade  Linien  und  unendlich  viele  ebene  geodätische 
Linien  liegen,**  Göttingen  1888,  enthaltenen  näheren  Ausführungen. 

Zusatz  zu  Seite  154,  Zeile  9  von  obefi. 

Zur  Vervollständigung  dieses  Systems  von  Gleichungen  können 
folgende  Gleichungen  dienen: 

iss,+iydX  =  (l-5j)ds  +  (l-s«)(fcj, 
{ss,+iydY  =  -i{l+8';)ds  +  i(l+s')ds,, 
{ss,+iydZ  =        2s,  ds      +       2s  ds,. 

Zusatz  zu  Seite  163,  Zeile  13  von  oben. 

Durch  eine  anderweitige  Untersuchung  hat  sich  ergeben,  dass 
das  betrachtete  Stück  der  Schraubenfläche  auch  in  diesem  Grenzfalle 
noch  die  Eigenschaft  hat,  kleineren  Flächeninhalt  zu  besitzen,  als 
alle  demselben  hinreichend  nahe  liegenden,  von  derselben  Randlinie 
begrenzten  Flächenstücke.     Siehe  Seite  269  dieses  Bandes. 

Miscellen  aus  dem  Gebiete  der  Minimalflächen.    . 

Zusatz  zu  Seite  168,  Zeile  9  von  oben, 

..,Allen  Flächen,  deren  mittlere  Krümmung  in  jedem  ihrer  Punkte 
gleich  0  ist.  kommt  die  Eigenschaft  zu,  dass  sich  Stücke  derselben 
abgrenzen  lassen,  welche  unter  allen,  je  von  denselben  Handlinien 
begrenzten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächeninhalt  besitzen.^ 
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Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  durch  folgenden  Beweis 
dargethan  werden. 

Es  sei  Pq  ein  nicht  singulärer  Punkt  einer  krummen  Fläche, 
deren  mittlere  Krümmung  in  jedem  ihrer  Punkte  gleich  0  ist.  Mau 
betrachte  ein,  den  Punkt  P^  in  seinem  Inneren  enthaltendes  Stück 
dieser  Fläche,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  es  erstens  keinen  sin- 
gulären  Punkt  enthält,  zweitens,  dass  die  in  den  Punkten  dieses 
Flächenstückes  nach  derselben  Seite  hin  construirten  Normalen  mit 
der  Normale  im  Punkte  P^  spitze  Winkel  einsohliesseu. 

Man  denke  sich  nun  eine  Sc  haar  von  Flächenstücken  construirt, 
welche  aus  dem  betrachteten  Flächenstücke  durch  eine  Translation 
entsteht,  bei  welcher  alle  Punkte  desselben  gerade  Linien  besehrei- 
ben, die  der  im  Punkte  P^  construirten  Normale  parallel  sind. 

Diese  Schaar  von  Flächenstücken  erfüllt  einen  gewissen  Theil  R 
des  Raumes. 

Hierauf  denke  man  sich  ein  convexes  Polyeder  construirt,  wel- 
ches den  Punkt  P^  in  seinem  Inneren  enthält  und  dessen  Oberfläche 
ganz  im  Inneren  des  Raumtheiles  K  liegt.  Der  von  diesem  Polyeder 
begrenzte  Theil  des  Raumes  werde  mit  R  bezeichnet. 

Der  im  Inneren  des  Raumtheiles  R  liegende  einfach  zusammen- 
hängende Theil  M  des  betrachteten  Flächenstückes  besitzt  kleineren 
Flächeninhalt,  als  alle  einfach  zusammenhängenden,  von  derselben 
Randlinie  begrenzten  Flächenstücke. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist  ganz  ana- 
log dem  Beweise ,  welcher  in  der  Anmerkung  zu  Seite  152  (siehe 
Seite  324  dieses  Bandes)  angedeutet  ist. 

Zusate  zu  Seite  175,   Ahschnitt  JIL 

Gribt  man  dem  Parameter  a  den  Werth  ä,  so  gehen  z,  y,  z  be- 
ziehlich  in  —x,  —  y,  ^z  über;  jedes  einfach  zusammenhängende  ili- 
nimalflächenstück  geht  also ,  wenn  der  Parameter  a  das  Intervall 
0' ' '  7t  durchläuft,  in  ein  anderes  über,  welches  dieselbe  Gestalt  be- 
sitzt, wie  das  Spiegelbild  des  ursprüngliche«. 

*  Hieraus  ergibt  sich  der  Satz:  Jedes  einfach  zusammenhängende 
Minimalflächenstück  kann  durch  Biegung  auf  stetige  Weise  in  die 
Gestalt  seines  Spiegelbildes  übergeführt  werden,  so  dass  dasselbe 
während  der  Biegung  nicht  aufhört,  ein  Minimalflächenstück  zu  bleiben. 

Zusatz  zu  Seite  178, 
Die  Bestimmung  der  Grösse  des  Flächeninhalts  jedes  bestimmten 
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Minimalflächenstückes  M  wird  durch  die  an  dieser  Stelle  mitgetheilte 
Formelt  grundsätzlich  auf  die  Berechnung  eines  einfachen ,  längs  der 
Begrenzung  des  Flächenstückes  M  zu  erstreckenden  Integrals  zurück- 
geführt. Diese  Zurückfiihrung  auf  ein  einfaches  Integral  hat  der 
Verfasser  aus  dem  in  Riemann's  posthumer  Abhandlung  ;,Ueber 
die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begrenzung^  (Bern- 
hard Riemann,  Gesammelte  Werke  ,  Seite  289  —  291)  mitgetheil- 
ten  Lehrsatze  hergeleitet  und  eine  geometrische  Deutung  dieses  ein- 
fachen Integrals  mittelst  der  Flächenelemente  einer  Kegelfläche  hin- 
zugefügt. 

Die  Betrachtung  der  Kegelfläche ,  deren  Mittelpunkt  mit  dem 
Coordinatenanfangspunkte  zusammenfallt,  gewährt  zugleich  bei  Zu- 
hülfenahme  einer  Schaar  von  Minimalflächenstücken ,  welche  zu  dem 
gegebenen  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfangspunkt  als  Aehnlich- 
keitspunkt  ähnliche  Lage  haben,  die  Möglichkeit,  mit  fast  elementa- 
ren Hülfsmittehi  zu  beweisen,  dass  die  Bestimmung  des  Flächenin- 
halts eines  Minimalflächenstückes  allgemein  auf  die  Berechnung 
eines  einfachen  Integrals  ^  f cos <odf  zurückgeführt  werden  kann,  wie 
am  Sclilusse  des  Abschnittes  IV  der  Miscellen  (siehe  Seite  179  die- 
ses Bandes)  angegeben  worden  ist.  Hierbei  kann  zugleich  eine  von 
Gauss  herrührende  Formel  (vergl.  in  Bezug  auf  diese  Formel  das 
auf  Seite  127  dieses  Bandes  Gesagte)  angewendet  werden. 

In  der  Abhandlung  von  Michael  Roberts  Sur  Jes  surfaces  dont 
les  rayons  de  courbure  sont  egaux,  mais  diriges  en  sem  opposes,  Liou- 
ville,  Journal  de  Mathcinatiques  pures  et  appliquees^  tome  XI,  p.  300 — 312, 
findet  man  ebenfalls  eine  auf  die  Bestimmung  des  Flächeninhalts  von 
Minimalflächenstücken  sich  beziehende  Formel  (p.  304,  ligne  4  en 
descendant),  in  welcher  nur  einfache  Integrale  vorkommen.  Auf  diese 
Formel  findet  indessen  eine  im  Art.  2  der  posthumen  Abhandlung 
Riemann's  über  Minimalflächen  (Bernhard  Riemann,  Gesam- 
•  melte  Werke,  Seite  285,  Zeile  7  von  oben)  enthaltene  allgemeine 
Behauptung  Anwendung. 

Dass  die  Bestimmung  der  Grösse  des  Flächeninhalts  eines  Mini- 
malflächenstückes allgemein  auf  die  Berechnung  eines  einfachen 
Integrals  zurückgeführt  werden  kann,  ergibt  sich  ohne  Weiteres, 
wenn  eine  von  Jellett  im  Jahre  1853  mitgetheilte  Formel  auf  ein 
Minimalflächenstück  angewendet  wird.  (J.  H.  Jellett,  Sur  la  sur- 
face  dont  la  courbure  moyenne  est  constante^  Liouville,  Journal  de  Ma- 
thmatiques  pures  et  appliqueeSj  tome  XVIII,  p.  163—167.) 
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Diese  Formel  besagt  Folgendes: 

Es  mögen  rc,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beiebigen 
Punktes  eines  Flächenstückes  bezeichnen ,  wobei  die  Coordinate  z  als 
Function  der  beiden  ander eii  Coordinaten  x  und  y  betrachtet  werden  soll. 
Den  Grössen  'p,  q,  r,  s,  t,  P,  -^  +  -^,  g,  ^,  dS,  S  ist  die  durch  die 
Gleichungen 

^  ~   dx'    ^~   dy'    ''  ~   dx'^    ^  -  ö^'     ^  -   ö^' 

P  =  ^-.p^-gy     _L+Jl.  =  _  (i+g')>'-2pgg  +  (iH-p')^. 

V/l+p«  +  2''     Ä,       J«.  ""        (l+y  +  g^)T 

g  =  --^P-.:rVl+7T?,     ^  =  -gP-yV/l+jp'  +  g* 

dS  =  Vi +7^+Yda;dy,    S  =  f  f>Jl  +  p' +  q'dxdy 

erklärte  Bedeutung  beizulegen. 

In  dem  angegebenen  Doppelintegrale  ist  die  Integration  über  alle 
Elemente  des  betrachteten  Flächenstückes  zu  erstrecken. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  besteht  die  Gleichung 

au^  welcher  sich  durch  Integration  ergibt 

Hierbei  ist  das  Doppelintegral  auf  der  rechten  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichung  über  alle  Elemente  des  betrachteten  Flächen- 
stückes ,  das  einfache.  Integral  in  dem  aus  der  Herleitung  der  For- 
mel sich  ergebenden  Sinne  über  alle  Elemente  der  Begrenzungslinie 
zu  erstrecken. 

Wird  die  vorstehende,  von  Jellett  gegebene  Formel  auf  ein 
Minimalflächenstück  angewendet,  so  ergibt  sich  der  angegebene  Satz. 

Derselbe  Satz  kann  auch  auf  folgende  Weise  bewiesen  werden. 
Man  denke  sich  für  jeden  Punkt  des  betrachteten  Flächenstückes  die 
Normale  construirt  und  von  diesem  Punkte  aus  nach  derselben  Seite 
des  Flächenstückes  hin  eine  Strecke  von  der  Länge  h  abgetragen. 
Wird  der  körperliche  Inhalt  des  auf  diese  Weise  entstehenden  Körpers 
mit  V  bezeichnet,  so  ergibt  sich 
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Andererseits  ergibt  sieh  für  dieselbe  Grösse  V  der  Ausdruck 
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XY  Z 

\h  l\x  y  z 
i  dx  dy  dz 


+  iÄ 


■/ 


X    Y  Z 

X    y    jsf  l 
dXdYdZ 


In  dieser  Gleichung  bedeuten  X,  Y,  Z  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale  der  Fläche  mit  den  Richtungen  der  Coordinaten- 
axen  einschliesst.  Die  Grösse  P  hat  den  Werth  P  =  Xx  +  Yy  +  Zz, 
Die  Doppelintegrale  sind  über  alle  Elemente  des  betrachteten  Flächen- 
«tüekes,  die  einfachen  Integrale  sind  über  alle  Elemente  der  Begren- 
zungslinie desselben  zu  erstrecken. 

Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  der  mit  h  und  mit  Ä*  mul- 
tiplicirten  Glieder  ergeben  sich  die  Gleichungen 


''-fH-hx)''^I 


XY  Z 

X  y   z 
dx  dy  dz 


IKh-l^-'-^im^I 


X   Y  Z 

X     y    z 
dXdYdZ 


1 


Von  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  die  erste,  wenn  -^"+^0"  =  0 

gesetzt  wird ,   die   auf  Seite  178   dieses   Bandes   angegebene   Formel 
för  den  Flächeninhalt  eines  Minimalflächenstückes. 

Die  zweite  Gleichung,  welche  als  eine  Verallgemeinerung  einer 
anderen  in  derselben  Jellett sehen  Abhandlung  mitgetheilten  Gleichung 
angesehen  werden  kann ,  führt  zu  dem  Ergebniss ,  dass  für  jedes 
Minimalflächenstück  die  Berechnung  des  Werthes  des  Doppelintegrals 

/  /  7?  7?    aUgöHiein  auf  die  Berechnung  des  Werthes  eines  einfachen 
Integrals  zurfickgeföhrt  werden  kann. 
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Zusatis  zu  Seite  179^  Abschnitt  V. 

Man  vergleiche  hiermit  die  ausführliche  Darstellung,  welche  Herr 
G.  Darboux  über  dieselbe  Untersuchung  gegeben  hat.  (G-.  Dar- 
b  0  u  X ,  LcQons  sur  la  theorie  generale  des  surfaces  et  les  applicaiions 
(ßi'ometriques  du  calcul  wfiniiesimal,  Premiere  Partie,  Livre  III,  Chap.  VIII. 
p.  388—404.  Paris  1887.) 

Zu  Seite  163,   Zeile  6  von  unten. 

Die  Frage  nach  der  niedrigsten  Klassenzahl  für  reelle  algebraische 
Minimalflächen  ist  von  Herrn  L.  Henneberg  beantwortet  worden. 
Siehe  die  Abhandlung  desselben :  Bestimmung  der  niedrigsten  Klassen- 
zahl der  algebraischen  MinimalHächcn,  Annali  di  Matematica  pura  ed 
applicata  II*  seric,  tomo  IX^,  ]).  54 — 57.  Man  vergleiche  auch  die 
Abhandlung  des  Herrn  S.  Lie:  Beiträge  zur  Theorie  der  Minimal- 
flächen, Mathematische  Annaleu,  Band  14,  Seite  354,  und  die  Abhand- 
lung des  Herrn  R.  Sturm:  Rein  geometrische  Untersuchungen  über 
algebraische  Minimalflächen.  Journal  für  reine  und  arge  wandte  Mathe- 
matik, Band  105,  Seite  117. 

Die  Frage  nach  der  niedrigsten  Ordnungszahl  für  reelle  alge- 
braische Minimalflächen  ist  von  Herrn  S.  Lie  der  Beantwortung 
näher  gebracht  worden.  Siehe  die  vorhin  angeführte  Abhandlung 
desselben  a.  a.  0.  Seite  395. 

Zusatz  zu  dm  Seiten  186  und  lö7. 

Siehe  Seite  2<X)  und  Seite  220  dieses  Bandes. 

Die  Aufgabe :  Alle  Minimalflächen  zu  bestimmen ,  welche  eine 
Schaar  reeller  Kreise  enthalten,  gestattet  folgende  Lösung. 

In  Folge  der  Eigenschaft  der  gesuchten  Minimalflächen ,  eine 
Schaar  reeller  algebraischer  Curven  zu  enthalten ,  ist  die  Function 
iS'Xs)  für  jede  derselben  eine  algebraische  Function  des  Argumentes  s. 
Hieraus  ergibt  sich  zunächst  der  leicht  zu  beweisende  Satz ,  dass 
jede  der  gesuchten  Minimalflächen  von  der  unendlich  fernen  Ebene 
des  Raumes  überhaupt  nur  in  geraden  Linien  geschnitten  werden 
kann,  dass  insbesondere  keine  dieser  Flächen  den  unendlich  fernen 
imaginären  Kreis  der  Kugel  enthält.  Da  nun  die  beideü  unendlich 
fernen  Punkte  jedes  Kreises  auf  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise 
liegen,  und  da  diese  analytische  Linie  eine  unzerlegbare  Curve 
zweiten  Grades  ist,  so  können  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kreise, 
welche  auf  einer  der  gesuchten  Minimalflächen  liegen,   eine  unendlich 
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ferne  Linie  der  Fläche  nicht  erzeugen.  Je  zwei  unendlich  benach- 
barte Kreise  der  Schaar  müssen  daher  dieselben  unendlich  fernen 
Punkte  besitzen.  Mit  anderen  Worten :  Je  zwei  unendlich  benachbarte 
Kreise  der  Schaar  müssen  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Hieraus  ergibt 
sich,  dass  jede  der  gesuchten  Minimalflächen  längs  jedes  Kreises  der 
Schaar  von  einem  Kegel  oder  Cylinder  zweiten  Grades  berührt  wird. 
Durch  diese  Eigenschaft  ist  aber  die  Gesammtheit  aller  Minimalflächen, 
welche  eine  Schaar  reeller  Kreise  enthalten,  bestimmt.  (Siehe  Seite  200 
dieses  Bandes.) 

[Man  vergleiche  den  zuerst  von  Herrn  Geiser  für  algebraische 
Minimalflächen  ausgesprochenen  Satz  (Mathematische  Annalen,  Band  3, 
S.  530 — 534),  welcher  für  alle  Minimalflächen,  die  eine  Schaar  reeller 
algebraischer  Curven  enthalten ,  mit  der  näheren  Bestimmung  gilt, 
dass  keine  dieser  Flächen  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Rau- 
mes den  unendlich  fernen  Kugelkreis  gemeinsam  hat.] 

Ebenso  kann  die  Aufgabe  gestellt  werden:  Alle  Minimalflächen 
zu  bestimmen,  welche  eine  Schaar  reeller  Parabeln  enthalten.  Alle 
bis  jetzt  bekannten  Minimalflächen,  welche  eine  Schaar  reeller  Para- 
beln enthalten ,  werden  längs  jeder  Parabel  der  Schaar  von  einem 
Cylinder  berührt.  Herr  Studiosus  Peche  hat  dem  Verfasser  einen 
Beweis  für  den  Satz  mitgetheilt,  dass  jede  Minimalfläche,  welche  eine 
Schaar  reeller  Parabeln  enthält,  die  angegebene  Eigenschaft  besitzt. 
Durch  diese  Eigenschaft  ist  die  Gesammtheit  aller  Minimalflächen, 
welche  eine  Schaar  reeller  Parabeln  enthalten,  bestimmt.  Jede  Mini- 
malfläche  nämlich,  welche  eine  reelle  Parabel  enthält  und  längs  der- 
selben von  einem  Cylinder  berührt  wird,  hat  die  Eigenschaft,  eine 
Schaar  reeller  Parabeln  zu  enthalten. 

Man  kann  diese  Flächen  ohne  Ausnahme  durch  einen  angemesse- 
nen Grenzübergang  aus  denjenigen  Minimalflächen  erhalten ,  welche 
von  einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  umhüllt  werden. 

Zu  den  Minimalflächen,  welche  eine  Schaar  reeller  Parabeln  ent- 
halten, gelangte  Enneper,  von  der  Aufgabe  ausgehend:  Alle  Mini- 
malflächen  zu  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  bei 
der  durch  parallele  Normalen  vermittelten  conformen  Abbildung  der 
Minimalfläche  auf  die  Kugel  den  Meridianen  der  Kugelfläche  eine 
Schaar  von  ebenen  Curven  der  Minimalfläche  entspricht. 

(A.  Enneper:  lieber  Flächen  mit  besonderen  Meridiancurven, 
Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
GSttingen,  Band  29,  Seite  49-50.) 
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Bei   geeigneter  Wahl    des    Coordinatensystems    wird    für    diese 
Minimalflächen  die  Function  ^(s)  durch  die  Gleichung 


gW=2^-  +  «i(|-^) 


bestimmt,  in  welcher  a  und  b  zwei  reelle  Constanten  bezeichnen.  Die 
Ebenen  der  Parabeln  schliessen  bei  jeder  von  diesen  Minimalflächen 
mit  einer  festen  Ebene  einen  Winkel  von  constanter  Grösse  ein. 

Man  vergleiche  die  Abhandlung  des  Herrn  Hja Im ar  Tallqvist 
,,Construction  eines  Modelies  einer  speciellen  Minimalfläche.**  (Öfver- 
sigt  af  Finska  Vetenskaps-Societetens  Förhandlingar,   B.  31.) 

Zu  Seite  ISS,   Ende  des  Abschnittes  IX, 
Siehe  Seite  224 — 240  dieses  Bandes. 


lieber  diejenigen  Minimalflächen,  welche  von  einer  Schaar 
von  Kegeln  zweiten  Grades  eingehüllt  werden. 

Zu  Seite  200,   Zeüe  9—25  vmi  oben. 

Siehe   den   Zusatz    zu   den   Seiten  186 — 187   auf  Seite  330  die- 
ses Bandes. 

Ueber  einige  nicht  algebraische  Minimalflächen,  welche 
eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthalten. 

Zu  Seite  209,  Zeile  1  vmi  oben. 
Siehe  Seite  285  des  zweiten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 

Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts  betref- 
fendes Problem  der  Variationsrechnung. 

Zusatz  zu  den  Seiten  229 — 234, 
Der  Fundamentalsatz 

F-S  =  j[]f(l-coscö)dF 

kann  auch  wie  folgt  analytisch  bewiesen  werden. 

Es  bezeichne  q>{x,y,0)  einen  Zweig  einer  analytischen  Function 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  Xj  y,  8  des  Punktes  P,  eindeutig  erklärt 
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mit  dem  Charakter  einer  ganzen  Function   für   alle,    einem  gewissen 
Theile  R  des  Raumes  angehörenden  Punkte  P. 

Es  bezeichne  s  einen  variablen  Parameter  und  es  sei 

die  Gleichung  einer  Schaar  von  Flächenstücken  derselben  constanten 
mittleren  Krümmung. 

Der  angegebenen  Voraussetzung  zufolge  geht  durch  jeden  Punkt 
P  des  Raumtheiles  R  ein  einziges  Flächenstück  der  Schaar  hindurch. 

Wird 

d 


dx 

_d_ 
•      äy 

dz 


9(^»y^^)  =  ^li^iVi^)  =  9>i^ 


<p{x,y,z)  =  (p,{x,y,z)  =  9p,. 


9{^,y,^)  =  9»(^?y»^)  ==  9>3» 


% 


gesetzt,    so  besteht  für  alle,   dem  Gebiete  R  angehörenden  Punkte  P 
die  Gleichung 

dX      dY_     ^  ^  ^ 

dx        dy        dz  ' 

wo  A  eine  Constante  bezeichnet. 

Es  bezeichne 

R'  einen  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer 
Flächen  begrenzten  Theil  des  Gebietes  JR, 

V  das  Volumen  desselben, 

F'  den  Flächeninhalt  der  Oberfläche  des  Gebietes  22', 

dV'  =  dxdydz  die  Grösse  eines  Elementes  des  Volumens  V, 

dF'  den  Flächeninhalt  eines  Elementes  der  Oberfläche  des  Ge- 
bietes -B'. 

Die  Grösse  cd  werde  erklärt  als  der  Winkel,  den  die  nach  aussen 
gerichtete  Normale  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  des  Gebietes  R' 
mit  der  positiven  Richtung  der  Normale  des  durch  denselben  Punkt 
hindurchgehenden  Flächenstückes  der  betrachteten  Schaar  einschliesst. 

Aus  der  Gleichung 


''"■=(f+f+^)^*'^ 
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ergibt  sich  durch  Integration  über  alle  Elemente  des  Gebietes  R  die 
Gleichung 

lY'  =  ffcoB  o  dF\ 

wobei  auf  der  rechten  Seite   dieser  Gleichung   die  Integration   über 
alle  Elemente  dF'  der  Oberfläche  des  Gebietes  R'  auszudehnen  ist. 

Es  kann  nun  der  Fall  eintreten,  dass  ein  Theil  der  Oberfläche 
des  Gebietes  R'  von  einem  Flächenstücke  S  der  betrachteten  Schaar 
gebildet  wird,  während  längs  dieses  Theiles  der  Oberfläche  des  Ge- 
bietes R'  der  Winkel  w  den  Werth  0  hat.  Wird  mit  dF"  ein  Element 
desjenigen  Theiles  F"  der  Fläche  F'  bezeichnet ,  welches  übrig  bleibt, 
wenn  das  Flächenstück  S  von  der  Oberfläche  F'  weggenommen  wird, 
so  ergibt  sich,  wenn  die  Grösse  des  Flächeninhalts  des  Flächenstückes 
S  ebenfalls  mit  S  bezeichnet  wird, 

AV  =  S+ffGOQodF". 

Bezeichnet  nunmehr  dF  den  Flächeninhalt  eines  Elementes  eines 
dem  Flächenstücke  S  benachbarten  Flächenstückes  F,  welches 

1)  innerhalb  des  Gebietes  R  liegt, 

2)  von  derselben  Linie  L  begrenzt  wird,  von  welcher  das  Flächen- 
stück S  begrenzt  wird,  und  welches 

3)  die  Eigenschaft  besitzt ,    mit  Hinzunahme  der  Fläche  F"   ein 
Volumen  von  der  Grösse  V  zu  begrenzen, 

so  ergibt  sich 

AV  =  ff  cos  CO  dF  +  ff  cos  codF", 

und  durch  Subtraction 

S  =  ff  cos  (X)dF. 

Folglich  besteht,   wenn   die  Grösse  des  Flächeninhalts  des  Flächen- 
stückes F  ebenfalls  mit  F  bezeichnet  wird,  der  Satz 

F-S  =  ff{l-cos(o)diF. 

Zu  diesem  Beweise  ist  Folgendes  zu  bemerken: 

Für  den  Fall,  dass  die  constante  mittlere  Krümmung  der  Flächen- 
stticke  der  betrachteten  Schaar  den  Werth  0  hat,  ist  der  Grösse  A 
der  Werth  0  beizulegen  und  die  dritte  der  angegebenen  Bedingungen 
fortzulassen;  es  ergibt  sich  dann  aus  dem  Vorstehenden  ein  neuer 
Beweis  für  den  auf  Seite  227 ,  Zeile  1  von  oben ,  mitgetheilten  Fun- 
damentalsatz. 
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Ist  hingegen  die  constante  mittlere  Krümmung  der  Flächenstücke 
der  betrachteten  Schaar  nicht  gleich  0,  so  ergibt  sich  aus  dem  Vor- 
stehenden ein  Beweis  für  einen  neuen,  die  Flächen  constanter  mitt- 
lerer Krümmung  betreffenden  Lehrsatz. 

,,Das  betrachtete,  von  der  Linie  L  begrenzte,  einer  Fläche  con- 
stanter mittlerer  Krümmung  angehörende  Flächenstück  S,  welches  unter 
Zuhülfenahme  eines  beliebigen ,  von  derselben  Linie  L  begrenzten 
Flächenstückes  F"  einen  körperlichen  Raum  von  dem  Volumen  V 
begrenzt,  besitzt  kleineren  Flächeninhalt,  als  alle  anderen,  dem 
Flächenstück  S  hinreichend  nahe  liegenden,  von  derselben  Randlinie  L 
begrenzten  Flächenstücke  F,  welche  unter  Hinzunahme  des  Flächen- 
stückes P'  einen  körperlichen  Raum  von  demselben  Volumen  V  be- 
grenzen.*^ 

Man  kann  nun  folgende  Frage  aufwerfen. 

Eine  Fläche  constanter  mittlerer  Krümmung  sei  gegeben. 

Die  Begrenzungslinie  L  eines  bestimmten ,  einfach  zusammen- 
hängenden Stückes  S  dieser  Fläche  sei  zugleich  die  Begrenzungslinie 
eines  zweiten,  einfach  zusammenhängenden  Flächenstückes  F",  welches 
ausser  den  Punkten  der  gemeinsamen  Begrenzungslinie  L  mit  dem 
Flächenstücke  S  keinen  Punkt  gemeinsam  hat,  im  Uebrigen  aber 
keiner  Beschränkung  unterliegt. 

Die  Grösse  des  Volumens  des  von  den  Flachenstücken  S  und  F" 
begrenzten  körperlichen  Raumes  werde  mit  V  bezeichnet. 

Man  betrachtet  alle  einfach  zusammenhängenden,  von  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  gebildeten,  dem 
Flächenstücke  S  hinreichend  nahe  liegenden ,  von  der  Randlinie  L 
begrenzten  Flächenstücke  F,  welche  mit  dem  Flächenstücke  F"  zusam- 
men einen  körperlichen  Raum  begrenzen,  dessen  Volumen  die  Grösse 
V  hat. 

Unter  welchen  Bedingungen  besitzt  das  betrachtete  Flächenstück 
S  kleineren  Flächeninhalt  als  alle  übrigen,  den  angegebenen  Bedin- 
gungen genügenden  Flächenstücke  F?. 

Eine  erschöpfende  Antwort  auf  diese  Frage  ist  meines  Wissens 
bisher  noch  nicht  gegeben  worden.  Durch  die  angeführte  Schluss weise 
wird  die  angegebene  Frage  wenigstens  für  einen  Theil  der  in  Be- 
tracht kommenden  Fälle  in  bejahenden  Sinne  beantwortet.  Insbeson- 
dere besitzt  das  Flächenstück  S  stets  dann  die  angegebene  Eigen- 
schaft des  Minimums,  wenn  das  sphärische  Bild  des  Flächenstückes  S 
ganz  in  dem  Inneren  einer  Halbkugel  Platz  findet. 
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Zusatz  jsu  Seüe  241,     Zweiter  Theü. 

Die  in  dem  zweiten  Theile  dieser  Abhandlung  mitgetheilten  Tlnter- 
suchnngen  haben  durch  Herrn  E.  Picard  eine  bemerkenswerthe  Aus- 
dehnung erfahren.  Man  sehe  dessen  Abhandlung:  ^Sur  une  classe  d'equa- 
tions  iineaires  aux  derivees  partielles  du  second  ordre^^  Acta  mathematica, 
tome  XTT,  p.  323 — 338,  sowie  die  in  den  Comptes  rendus  des  stences 
de  TAcadömie  des  sciences  de  Paris,  Deuxifeme  semestre  1889,  p.  499 — 
501,  enthaltene  Mittheilung  desselben  Gelehrten :  ^^Sur  la  determinaiion 
des  integrales  de  certaines  equations  aux  derivees  partielles  par  leurs  va- 
leurs  sur  un,  contour."^ 

Zusatz  zu  Seite  268^   Zeile  16  von  oben. 

Ein  ganz  im  Endlichen  liegendes,  zweifach  zusammenhängendes 
Stück  M  einer  Minimalfläche,  welche  von  einer  Schaar  von  Kegeln 
zweiten  Grrades  eingehüllt  wird ,  sei  so  beschaffen ,  dass  längs  jeder 
der  beiden  Begrenzungslinien  desselben  die  Fläche  von  je  einer  Ke- 
gelfläche der  Schaar  berührt  wird.  , 

Die  Untersuchung,  unter  welchen  Bedingungen  dieses  Flächen- 
stück kleineren  Flächeninhalt  besitzt,  als  jedes  andere,  demselben 
hinreichend  nahe  liegende  und  von  denselben  Begrenzungslinien  be- 
grenzte Flächenstück,  kann  wie  folgt  gefuhrt  werden. 

Auf  Grund  der,  auf  den  Seiten  192 -- 198  dieses  Bandes  mitge- 
theilten Formeln  gehe  man  von  dem  betrachteten  zweifach  zusam- 
menhängenden Minimalflächenstücke  M  zu  dem  sphärischen  Bilde 
desselben  und  von  diesem  zu  der  conformen  Abbildung  des  Flächen- 
stückes M  auf  die  Ebene  {w)  über,  deren  Punkte  die  Werthe  der 
complexen  Grösse  w  =  u+vi  geometrisch  darstellen. 

Ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kann 
man  annehmen,  dass  das  dem  Flächenstücke  M  entsprechende  Gebiet 
der  Ebene  {tv)  von  einem  Parallelstreifen 

gebildet  wird,  wobei 

-.jr'<v<:0<:t;"<:  JT'. 

Hierauf  gehe  man  zu  einer  speciellen  Minimalfläche  der  auf  S.  197 
und  S.  198  dieses  Bandes  betrachteten  von  drei  Parametern  «,  ^,  y 
abhängenden  Schaar  von  Minimalflächen  über,  indem  man 

«  =  0,    /J  =  0,    y  =  1 

setzt.    Diese  specielle  Minimalfläche  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Mit- 
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telpunkte  aller  der  betrachteten  Schaar  angehörenden  Kegelflächen  auf 
einer  Geraden,  nämlich  auf  der  Geraden  x^=  0,   y^,  =  0  liegen. 

Das  dem  betrachteten  Minimalflächenstücke  M  entsprechende,  der 
znletzt  betrachteten  speciellen  Minimalfläche  angehörende  Flächen- 
stück möge  mit  3W  bezeichnet  werden. 

Wenn  nun  die  dritten  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  den 
Werthen  v  =  v',  v  =  v"  entsprechenden  einhüllenden  Kegel  bezieh- 
lich  mit  -er^  und  je^  bezeichnet  werden,  wenn  also 

y  _   1  7PU'i\     ..cnt/idnv'i       .  _   1  ^,  «^     ,  cnt;"idnt;"t 
^         t      ^    '^  snv*      '     °  t      ^     '^  snvt 

gesetzt  wird  (siehe  S.  197,  Zeile  5  von  oben),  so  sind  drei  Fälle 
möglich : 

I.  <  >  <,     II.  z',  =  ^:,    m.  <  <c  <. 

In  dem  ersten  dieser  drei  Fälle  schneiden  alle  Tangentialebenen 
des  Flächenstückes  SR  die  g-Axe  ausserhalb  der  Strecke  sf^^e^^js:'^. 
Jeder  dieser  Strecke  angehörende  Punkt  hat  daher  von  allen  Tan- 
gentialebenen des  Minimalflächenstückes  SB  einen  von  0  verschiede- 
nen Abstand  und  es  besitzt  daher  —  siehe  den  auf  Seite  188  und 
auf  Seite  239  dieses  Bandes  ausgesprochenen  Lehrsatz  —  das  Mini- 
malflächenstück  M  ein  Minimum  des  Flächeninhalts. 

Der  zweite  der  angegebenen  drei  Fälle  entspricht  dem  auf 
Seite  240  dieses  Bandes  unter  11  angegebenen  Grenzfalle.  (Siehe 
auch  Seite  158  und  Seite  265  dieses  Bandes.) 

In  diesem  Falle  besitzt  das  Minimalflächenstück  SK  nicht  ein 
Minimum  des  Flächeninhalts.  Das  Minimalflächenstück  M  besitzt, 
insofern  auf  dasselbe  die  auf  Seite  267  dieses  Bandes  angegebene 
Schlussfolgerung  Anwendung  findet,  ebenfalls  nicht  ein  Minimum  des 
Flächeninhalts.  Die  beiden  Kegelflächen ,  welche  das  Minimalflächen- 
stück M  längs  der  Begrenzung  desselben  berühren,  bilden  zusammen- 
genommen für  das  Minimalflächenstück  M  die  auf  Seite  266  dieses 
Bandes  in  Betracht  gezogene  Hüllfläche  4>. 

Der  dritte  der  angegebenen  drei  Fälle  entspricht  dem  auf  den 
Seiten  159  und  240  dieses  Bandes  in  Betracht  gezogenen  dritten 
Falle ;  es  tritt  daher  in  diesem  Falle  ein  Miniraum  des  Flächeninhalts 
nicht  ein. 

In  Folge  des  Umstandes,  dass  die  Entscheidung  darüber,  wei- 
se b  w  a  r  < ,  OeMmmelte  Abhandlungen.  I.  22 
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eher  von  den  drei  Fällen  eintritt,  nur  abhängt  von  den  Coordinaten 
z\  und  dl  der  Mittelpunkte  derjenigen  beiden  Kegel,  von  denen  das 
betrachtete  Minimalflächenstück  M  längs  seiner  Begrenzung  berührt 
wird,  kann  dieser  Entscheidung  folgende  geometrische  Form  gegeben 
werden. 

Man  denke  sich  zwei,  von  den  Mittelpunkten  P^  und  PJJ  der  den 
Werthen  t;  =:  v',  v  =  v"  entsprechenden  Kegel  ausgehende,  der  z- 
Axe  des  Coordinatensystems  parallele  Strahlen  P^Q'  und  PJJC*  con- 
struirt.  Es  werde  festgesetzt,  dass  die  Richtung  des  Strahles  P^^' 
mit  der  negativen,  die  Richtung  des  Strahles  PqC  mit  der  po- 
sitiven Richtung  der  jer-Axe  übereinstimmen  soll. 

Beide  Strahlen  fallen  mit  den  ausgezeichneten  Hauptaxen  der 
betrachteten  beiden  Kegel  zusammen. 

Denkt  man  sich  nun  die  beiden  Mittelpunkte  PJ  und  P^  durch 
eine  geradlinige  Strecke  verbunden,  so  hat  der  Linienzug  (^ 'P\'BW 
eine  der  folgenden  drei  Gestalten: 

Fig.  65.  Fi«r.66  Fi«.  67. 
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Jenaclid«m  die  Winkel  Q' P'.P",  und  P'.P'^Q' 

spitze,  rechte,  oder  stampfe 

Winkel  sind,   tritt  der  CTste,   der  zweite,   oder  der   dritte  der  drei 
angeführten  Fälle  ein. 

Für  den  Fall  des  Catenoids  fallen  die  beiden  Strahlen  P^^'  und 
f^  Q*  in  dieselbe  Gerade ,  nämlich  in  die  Kotationsaxe  des  Cate- 
noids, und  es  geht  das  angegebene  Unterscheidungsmerkmal  genau 
in  dasjenige  über,  welches  für  Zonen  des  Catenoids  zuerst  von  Herrn 
Lindelöf  angegeben  worden  ist. 


GdttinKon,  Drnek  der  DieterieVscheu  Univ.-Bachdrnckerei  (W.  Fr.  Kaestner). 


Gesammelte 

Mathematische  Abhandlungen 


H.  Ä.  Schwarz. 


Zweiter  Band. 

Mit  26  Textfignren. 


Berlin. 

Verlag  von  Julius  Springer. 

1890. 


Gdttliigoii,  Druck  der  Dieterich'solieii  TTniT.-Bnchdniekerei  tob  W.  Fr.  K»  et  tu  er. 


Vorwort  zum  zweiten  Bande. 


Während  in  dem  ersten  Bande  die  auf  die  Theorie  der  Flächen 
kleinsten  Flächeninhalts  sich  beziehenden  Abhandlungen  des  Unter- 
zeichneten vereinigt  sind,  enthält  der  vorliegende  zweite  Band  alle 
anderen  seit  dem  Jahre  1863  vom  Unterzeichneten  veröffentlichten 
mathematischen  Abhandlungen. 

Die  Reihenfolge,  in  welcher  diese  Abhandlungen  zum  Abdrucke 
gebracht  sind,  stimmt  im  Allgemeinen  mit  der  Zeitfolge  ihrer  ersten 
Veröffentlichung  überein. 

Die  Aufnahme  eines  neuen  Abdruckes  der  in  den  Jahren  1881 — 
1885  vom  Unterzeichneten  veröffentlichten  ^^Formeln  und  Lehrsätze 
zum  Gebrauche  der  elliptischen  Functionen^  in  die  vorliegende  Samm- 
lung erschien  aus  verschiedenen  Gründen  nicht  thunlich.  Ein  Neu- 
druck dieser  ^Formeln  und  Lehrsätze^  ist  in  Vorbereitung. 

Die  einzelnen  Abhandlungen  dieses  Bandes  sind  vor  dem  Ab- 
drucke einer  sorgfaltigen  Durchsicht  unterzogen  worden ;  eine  grössere 
Zahl  von  Stellen  erscheint  in  neuer  Bearbeitung.  Die  Abhandlung 
^Zur  Theorie  der  Abbildung",  Seite  108 — 132  dieses  Bandes,  ist  vor 
dem  Abdrucke  theilweise  umgearbeitet  worden. 

Am  Ende  des  Bandes  befinden  sich  Anmerkungen  und  Zusätze 
zu  einzelnen  Stellen  der  in  diesem  Bande  enthaltenen  Abhandlungen. 

Bei  der  Correctur  der  einzelnen  Druckbogen  dieses  Bandes  bin 
ich  von  Herrn  Dr.  Haussner  in  dankenswerther  Weise  unterstützt 
worden. 

Göttingen,  im  April  1890. 

H.  A.  Schwarz. 


» 


I 

] 


Inhaltsverzeichniss  zum  zweiten  Bande. 


Soita 

Elementarer  Beweis  des  Pohlke sehen  Fandamentalsatzes  der  Axonometrie. 

Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  63,  Seite  309—314.    .      1 

De  superficiebns  in  planum  explicabilibus  primorum  septem  ordinum. 

Inauguraldissertation.  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band 
64,  Seite  1—16 8 

Ueber  die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades. 

Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  67,  Seite  23—57    .    .    25 

üeber  einige  Abbildungsaufgaben. 

Aus  einer  Mittheilung  an  Herrn  Richelot  in  Königsberg.  Journal  für 
reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  70,  Seite  105 — 120 .65 

Gonforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines  Tetraeders  auf  die  Oberfläche  einer  Kugel. 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  70,  Seite  121—186.    .    84 

Notizia  sulla  rappresentazione  conforme  di  un'  area  ellittica  sopra  un*  area  circolare. 
Annali  diMatematica  pura  ed  applicata,  II*  serie,  tomo  IIP,  pag.  166— 170.  102 

Zur  Theorie  der  Abbildung. 

Theilweise  Umarbeitung  der  in  dem  Programme  der  eidgenössischen  polytech- 
nischen Schule  in  Zürich  für  das  Schuljahr  1869—70  veröffentlichten  Abhand- 
lung  108 

d^u        d*ti 
(Ueber  die  Integration  der  partiellen  Difiierentialgleichung  -^-^  -f  -^-^  =  0   für 

die  Fläche  eines  Kreises. 
Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich,   15ter  Jahr- 
gang,   Seite  113 — 128.   —    Diese  Abhandlung  bildet  einen  Bestandtheil  der 
auf  den  Seiten  175—210  dieses  Bandes  abgedruckten  Abhandlung.) 

Ueber  einen  Grenzübergang  durch  alternirendes  Verfahren. 

Auszug' aus  einem  am  30.  Mai  1870  in  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in 
Zürich  gehaltenen  Vortrage.  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft in  Zürich,    15ter  Jahrgang,  Seite  272-286 138 

Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  -^^  -f  -^-^  =  0  unter 

vorgeschriebenen  Grenz-  und].ünstetigkeitsbedingungen. 
Im  October  1870  von  Herrn  Weierstrass  der  Königlichen  Akademie  der 
Wissenschaften   zu  Berlin   mitgetheilt.  —  Monatsberichte  der  Königlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,   Jahrgang  1870,  Seite  767—795.    .  144 


l. 


YI  InhaltSTerzeicbniss. 

Seit« 

Mittheilung  über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Qanssische  hypergeometrische 
Beihe  F{a^ß^Y^x)  eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Elementes 
darstellt. 
Anszng  ans  einem  am  22.  Augast  1871  in  der  Sitzung  der  mathematischen 
Section  der  Schweizerischen  Naturforschenden  ^Gesellschaft  gehaltenen  Vor- 
trage. —  Verhandlungen  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Gesellschaft, 
Jahrgang  1871,  Seite  74—77 172 

Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  — — -  4-  -g-r-  =  0. 

Journal  f&r  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  74,  Seite  218 — 253. 
[Diese  Abhandlung  enthält  als  einen  Bestandtheil  eine  im  15ten  Jahrgange 
der  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich,   Seite 

113—128,  zuerst  veröffentlichte  Abhandlung.] 175 

d't«        d*tf 
üeber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  -^— -  4.  _  -—  s=:  0 

oar         oy^ 

für  die  Fläche  eines  Kreises 175 

Fortsetzung  und  Erweiterung  der  in  den  vorhergehenden  Paragpraphen  ent- 
haltenen Untersuchungen 190 

üeber  diejenigen  Fälle,   in  welchen  die  Gaussische  hypergeometrische  Reihe 
eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Elementes  darstellt. 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  75,  Seite  292—335.     .  211 

üeber  ebene  algebraische  Isothermen. 

Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  77,  Seite  38 — 46.   .    .  260 

Beispiel  einer  stetigen  nicht  differentiirbaren  Function. 

Eine  der  mathematischen  Section  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft am  19.  August  1873  gemachte  Mittheilung.  —  Archives  des  Scien- 
ces physiques  et  naturelles,  Genftve,  Septembre  1873,  p.  33 — 38.  —  Verhand- 
lungen der  Schweizerischen  Naturforschenden  Gesellschaft,  Jahrgang  1873, 
Seite  252—258 269 

üeber  ein  vollständiges  System  von  einander  unabhängiger  Voraussetzungen  znm 

Beweise  des  Satzes 

g    (mx.y)\  ^     d    (df(x,y)\ 
dy  \     dz      /  dx\      dy      J' 

Eine  der  mathematischen  Section  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft am  19.  August  1873  gemachte  Mittheilung.  —  Archives  des  Scien- 
ces physiques  et  naturelles,  Genöve,  Septembre  1873,  p.  38 — 44,  Novembre 
1873,  p.242.  —  Verhandlungen  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft, Jahrgang  1873,  Seite  259—270 275 

üeber  diejenigen  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen, 
welche  eine  Schaar  rationaler,  eindeutig  umkehrbarer  Transformationen  in  sich 
selbst  zulassen. 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  87,  Seite  139—145.    .  285 

Essai  d'une  dämonstration  d'un  th^or^me  de  Gäomätrie,  rddigd  sur  l'invitation  de 
M.  Charles  Hermite. 
Journal  de  Mathdmatiques  pures  et  appliqudes ,  troisiäme  s^rie ,   tome  VI, 
p.  111—114.    Avril  1880 292 

Verallgemeinerung  eines  analytischen  Fundamental satzes. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  U^  serie,  tomo  X^  pag.  129—136.  296 


Inhaltsrerzeichniss.  VII 

Seite 

Aus  sag  aas  einem  Briefe  an  Herrn  F.  Klein. 

Mathematische  Annalen,  Band  21,  Seite  157—160 803 

Demonstration  ^l^mentaire  d'one  propriätä  fondamentale  des  fonctions  interpolaires. 
Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  yol.XYII,  p.  740— 742. 
Säance  da  11  Jain  1882 807 

Sar  nne  ddfinition  erron^e  de  Paire  d'une  sarface  coarbe. 

Communication  faite  k  M.  Charles  Hermite.  —  Cours  de  M.  Her- 
mite,  profess^  pendant  le  2«  semestre  1881 — 82,  second  tirage,  Paris  1888, 
p.  35—36 309 

Bestimmang  der  scheinbaren  Grösse  eines  EUipsoids  für  einen  beliebigen  Pankt 
des  Baames.  ** 

Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  and  der 
Georg-Angusts-UniTersität  zu  Göttingen,  Jahrgang  1883,  Seite  89—50.      .    .  812 

Zar  conformen  Abbildung  der  Fläche  eines  Rechtecks  auf  die  Fl&che  einer  Halb- 
kugel. 
Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  and  der 
Georg-Augusts-Üniversit&t  zu  Göttingen,  Jahrgang  1883,  Seite  51—60.    .    .  320 

Beweis  des  Satzes,  dass  die  Kugel  kleinere  Oberfläche  besitzt,   als  jeder  andere 
Körper  gleichen  Volumens. 
Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften   und  der 
Georg-Augusts-Üniversität  zu  Göttingen,  Jahrgang  1884,  Seite  1 — 18.   .    .    .  827 

Beweis  eines  für  die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  in  Betracht  kommen- 
den Hülfssatzes. 
Siehe  die  Abhandlung  des  Herrn  G.  Gantor:  Beweis,  dass  eine  für  jeden 
reellen  Werth  von  x  durch  eine  trigonometrische  Reihe  gegebene  Function 
f(x)  sich  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  dieser  Form  darstellen  lässt.  Jour- 
nal für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  72,  Seite  141 841 

Beweis  des  Satzes,   dass  unter  allen  einem  spitzwinkligen  Dreiecke  eingeschrie- 
benen Dreiecken  das  Dreieck  der  Höhenfusspunkte  den  kleinsten  Umfang  hat. 
Nach  einem  Manuscripte  des  Verfassers  zuerst  auf  den  Seiten  728  und  729 
des  zweiten  Bandes  der  gesammelten  Werke  Jacob  Steine  r's  veröffentlicht 
und  irrthümlich  Jacob  Steiner  zugeschrieben 844 

Bemerkung  zu  der  Mittheilung  des  Herrn  Weierstrass:  Zur  Theorie  der  aus 
n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen  Grössen. 
Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  and  der 
Georg-Augusts-üniTersität  zu  Göttingen,  Jahrgang  1884,  Seite  516—519.   .  346 

Anmerkungen  und  Zusätze  zum  zweiten  Bande 850-S70 


V 


Berichtigungen. 


Zum    ersten  Bande. 

Seite  199j  Zeile  15  von  oben. 

1  AV 

Es  muss  heissen:  y,  =  -^E'—kK\      z\ — ttt"  =  1»      T  =  0. 


Zum  zweiten  Bande. 

Seife  8y  Fussnote,   Zeile  4  von  unten. 
Statt  pag.  16  ist  zu  lesen  pag.  160. 

Seite  9,  Fussnote. 
Die  Abhandlung  des  Herrn  Cayley:  On  certain  developable  sur- 
faces  steht  im   6ten  Bande    des  Quarterly  Journal   of  Mathematics. 

Seite  11,  Fussnote,   Zeile  4  von  unten. 
Statt  pag.  418 — 429  ist  zu  lesen  pag.  418— 425. 

Seite  16y  Zeile  14  von  oben. 
Statt  IQ  dt  ist  zu  lesen  10  d^'. 

Seite  167,  Zeile  13  von  unten. 
Statt  (p{^]J^)  ist  zu  lesen  9)(^;^o). 

Seite  172,   Zeile  5  von  oben. 
Statt  ;, Sitzungsberichte"  muss  es  heissen  ;, Verhandlungen*^. 


Elementarer  Beweis  des  Pohlke sehen 
Fundamentalsatzes  der  Axonometrie. 


Jonrnal  fBr  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  68,  S.  809—814. 

Herr  Pohlke  hat  um  das  Jahr  1853  den  Satz  aufgestellt  und 
bewiesen,  dass  drei  in  einer  Ebene  unter  verschiedenen 
Winkeln  von  einem  Punkte  ausgehende  Strecken  von 
beliebiger  Länge  stets  als  eine  (schiefe)  Parallelpro- 
jection  von  drei  aufeinander  senkrechten  Strecken  von 
gleicher  Länge  angesehen  werden  können. 

Da  dieser  Satz  irrthümlicherweise  Steiner  zugeschrieben  worden 
ist,  so  benutzt  der  Verfasser  die  sich  hier  darbietende  Gelegenheit, 
um  durch  Anführung  der  Thatsachen  das  Eigenthumsrecht  seines  ver- 
ehrten Lehrers  ausser  Zweifel  zu  stellen. 

Herr  Pohlke  theilte  den  in  Bede  stehenden  Satz  sowie  dessen 
Beweis  dem  verstorbenen  Steiner  mit.  Auf  einer  Reise  in  der 
Schweiz  im  Jahre  1856  erwähnte  der  Letztere  den  Pohlke  sehen 
Satz  bei  einer  Unterredung  mit  Herrn  von  Deschwanden,  dem 
damaligen  Director  der  eidgenössischen  polytechnischen  Schule  in 
Zürich.  Herr  von  Deschwanden  machte  gegen  den  Satz  einen 
Einwurf,  durch  welchen  Steiner  über  dessen  Richtigkeit  zweifel- 
haft wurde. 

Diesen  Vorgang  beschreibt  Steiner  selbst  in  einem  unter  dem 
30.  Juli  1868  von  Kirchberg  aus  an  Herrn  Pohlke  gerichteten  Brief 
und  zwar  folgendermassen : 

Als  ich  1856  in  Zürich  dem  Director  des  Polytechnikums, 
Herrn  von  Deschwanden  (aus  Unterwaiden),  vonHermPohlke 
sprach  und  hervorhob,  derselbe  habe  gefanden,  „dass  irgend  vier 
Punkte  in  einer  Ebene  immer  als  parallele  Projection  eines  recht- 
winkligen Dreibeines  anzusehen  seien^,   wendete  der  Director  so- 

Schwärs,  Gesammelte  Abhandlungen.  H.  1 
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fort  ein:    „aber  wie!    wenn    die    gegebenen  vier  Punkte  in  einer 
Geraden  liegen  ?^    Potz  blitz!  was  war  ich  da  verdutzt  und  wusste 
nichts  zu  stammeln,  als  für  diesen  Fall  müsse  man  sich  das  Drei- 
bein oo  klein  oder  oo  entfernt  denken,  —  was  aber   beides   nicht 
genügt;   ergo  Ihr  Beweis  wahrscheinlich   falsch.    Daher  mag   die 
Aufgabe  ins  Journal  kommen,  vorsetzend:  Nous  esperons  que  Mr. 
Pohlke   donne   la  dömonstration ,     wie    einst  Grergonne   mich 
provocirte.  *) 
Der  Einwand  wurde  von  Herrn  Pohlke  als  nicht  zutreffend  ent- 
kräftet ;  als  derselbe  gemacht  wurde,  mochte  man  wohl  nur  die  ortho- 
graphische Projection  im  Sinne  gehabt  haben,  daraus  erklärt  sich  der 
scheinbare  Widerspruch.    Man  thut  jedoch  vielleicht  besser,  den  obigen 
Grenzfall  von  der  Betrachtung  auszuschliessen. 

Herr  Pohlke  hat  den  angeführten  Satz  mit  Zuhülfenahme  einer 
Schaar  von  einfachen  Hyperboloiden  bewiesen,  welche  die  Projections- 
ebene  in  confocalen  Hyperbeln  schneiden  und  spater  aus  diesem  Be- 
weise eine  ziemlich  einfache  Construction  der  Bestimmungsstücke  ab- 
geleitet; er  sagt  in  der  ersten  Abtheilung  seiner  „Darstellenden  Geo- 
metrie" **)  S.  113 :  ^Der  Beweis  dieses  Satzes  scheint  nicht  elementar 
geführt  werden  zu  können,  wir  behalten  ihn  der  zweiten  Abthei- 
lung vor." 

Herr  von  Deschwanden  widmet  in  einem  Aufsatze  über  die 
„Anwendung  schiefer  Parallelprojectionen  zu  axonometrischen  Zeich- 
nungen" aus  dem  Jahre  1861  ***)  dem  Satze  einige  ausführlichere  Be- 
trachtungen, welche  jedoch  den  Gegenstand  nicht  erschöpfen  und  für 
den  allgemeinen  Fall  auch  nur  zu  einer  Näherungsconstruction  führen. 
Dem  Aufsatze  des  Herrn  von  Deschwanden  folgte  ein  Auf- 
satz von  Herrn  Kinkelin:  „Die  schiefe  axonometrische  Projec- 
tion" ****) ,  welcher  im  Wesentlichen  denselben  Gegenstand  rein  ana- 
lytisch behandelt.  (In  demselben  ist,  beiläufig  bemerkt,  bei  der  Inter- 
pretation einiger  Gleichungen  die  Richtung  der  Projectionsstrahlen 
mit  der  Richtung  der  Normalen  zur  Projectionsebene  verwechselt 
worden.) 

*)  Vergl.  über  diese  Unterredung  auch:  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschen- 
den Gesellschaft  in  Zürich.    6ter  Jahrgang,  1861.  S.  276. 
**)  Erste  Auflage.    Berlin  1860. 

**♦)  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.    6ter  Jahr- 
gang, S.  254—284. 

****)  Ebendaselbst  S.  358—367. 
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Ein  mit  den  Hülfsmitteln  der  darstellenden  Geometrie  geführter, 
elementarer  und  einfacher  Beweis  des  P oh Ik eschen  und  eines  noch 
etwas  allgemeineren  Satzes,  der  offenbar  in  die  Elemente  der  dar- 
stellenden Geometrie  gehört,  war  bis  jetzt  nicht  bekannt;  ein  solcher 
soll  hier  gegeben  werden. 

Wir  werden  den  Satz  beweisen: 

Hat  man  im  Räume  und  in  einer  Ebene  je  drei  von 
einem  Punkte  ausgehende  Strecken,  von  denen  die  er- 
sten drei  nicht  in  einer  Ebene,  die  zweiten  drei  nicht 
in  einer  Geraden  liegen,  so  kann  man  jedesmal  das  aus 
den  ersten  drei  Strecken  bestehende  Gebilde  durch 
parallele  Strahlen  auf  eine  Ebene  so  projiciren,  dass 
die  Projection  desselben  dem  aus  den  zweiten  drei 
Strecken  bestehenden  Gebilde  ähnlich  wird. 

Es  wird  gezeigt  werden,  dass  beide  Gebilde  ähnliche  ortho- 
graphische Projectionen  haben  müssen ;  ist  dieses  dargethan,  so  braucht 
man  bloss  die  absolute  Grösse  des  zweiten  Gebildes  in  dem  Maasse 
zu  verändern,  dass  die  orthographischen  Projectionen  beider  congruent 
werden ;  bringt  man  diese  dann  zur  Deckung,  so  ist,  weil  die  Projec- 
tionsstrahlen  zusammenfallen,  ein  dem  zweiten  ähnliches  Gebilde  eine 
Parallelprojection  des  ersten,  womit  die  Richtigkeit  des  ausgespro- 
chenen Satzes  bewiesen  ist. 

Wir  werden  im  Folgenden  von  zwei  Hülfssätzen  Gebrauch  machen : 

1.  Jedes  geradlinige  Dreieck  kann  auf  eine  passend 
zu  wählende  Ebene  orthographisch  so  projicirt  werden, 
dass  die  Projection  desselben  einem  gegebenen  gerad- 
linigen Dreiecke  ähnlich  wird. 

Gegeben  seien  zwei  geradlinige  Dreiecke  ABC  und  8183®.  Man 
construire  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC  ein  geradliniges  Dreieck 
A'BCf  welches  dem  gegebenen  Dreieck  SOS  ähnlich  ist,  und  lege  durch 
die  Punkte  A  und  A'  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Ge- 
raden BC  liegt.  Dieser  Kreis  schneide  die  Gerade  BC  in  den  Punkten 
D  und  E.  Bei  der  Projection  entsprechen  einander  die  einzelnen 
Winkel  der  rechtwinkligen  Dreiecke  DAE  und  DA'E.  Bezeichnet  E 
den  Scheitel  desjenigen  dem  Dreiecke  DAE  angehörenden  spitzen 
Winkels  J.£D,  welcher  grösser  ist  als  der  ihm  entsprechende  Winkel 
A'ED ,  so  ergibt  die  Richtung  der  Strecke  AE  die  Richtung  einer 
Geraden,  welcher  die  gesuchte  Projectionsebene  parallel  ist,  und  die 
Gleichung 
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ergibt  die  Grösse  des  Neigungswinkels  S  dieser  Projectionsebene  gegen 
die  Ebene  des  Dreiecks  ABC. 

Bei  dieser  Construetion  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Richtungen 
der  beiden  Strecken  AA'  und  BC  mit  einander  nicht  einen  rechten 
"Winkel  einschliessen ;  tritt  dieser  Fall  ein,  so  vereinfacht  sich  die 
Construetion. 

Es  gibt  im  Allgemeinen  zwei  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  Drei- 
ecks ABC  symmetrisch  liegende  Schaaren  von  Parallelebenen,  welche 
so  beschajBFen  sind,  dass  die  orthographische  Projection  des  Dreiecks 
ABC  auf  jede  dieser  Ebenen  dem  Dreiecke  81S3S  ähnlich  ist. 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Behauptungen 
ist  leicht  zu  führen.*) 

2.  Damit  von  zwei  vierpunktigen  ebenen  Grebilden 
das  eine  ähnlich  sei  einer  Parallelproj  ection  des  andern, 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  algebraischen 
Verhältnisse  der  Inhalte  dreier  entsprechenden  Drei- 
ecke für  beide  Gebilde  dieselbe  Grösse  haben. 

Der  Beweis  kann  etwa  folgendermassen  geführt  werden.  Man 
verändere  die  absolute  Grösse  des  einen  Gebildes  in  der  Weise,  dass 
man  beide  Gebilde  mit  zwei  entsprechenden  Paaren  von  Punkten  zur 
Deckung  bringen  kann.  Bierbei  fallen  auch  zwei  auf  der  Verbindungs- 
linie liegende  Diagonalpunkte  des  einen  der  beiden  Vierecke  mit  den 
denselben  entsprechenden  Diagonalpunkten  des  anderen  Vierecks  zu- 
sammen,  woraus  das  Behauptete  erhellt. 

Für  den  besonderen  Fall,  in  welchem  ein  Dreieck  seinem  ent- 
sprechenden in  der  Weise  ähnlich  ist,  dass  entsprechende  Punkte 
Scheitel  gleicher  Winkel  sind,  sind  beide  Gebilde  einander  ähnlich. 

Hieraus  ergibt  sich,  da  zufolge  des  ersten  Hülfssatzes  jedes  Drei- 
eck orthographisch  so  projicirt  werden  kann,  dass  es  einem  gegebenen 
ähnlich  wird,  dass  die  für  den  zweiten  Hülfssatz  aufge- 
stellte Bedingung  auch  noch  dafür  hinreichend  ist,  dass 
das  eine  der  beiden  vierpunktigen  Gebilde  eine  or- 
thographische Projection  habe,  welche  dem  andern 
ähnlich  ist. 


*)  Yergl.  Qu  gl  er,  Lehrbach  der  descriptiyen  Geometrie.    Zweite  Auflage.    Statt- 
gart. 1857.  8  1^. 
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Die  gegebenen  drei  Strecken  im  Räume  seien  nun  OL,  OM,  ON 
und  mögen  als  die  Grundstrecken  eines  (schiefwinkligen)  räumlichen 
Coordinatensystems  angesehen  werden.  Die  drei  beliebig  in  einer 
Ebene  angenonunenen  Strecken  seien  0'-4,  O'B,  O'C;  es  soll  bewiesen 
werden,  dass  sich  im  Allgemeinen  das  ebene  Grebilde  O'ABG  abge- 
sehen von  der  absoluten  Grösse  als  eine  Parallelprojection  des  räum- 
lichen Gebildes  OLMN  ansehen  lässt. 

Wenn  dieser  Satz  richtig  ist,  so  erhält  man  die  Projection  P' 
eines  beliebig  im  Baume  liegenden  Punktes  P,  dessen  Coordinaten 
X  y  Pj  z  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  als  Anfangspunkt  und  die 
Strecken  OL,  OM,  ON  als  Grundstrecken  des  Coordinatensystems 
gegeben  sind ,  auf  folgende  "Weise.  Man  construire  ein  von  drei  ge- 
raden Strecken  OU,  UV,  VP  gebildetes  Polygon  OUVP,  dessen  Seiten 
in  der  angegebenen  Reihenfolge  den  drei  Grundstrecken  OL ,  OM,  ON 
beziehlich  parallel  sind.  Dieses  Polygon  projicire  man  auf  die  Ebene 
des  Gebildes  O'ÄBC  und  bezeichne  die  Projection  desselben  mit 
aU'V'P'.  Es  sind  dann  die  Projectionen  O'ü',  U'V,  FT'  der 
Strecken  OU,  UV,  VP  beziehlich  parallel  den  Strecken  O'A,  O'B,  OG 
und  zwar  bestehen  die  Gleichungen 

_  ou^  _  au'       _  uv^  _  u'v       _  Z?.  —  ^'^' 

^  ~    OL   ~    O'A  '      ^  ~   OM  ~    O'B'      ^  ~  ON  ~    aC  ' 

Hierdurch  ist  die  Lage  des  Punktes  P'  unzweideutig  bestimmt. 

Liegt  nun  P,  wie  für  die  Folge  angenommen  werden  soll,  in  dem 
durch  0  gezogenen  Projectionsstrahl ,  so  fallt  in  der  Projection  P' 
mit  0'  zusammen,  und  die  Projectionen  der  Strecken  OU,  UV,  VP  bilden 
ein  Dreieck  mit  der  Ecke  0',  dessen  Seiten  beziehlich  den  Strecken 
O'A,  O'B,  ffC  parallel  sind. 

Zeichnet  man  umgekehrt  ein  Dreieck  O'FG ,  dessen 
Seiten  aP,  FG,  GO'  den  Strecken  O'A,  O'B,  O'C  beziehlich 
parallel  sind,  so  sind,   wenn  der  obige  Satz  richtig  ist, 

O'F     FG      GO' 

OA  '  O'B  '  ac 

die  Coordinaten  eines  Punktes  des  durch  den  Coordi- 
natenanfang  gezogenen  Projectionsstrahls,  bezogen  auf 
die  Grundstrecken  OL,  OM,  ON. 

Wenn  die  Winkel  BO'C,  CO'A,  AOB  beziehlich  mit  a,/J,y  be- 
zeichnet werden,  so  bestehen  die  Beadehungen 


und 


Elementarer  Beweis  des  Pohlk eschen 
O'FiFGiGa  =  smai&mßisiay 


OA  '  OB  '  aC         O'A  '  O'B  '  ov    ~  ^-^^  ^  • -^^^ ^ • -^^^ -^• 

Ist  also  das  ebene  Gebilde  O'ABC  ähnlich  einer  Parallel- 
projection  des  räumlichen  Gebildes  OLMN,  so  kann  die 
Richtung  der  Projectionsstrahlen  keine  andere  sein, 
als  die  eben  bestimmte. 

Nun  kann  man  die  Grundstrecken  des  räumlichen  Coordinaten- 
systems  orthographisch  auf  eine  Ebene  projiciren,  welche  auf  der  so 
bestimmten  Richtung  senkrecht  steht. 

Wird  diese  Projection  mit  0"A'B'C'  und  werden  die  Winkel 
BVC',C'a'A\A'(y'B'  beziehlich  mit  «',/?',/  bezeichnet,  so  haben 
nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  die  Verhältnisse 

dieselbe  Grösse,  wie  die  entsprechenden  aus  dem  Gebilde  OABG  her- 
geleiteten Verhältnisse ;  also  ist  für  die  beiden  vierpunktigen  Gebilde 
C/ABCf  O'A'B'C  die  Bedingung  des  zweiten  Hülfssatzes  erfüllt. 

Das  räumliche  Gebilde  OLMN  und  das  ebene  Gebilde  O'ABCj 
haben  demnach  ähnliche  orthogi'aphische  Projectionen,  und  es  ist  daher, 
wie  schon  oben  unter  dieser  Voraussetzung  gezeigt,  das  ebene  Ge- 
bilde ähnlich  einer  Parallelprojection  des  räumlichen. 

Nach  dem  Gesagten  bietet  nun  die  Constniction  der  Bestimmungs- 
stücke in  jedem  einzelnen  Falle  keine  Schwierigkeit  dar. 

Es  gibt  nur  zwei  in  Bezug  auf  die  im  Vorhergehenden  bestimmte 
Richtung  der  Projectionsstralilen  symmetrisch  liegende  Schaaren  pa- 
ralleler Ebenen  von  der  Eigenschaft,  dass  die  (schiefe)  Projection 
des  gegebenen  räumlichen  Gebildes  OLMN  auf  eine  dieser  Ebenen 
dem  gegebenen  ebenen  Gebilde  O'ABC  ähnlich  ist. 

Diese  beiden  Schaaren  von  Ebenen  können  auch  in  eine  einzige 
Schaar  von  Ebenen  zusammenfallen,  welche  dann  mit  der  Richtung 
der  Projectionsstrahlen  einen  rechten  Winkel  einscliliessen. 

Umgekehrt  gibt  es  auch  für  die  Ebene  des  Gebildes  O'ABC  im 
Allgemeinen  zwei  Richtungen,  welche  gegen  die  Normale  zu  dieser 
Ebene  symmetrisch  liegen ,  in  welchen  gesehen ,  das  ebene  Gebilde 
O'ABC  als  orthographische  Projection   eines  dem  räumlichen  Gebilde 
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OLMN  ähnliclien  Gebildes  erscheint;  ein  Umstand,  welcher  für  An- 
wendungen wichtig  ist. 

Der  angegebene  Beweis  hört  auf  gültig  zu  sein,  wenn  einer  der 
ausgeschlossenen  Grrenzfalle  eintritt,  weil  dann  die  Voraussetzungen 
desselben  nicht  mehr  zutreffen;  dahin  gehört  z.  B.  auch  der  Fall,  in 
welchem  mehr  als  eine  der  drei  Strecken  0'-4,  O'JB,  O'C  die  Länge 
Null  hat.    Man  kann  siclx  jedoch  diesen  G-renzfaUen  beliebig  nähern. 

Durch  den  vorstehend  bewiesenen  P oh Ik eschen  Satz  erhält  die 
Axonometrie  den  wünschenswerthen  und  nothwendigen  Abschhiss  und 
ihre  Anwendung  zugleich  diejenige  Leichtigkeit ,  deren  sie  überhaupt 
fähig  ist. 

Zum  Schlüsse  sei  es  gestattet,  noch  einen  von  Herrn  Pohlke 
aufgestellten  Satz  anzuführen ,  der  sich  an  dessen  Beweis  des  obigen 
Satzes  unmittelbar  anschliesst,  wenn  man  die  Brennpunkte  jener 
Schaar  confocaler  Hyperbeln  ins  Auge  fasst,  zu  dem  man  jedoch  auch 
auf  elementarem  Wege  leicht  gelangen  kann. 

Irgend  zwei  zugeordnete  Durchmesser  und  die 
kleine  Axe  einer  Ellipse  sind  der  Richtung  nach  die 
orthographischen  Projectionen  dreier  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen;  die  Verhältnisse  der  halben  Durch- 
messer und  der  Excentricität  zur  halben  grossen  Axe 
sind  die  entsprechenden  Verkürzungsverhältnisse. 

Erst  nach  Beendigung  des  obigen  Aufsatzes  bin  ich  darauf  auf- 
merksam gemacht  worden,  dass  Steiner  im  Jahre  1858  im  SB*^®^ 
Bande  dieses  Journals  S.  377  (Vermischte  Sätze  und  Aufgaben  IV,  2) 
folgende  den  Pohlke  sehen  Satz  betreffende  Aufgabe  veröffentlicht  hat : 

Werden  die  Ecken -4,  JS,  C,  D  einer  gleichseitigen,  an 
derSpitze  rechtwinkligen,  dreiseitigen  Pyramide  nach 
irgend  einer  Richtung  auf  eine  beliebige  Ebene  prbjicirt, 
so  ist  die  Frage,  welche  Relation  zwischen  den  gegen- 
seitigen Abständen  der  Projectionen  -4,  ,JBj,(7i,Di  statt- 
finde? 

Steiner  verwirklichte  also  gleichzeitig  mit  dem  an  Herrn 
Pohlke  gerichteten  Brief  (S.  oben  S.  1)  die  darin  geäusserte  Ab- 
sicht, eine  Aufgabe  dieser  Art  in  das  Journal  zu  bringen,  und  die 
Fassung  derselben  bestätigt  vollkommen  die  meinen  Aufsatz  einlei- 
tenden thatsächlichen  Anführungen. 

Berlin,  im  December  1863. 


De  superficiebus  in  planum  explicabilibus 
primorum  Septem  ordinum. 


lüADgiuraldiflMrUtion.    Journal  fOr  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  64,  S.  1—16, 

Aequatio  plani  superficiem  in  planum  explicabilem  generantis  ab 
uno  parametro  pendet;  quamobrem 

ubi  xiyißiw  sunt  coordinatae^  forma  illius  est  generalis. 

Superficies  explicabiles ,  quae  primae  contemplanti  sese  offerant, 
eae  sunt,  in  quibus  haec  aequatio  rationcditer  a  parametro  pendet  sive 
hanc  habet  formam 

U  =  ae+  nhe^^+  ...  +  3  =  0, 

ubi  Ujbj  . . .  q  sunt  functiones  integrae  lineares  coordinatarum,  n  nume- 
rus integer. 

Si  numero  n  tribuuntur  valores  n  =  3,  4,  5,  bis  superficiebus  et 
earum  reciprocis  omnes  superficies  explicabiles  algebraicae  continentor, 
quae  ad  hoc  tempus  accuratius  sunt  disquisitae,  exceptis  duabus  super- 
ficiebus explicabilibus  octavi  ordinis ,  quarum  altera  duabus  super- 
ficiebus secundi  ordinis  inscripta  est,  id  est,  tangentibus  curvae 
intersectionis  generatur,  altera  duabus  superficiebus  secundi  ordinis 
circumscripta  est,  id  est,  planis  tangentibus  involvitur,  quae  illis  sunt 
communia.  *) 


*)  A.  Cayley,  Note  sur  las  Hyperddterminants.     Grelle,  Diarium  mathesis 

pnrae  et  applicatae,  vol.  34,  pag.  15,  1847. 
„  On  the  developable  surfaces  which  arise  from  two  sorüRces  of 

the  second  order.    The  Cambridge  and  Dublin  Math.  Joomftl' 
New  Seriee,  vol.  V,  pag.  46—58.    1850. 
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Quum  in  aeqnationem  plani  generantis  parameter  t  rationaliter 
ingrediatur,  bis  superficiebus  proprium  est,  quod  uno  piano  moto  gene- 
rari  possunt. 

Qnamobrem  vir  cel.  C  a  y  1  e  y  tales  superficies  planares  appellavit. 

„I  propose,  inquit*),  to  term  the  family  of  developables  treated 
of  in  this  paper  'planar  developables'.  In  general,  the  coefficients  of 
the  generating  plane  of  a  developable  being  algebraieal  fdnctions  of 
a  variable  parameter  t,  the  equation  rationalized  with  respect  to  the 
parameter  belongs  to  a  System  of  n  different  planes;  the  developable 
which  is  the  envelope  of  such  a  System  may  be  termed  a  'multiplanar 
developable'  and  in  the  particular  case  of  n  being  equal  to  unity,  we 
have  a  planar  developable.  It  would  be  very  desirable  to  have  some 
means  of  ascertaining  from  the  equation  of  a  developable  what  the 
degree  of  its  'planarity'  is.^ 

Huic  quaestioni  ita  responderi  potest. 

Omnes  curvae  planae,  quae  in  eadem  superficie  rectilinea  irredu- 
cibili  simplices  sitae  sunt,  praeter  generatrices  ipsas,  ad  eandem  clas- 
sem  algebraicam  pertinent  **) ;  nam  si  duas  contemplamur ,  unicuique 
puncto  alterius  per  rectas  superficiei  unum  punctum  alterius  algebraice 
respondet;  itaque  coordinatae  alterius  rationaliter  per  coordinatas  alte- 
rius ezprimi  possunt.  — 

Si  curva  algebraica  r*»  ordinis  -^ J^ —  q  punctis  duplicibus 

praedita  est,  coordinatae  ejus  rationaliter  possunt  exprimi: 

si  Q  =  Oj  sive  si  curva  maximo  numero  punctorum  duplicium  prae- 
dita est,  per  unam  variabilem, 

si  9  =  1,  per  unam  variabilem  et  radicem  quadratam  ex  functione 
integra  tertii  vel  quarti  ordinis  hujus  variabüis, 
si  (»  =  2,  per  unam  variabilem  et  radicem  quadratam  ex  functione 
integra  quinti  vel  sexti  ordinis; 

si  Q>2y  coordinatae  rationaliter  exprimi  possunt  per  unam  varia- 
bilem g  et  algebraicam  fanctionem  ejus  i},   quae  junguntur  aequa- 

A.  Cayley,  On  the  developable  deriyed  from  an  equation  of  the  fifth  order.    Ibidem 

pag.  162—159. 
„  On  certain  developable  surfaces.    The  Quarterly  Journ.  of  Math.    1868, 

pag.  108—126. 
Q.  Salmon,  Analytic  Geometry  of  three  dimensions,  pag.  253—256.     1862. 
♦)  Camb.  and  Dubl.  Math.  Journ.    N.  S.,  vol.  V,  p.  158. 
**)  Riemann,  Theorie  der  A  b e  1  sehen  Functionen.    Grelle,  Diarium  mathesis 
pnrae  et  applicatae,  vol.  54,  p.  188. 


10  ^6  superficiebus  in  planum  explicabilibus 

tione  fi^  ordinis  secundum  utramque  variabilem,  ubi  p  =  2fi-3 
aut  =  2^—2. 

In  casu  generali  coordinatae  non  possunt  rationaliter  exprimiper 
unam  variabilem  5  et  fonetionem  algebraicam  ejus  i^,  radicem  aequa- 
tionis  algebraicae  1^(6,  i])  =  0,  quae  secundum  variabilem  ly  inferioris 
ordinis  est  quam  /x**. 

In  classe  algebraica,  in  qua  una  Sectio  plana  simplex,  in  eadem 
tota  ponenda  est  superficies  rectilinea. 

Si  igitur  in  superficie  rectilinea  aut  una  recta  simplex  sita  est, 
quae  est  talis,  ut  per  eam  omnes  generatrices  superficiei  transeant, 
—  id  quod  in  superficiebus  explicabilibus  fieri  non  potest  — ,  aut  ima 
Sectio  conica  simplex ,  aut  una  curva  tertii  ordinis  puncto  duplici 
praedita,  aut  alia  curva  simplex  cum  maximo  numero  punctormn 
duplicium,  haec  superficies  rectilinea  in  ea  ponenda  erit  classe,  quae 
pertinet  ad  valorem  9  =  0. 

Idem  de  superficiebus  in  planum  explicabilibus  dicendum ;  aequatio 
plani  generantis  rationaliter  exprimi  potest  per  easdem  variabiles  J  et  1^. 

Si  igitur  m  est  ordo  curvae  recessus ,  x  ordo  curvae  duplicis 
superficiei  expUcabilis  r*^  ordinis,  erit 

Hie  numerus  q  si  aequalis  est  cifrae,  superficies  explicabilis  est  planaris, 
si  =  1  vel  =  2,  biplanaris;  si  9  est  >  2,  in  casu  generali  ordo  ph- 
narüatis  superficiei  explicabilis  est  i((>  +  3)  aut  ^{q  +  2), 

Jam  disquisitionibus ,  quae  sequuntur ,  demonstrabimus ,  omnes 
superficies  explicabiles  proprias  primorum  Septem  ordinum  esse  planares. 

Superficies  explicabiles  primorum  trium  ordinum  sunt  impropriae, 
id  est,  aut  coni  vel  cylindri,  aut  systemata  herum  reciproca,  systemata 
omnium  rectarum  curvam  planam  tangentium,  quae  quodanmiodo  pro 
superficiebus  explicabilibus  haberi  possunt.  Superficies  explicabiles 
proprias  tertii  ordinis  non  existere,  ita  demonstrari  potest.  Quaevis 
superficies  explicabilis  propria  curvam  cuspidalem  habet;  superficies 
tertii  ordinis  irreducibilis  praeter  rectam  curvam  duplicem  habere 
nequit;  recta  autem  curva  cuspidalis  superficiei  explicabilis  esse  non 
potest ;  ergo  omnes  superficies  explicabiles  tertii  ordinis  impropriae  sunt. 

Superficies  explicabiles  quarti  ordinis. 
Superficies  explicabiles  quarti  ordinis  earumque  proprietates  peni- 
tus  exploratae  sunt  a  geometris. 


primorum  septein  ordinnm.  H 

Omnes  superficies  explicabiles  qnarti  ordinis  inter  se  sunt  colli* 
neares  et  reciprocae;  aequatio  plani  generantis  hujus  formae  est 

ae+3bf+Qa  +  d  =  0, 

aequatio  superficiei  ipsius 

(ad-6c)«-4(6»-ac)(c*-M)  =  0. 

Curva  recessus  tertii  ordinis  est,  et  tangentibus  curvarum  tertii  ordinis 
duplicis  curvaturae  superficies  explicabiles  quarti  ordinis  generantur. 

Quodvis  planum  tangens  et  duas  generatrices  infinite  propinquas  et 
sectionem  conicam  exsecat;  si  duo  plana  tangentia  contemplamur, 
alteram  planum  tangit  sectionem  conicam  altero  piano  exsectam ;  duae 
sectiones  corneae  communem  habent  rectam  tangentem.  Hac  ratione 
data  est  constructio  syntbetica  superficiei  explicabilis  quarti  ordinis: 

Omnibus  planis,  quae  tangunt  duas  sectiones  conicas  in  planis 
diversis  sitas,  quibus  una  recta  tangens  est  communis,  circumscribitur 
superficies  explicabilis  quarti  ordinis. 

Generaliter  hoc  theorema  ita  exprimi  potest: 

Si  duabus  superficiebus  secundi  ordinis  una  recta  est  communis, 
superficies  explicabilis  et  inscripta  et  circumscripta  quarti  ordinis  est. 

Quaevis  superficies  explicabilis  quarti  ordinis  et  sibi  ipsa  est  reci- 
proca  et  reciproce  sita  secundum  infinitam  multitudinem  superficierum 
secundi  ordinis,  ex.  gr. 

Jk»a»-3**6»+3Ä;c»-flP=  0. 

Superficies  explicabiles  quinti  ordinis. 

Superficies  explicabiles  quinti  ordinis  earumque  proprietates  a  viris 
ill.  Cayley,  Chasles,  Cremona  tam  copiose  jam  examinatae 
sunt*),  ut  fere  nihil  nobis  relictum  sit. 


'*')  A.  Cayley,  On  the  developable  surfaces  which  arise  from  two  surfaces  of  the 

second  order.    L.  c. 
„  „Special  Qaintic  Developable."  Quart.  Journ.  1863.  pag.  114— 121. 

Gonf.  Salmon,  Anal.  Geom.  of  three  dim.  pag.  254. 

Chasles,  Propri^täs  des  courbes  h  double  courbure  du  quatrifeme  ordre  provenant 
de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre.    Comptes  rendus  de 
l'Acad^mie  des  Sciences,  vol.  54.    1862.    I.    pag.  317—824.  418—429. 
„  Propri^t^s  des  surfaces  developpables  circonscrites  ä  deux  surfaces  du  se- 

cond ordre.    Ibidem  pag.  715—722. 
L.  Cremona,  Sur  les  surfaces  developpables  du  cinquiäme  ordre.  Ibidem  pag.  604—608. 
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Quum  tarnen  methodus ,  qua  nos  rem  aggressi  sumas ,  adeo 
simplex  sit ,  ut  omues  propiietates  generales  ex  ea  quasi  ex  ipso 
fönte  deduci  possint,  has  superficies ,  primas  superficies  explicabiles 
proprias  imparis  ordinis,  examinemus  paullo  accuratius,  quam  ad  theo- 
rema  nostrum  demonstrandum  opus  est. 

Quodvis  planum  tangens  superficiem  explicabilem  quinti  ordinis 
duas  generatrices  infinite  propuiquas  et  curvam  tertü  ordinis  exsecat. 

Haec  curva  irreducibüis  est  et  generatricibus  in  puncto  non  sin- 
gulari  tangitur,  in  alio  puncto  secatur,  si  planum  tangens  curvam 
recessus  osculatur  in  puncto  non  singulari. 

Curva  recessus  superficierum  explicabilium  quinti  ordinis  superiorü 
ordinis  est  quam  tertii ;  nam  tangentibus  curvarum  tertii  ordinis  super- 
ficies explicabiles  quarti  ordinis  generari  vidimus. 

Quo  loco  planum  aliquod  curva  recessus  sive  cuspidaH  superfidei 
explicabüis  perforatur,  Sectio  plana  cuspide  praedita  est. 

In  puncto  osculationis  plani  tangentis  tria  puncta  curvae  recessus 
continentur ;  itaque  curva  plana  tertii  ordinis ,  in  hoc  piano  tangente 
sita,  una  cuspide  praedita  est;  plures  habere  non  potest. 

Inde  jam  concludere  possumus,  omnes  superficies  explicabiles  pro- 
prias quinti  ordinis  esse  planares. 

Omnes  curvae  tertii  ordinis  cuspide  praeditae  hac  forma  continentur 

aequatio  rectae  tangentis  est  at^+  3  hf+  d  =  0,  punctum  a  =  0,  &  =  0 
est  cuspis,  a  =  0  recta  tangens  cuspidem,  punctum  6  =  0,  d  =  0 
punctum  inflexionis,  recta  d  =  0  recta  tangens  inflexionalis. 

Planum  tangens  superficiem  explicabilem,  quod  ducitur  per  rectam 
d  =  0 ,  est  planum  tangens  inflexionale  sive  stationarium ;  praeter 
tres  generatrices  infinite  propinquas  sectionem  conicam  exsecat,  quae 
tangitur  priore  piano  superficiem  tangente,  itaque  etiam  recta  d  =  0, 
quae  est  intersectio  duorum  planorum. 

A  quovis  puncto  rectae  d  =  0  et  ad  sectionem  conicam  et  ad 
curvam  tertii  ordinis  una  recta  tangens  proficiscitur;  aequatio  plani 
per  has  rectas  ducti,  sive  plani  superficiem  explicabilem  generantis, 
Omnibus  reductionibus  factis  hujus  formae  est: 

Virum  cel.  Cayley,  qui  primus  haue  formam  tractavit,  fugit,  hanc 
generalem  esse  aequationem  plani  tangentis  superficierum  explicabüium 
quinti  ordinis. 
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Quum  quatuor  tantmn  plana  a,  b^  c,  e  in  hac  aequatione  invenian- 
txir,  concludimus : 

Omnes  superficies  explicabiles  quinti  ordinis  propriae  inter  se  sunt 
coUineares  et  redprocae. 

Omnes  sunt  praeditae  uno  piano  siationario  (e  =  0)  c^  uno  puncto 
sfationario  (a  =  0,  6  =  0,  c  =  0)  curvae  recessus. 

Si  ponitur  t  =  t^  et  t  ^^  —t^j  prodeunt  aequationes  planorum 

atl  +  Uii  +  6ctl  +  e  =  0, 
atl^Utl  +  6ctl  +  e  =  0; 

haec  plana  se  secant  in  recta  b  =  0,  atl+Qäl+e  =  0;  omnes  hae 
rectae  in  piano  6  =  0  sitae,  sectionem  conicam  6  =  0,  9c*— ac  ==  0 
circmnscribunt,  quae  est  curva  duplex  superficiei. 

Puncto  as=0,  c  =  0,  c  =  0  pro  centro ,  piano  6  =  0  pro  piano 
collineationis  sumptOy  altera  pars  systematis  cum  altera  erit  collinearis  atque 
cöllinearüer  sita;  valori  t  ^=  t^  respondet  ^  =  —  ^^. 

Collineationis  species  ea  est,  quae  vocatur  harmonica. 

Per  generatricem  aliquam  superficiei  transeunt  haec  plana 

U  =     at'+4:be+6ci*+    e  =  0, 
1   dU 


4i    ät   =     «^'+36^+3^  =0, 

-at^  +Gci^+Se  =  0. 

Piano  af+3ht  +  3c  =  0  circumscribitur  conus  36"— 4ac  =  0; 
hie  Conus  continet  lineam  recessus. 

Planum  '-at*+Qct*+Se  =  0  duas  continet  generatrices ,  quia 
idem  evadit  et  pro  valore  ^  =  ^^  et  pro  valore  t  =  ^t^]  praeterea 
ex  superficie  curvam  tertii  ordinis  cum  puncto  duplici  exsecat  et  curvam 
recessus  bis  tangit;  circumscribit  autem  conum 

ae  +  Sc"  =  0, 

qui  et  ipse  per  curvam  recessus  transit. 

Alterius  coni  centrum  a  =  0,  6  =  0,c=:0  positum  est  in 
superficie  alterius,  ita  tamen,  ut  commune  habeant  planum  tangens 
a  =  0;  contactus  igitur  üs  est  stationarius. 

Aequatio  superficiei  ipsius  has  accipit  formas: 

(1.)  aV-18a»c*e  +  54ei6*ce  +  81ac*-276*6-546V  =  0, 

punctum  a  =  p,  5  =s  0,  c  =  0  est  punctum  triplex  superficiei; 
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(2.)  (o»e-18a'c'+B4a&'c-276*)e  +  27o'(3ac-26')  =  0, 

piano  stationario  e  =  0  generatrix   iiiflexionalis  e  =  0,  e  =  0  triplex, 
Sectio  conica  6  =  0,  3ac— 26*  =  0  simplex  exsecatur; 

(3.)  a(ae-9c»)'+276'(2ace-6*c-2c»)  =  0, 

5  =  0,  ae— 9c*  =  0  est  sectio  conica  duplex  superficiei ; 

(4.)     a(ae  +  3c7-6c(a6  +  3c')(36'-4ac)-3e(36*-4ac)*  =  0. 

Omnes  superficies  secundi  ordinis  per  lineam  recessus  transeiintes, 
sive  circumscriptae  superficiei  explicabili,  hac  forma  continentur: 

(ae  +  3c')  +  r(36'-4oc)  =  0, 

binae  contactum  habent  stationarium ;  quaevis  praeterea  per  duas  ge- 
neratrices  superficiei  explicabilis  in  piano 

ar'+6cr-3c  =  0 

sitas  transit,  id  quod  ex  quarta  forma  aequationis  superficiei  intelligitur. 
Pro  coordinatis  punctorum  curvae  recessus  habemus  aequationes 


U^O      ^  =  0      ^=0 
'dt  '       df  ' 


vel  aequivalentes 


at^+2bt  +  c  =  0,     bt+2c  =  0,     c^+e  =  0] 
at^+3e         =0,     6^'— 2e  =  0;    rf'+e  =  0; 

vel 

aibicie  =  3  :  — 2^:  <*:  — ^*. 

Si  superficies  secundi  ordinis 

iÄ;*a'-2^-»6»+6A;»c»-e»  =  0, 

ubi  k  significat  numerum  constantem  arbitrarium,  pro  directrice  adh^- 
tur,  piano 

a^*+4W'+6c^*+e  =  0 
respondet  punctum 

:c:e  =  o  : 7-  :  -3- :  — -^n 

superficies  explicabilis  quinti  ordinis  et  sibi  ipsa  est  redproca  et  reciproce 

Je 
Sita;  valori  t  ^=  t^  respondet  t  =  -r-. 

Pro  valoribus  t  =  ±^k  generatrices  sibi  ipsae  respondent;  ita- 


primorum  Septem  ordinum.  15 

que  quaevis  hujusraodi  superficies  seeundi  ordinis  per  duas  generatriees 
transit.  * 

Hoc  theoremate  omnes  superficierum  explicabilium  quinti  ordinis 
proprietates  dualitatis  lege  conjunguntur. 

Cuique  superficiei  seeundi  ordinis  per  lineam  recessus  ductae 
respondet  altera  superficies  ejusdem  ordinis,  quae  tangitur  omnibus 
planis  superficiem  quinti  ordinis  tangentibus,  sive  quae  superficiei 
explicabili  inscripta  est. 

Omnes  hae  superficies  contactum  habent  stationarium ;  punc- 
tum contactus  situm  est  in  puncto  osculationis  plani  inflexionalis 
(c  =  0,c  =  0,6  =  0),  quo  piano  quatuor  puncta  curvae  infinite 
propinqua  continentur.  Duobus  illis  conis  seeundi  ordinis  36'— 4ac  =  0, 
ae  +  S(^  =  0  per  lineam  recessus  transeuntibus  respondent  duae  sec- 
tiones  conicae  e  =  0,  3ac— 26'  =  0;  6  =  0,  ae—9c^  =  0,  quas  supra 
invenimus;  punctum  e  =  0,  c  =  0,  6  =  0  iis  commune  est,  ita  qui- 
dem,  ut  planum  e  =  0  alterius  transeat  per  rectam  tangentem  6  =  0, 
e  =  0  alterius. 

Si  duabus  superficiebus  seeundi  ordinis  contactus  est  stationarius, 
inter  omnes  superficies  ejusdem  ordinis,  quae  per  intersectionem  earum 
duci  possunt,  duo  coni,  et  inter  omnes  superficies  seeundi  ordinis,  quae 
eidem  superficiei  explicabili ,  cui  illae  duae ,  inscriptae  sunt ,  duae 
sectiones  conicae  reperiuntur.  Aequationes  et  conorum  et  sectionum 
conicarum  semper  reduci  possunt*)  ad  formas  illas,  quas  supra  com- 
putavimus. 

Itaque  nascitur  theorema: 

Si  duahus  superficiebus  seeundi  ordinis  contactus  est  stationarius^ 
superficies  explicäbilis  et  inscripta  et  circumscripta  est  superficies  explica- 
büis  generalis  quinti  ordinis. 

Secundum  theorema,  quod  jam  a  viro  cel.  Poncelet  propositum 
est**),  superficiem  explicabilem  reciprocam  curvae  aUcujus  ejusdem  esse 
ordinis  atque  superficiem  explicabilem  tangentibus  illius  curvae  gene- 
ratam,  —  sive  superficies  duas  explicabiles,  quarum  altera  alterius  est 
reciproca,  ejusdem  esse  ordinis  — ;  secundum  hoc  theorema,  qualibet 
superficie  seeundi  ordinis  pro  directrice  adhibita ,  curvae  recessus 
superficiei   explicäbilis  quinti  ordinis  respondet  superficies  expUcabilis 

*)  A.  Gayley,  On  the  developable  surfaces  which  arise  from  two  surfaces  of 
tbe  second  order.    L.  c. 

**)  Poncelet,  Memoire  sur  la  Theorie  generale  des  polaires  r<Sciproque8.   Grelle, 
Diariam  mathesis  parae  et  applicatae,  vol.  4,  pag.  24. 
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quinti  ordinis;    superficiei   explicabili   quinti   ordinis   respondet  corva 
quarti*ordiiiis  cuspide  praedita. 

Si  earum  superficierum  secundi  ordinis,  quae  per  ipsam  curvam 
recessus  transeunt,  pro  directrice  sumimus  nnam,  superficies  explica- 
bilis  hujus  corvae  reciproca  ea  est,  quae  superficiei  secundi  ordinis  se- 
cundum  hanc  curvam  recessus  circumscribitur. 

Itaque  per  curvam  recessus  superficiei  explicabilis  quinti  ordinis 
caterva  superficierum  explicabilium  quinti  ordinis  transit,  quibus  unom 
idemque  est  planum  inflexionale  a  =  0,  (planum  tangens  cuspidem 
curvae  recessus  superficiei  principalis),  et  quarum  curvae  recessus 
cuspides  sitas  habent  in  generatrice  inflexionali  e  ==  0,  c  =s  0  super- 
ficiei principalis. 

Inter  easdem  superficies  inveniuntur  etiam  duo  Uli  coni  secundi 
ordinis.  Si  superficiem  secundi  ordinis  superficiei  explicabili  quinti 
ordinis  inscriptam  pro  directrice  sumimus,  superficiei  explicabili  re- 
spondet ea  curva,  secundum  quam  superficies  inscripta  superficiem 
explicabilem  tangit. 

Quaevis  superficies  secundi  ordinis  inscripta  tangit  superficiem 
secundum  curvam  quarti  ordinis  cuspide  praeditam;  omnes  hae  cu- 
spides sitae  sunt  in  puncto  osculationis  plani  inflexionalis  (e  =  0, 
c  =s  0,  &  =  0);  illa  autem  puncta,  quae  huic  puncto  curvae  recessus 
coUineariter  respondent,  sita  sunt  in  generatrice  curvam  recessus  in 
ipsius  cuspide  tangente  (a  =  0,  6  =  0). 

Praeterea  quaevis  superficies  inscripta,  sicut  quaevis  circumscripta, 
per  duas  generatrices  superficiei  transit. 

Inter  catervam  harum  curvarum  quarti  ordinis,  quae  reciproca 
est  catervae  superficierum  explicabilium  circumscriptarum,  etiam  doae 
illae  sectiones  corneae  reperiuntur. 

Restat,  ut  computemus  aequationem  catervae  superficierum  se- 
cundi ordinis  inscriptarum. 

Planum  quodvis,  quod  superficiem 

(ae  +  3c")  +  r(36»-4ac)  =  0 
tangit,  hac  aequatione 

(c-4cr)a'+66rft'-f  (6c-4ar)c'+aa'=  0 

exprimitur;  huic  piano  respondet,  superficie  secundi  ordinis 

^a*    -2ft"        +6c*      -c*  =  0 
pro  directrice  adhibita,  punctum 


j 
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dr         :      ¥    :         c"        :    e" 
=  3(c— 4cr) :  — 3ftr :  (c  —  fair) :  — a. 

Eliminatis  coordinatis  a:b:c:e  superficiei 

(aö  +  3c»)+r(3&»-4(w)  =  0, 

prodit  aequatio  superficiei  reciprocae,  superficiei  explicabili  inscriptae, 

6*-(aö-9c")r-.12ccr'+4cV  =  0. 

Hujus   fanctionis  discriminans  praeter  aequationem   superficiei   expli- 
cabilis  adhuc  tractatae  factorem  alienom  a'  continet. 

Superficies  explicabiles  sexti  ordinis. 

Superficies  explicabiles  sexti  et  septimi  ordinis  per  se  ipsae  ad- 
huc minus  disquisitae  sunt,  quamquam  ^singulae  speoies  earum  jam 
dudum  notae  fuerunt*). 

Vir  cel.  C  h  a  s  1  e  s  onrnes  species  superficierum  explicabilium  sexti 
ordinis  invenit**). 

Planum  tangens  ex  superficie  explicabili  sexti  ordinis  et  duas  gene- 
ratrices  infinite  propinquas  et  curvam  quarti  ordinis  exsecat,  quae 
curva  plus  tres  cuspides  habere  nequit.  Quamobrem  curva  recessus 
superficiei  explicabilis  sexti  ordinis,  quum  in  puncto  osculationis  plani 
tangentis  tria  puncta  contineantur ,  superioris  ordinis  esse  non  potest 
quam  sexti,  neque  inferioris  quam  quarti. 

Itaque  curva  quarti  ordinis  in  piano  tangente  sita  una  cuspide 
praedita  est. 

Jam  contemplemur  superficiem  explicabilem,  quae  est  reciproca 
eurvae  recessus  prioris  superficiei  explicabilis  et  quae  eadem  est  sexti 
ordinis. 

Si  in  quovis  piano  sita  sunt  m  puncta  eurvae  recessus  alterius 
superficiei  explicabilis,  a  quovis  puncto  proficiscuntur  m  plana  alte- 
ram  superficiem  explicabilem  tangentia.  Hinc  concludimus,  superficies 
explicabiles  sexti  ordinis  non  posse  superioris  classis  esse  quam  sextae, 
neque  inferioris  quam  quartae. 


*)  A.  Gayley,  G.  Salmon,  Chasles,  11.  cc.  6.  Salmon,  On  the  Classifi- 
cation of  cnrves  of  double  curvatnre.  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal 
N.  S.  vol.  V.,  p.  23—46. 

**)  Ghasles,   Digression  relative  auz  surfacos  d^veloppables  du  sizi^me  ordre. 
Comptes  rendus  vol.  64.    1862.    L    pag.  718. 

Schwarc,  Oeiainmelte  Ablumdlnngen.  n.  2 
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Classis  superficiei  explicabilis  eadem  est,  atque  classis  sectionis 
alicujus  planae  non  singularis.  Curvae  autemquarti  ordinis,  de  qui- 
bus  locuti  sumus,  quoniam  in  uno  piano  tangente  jam  sunt  sitae,  supe- 
rioris  classis  esse  non  possnnt  quam  quintae.  Curva  plana  quarti  or- 
dinis, una  cuspide  praedita,  quintae  aut  inferioris  classis  aliter  fieri  non 
potest,  nisi  praeter  hanc  cuspidem  duobus  punctis  duplicibus  prae- 
dita est. 

Quam  ob  causam  coordinatae  talis  curvae  rationaliter  per  unam 
variabilem  exprimi  possunt.    (Vide  pag.  9.) 

(hnnes  igüur  superficies  explicäbiles  sexH  ordinis  propriae  sunt  pla-^ 
nares. 

Continetur  autem  aequatio  plani  generantis  in  bis  formis: 

at^+4J)f+  6c^"+  4:dt  +  e  =0, 

ai^+hU^+lQce+lQdt  +  t>et+f  =  0/ 
af+Ut^  +  ...  +g  =  0. 

Sit  CT  s=  0  aequatio  plani  superficiem  explicabilem  generantis,  ab 
uno  parametro  t  rationaliter  pendens;  ponamus,  nullum  valorem  para- 
metri  huic  aequationi  identice  satisfacere. 

f)TT 

Aequationibus  CT  =  0  et  -^j-  =  0  pro  quovis  valore  parametri 

in  casu  generali  recta  determinatur,  quae  est  una  generatricium. 

Attamen  fieri  potest,  ut  bis  aequationibus  pro  uno  aut  pro  plu- 
ribus  singulis  valoribus  parametri  idem  planum  repraesentetur.    His 

/^  TT 

valoribus    ii    adnumerandi    sunt,    qui   aequationi  -^  =  0    identice 

satisfaciunt,  si  tales  exsistunt. 

Locum  autem  omnium  punctorum,  quorum  coordinatae  pro  eodem 
valore  parametri  bis  duabus  aequationibus  satisfaciunt,  invenimus,  si 
eam  functionem  coefficientium,  quae  vocatur  discriminans  functionis  Uj 
cifrae  aequalem  ponimus. 

Superficies  sie  determinata  ex  superficie  explicabili  irreducibili, 
involuta  piano  {7  =  0,  et  ex  singulis  pljanis  constat. 

Aequatio  superficiei  explicabilis  plus  semel  factor  discriminantis 
esse  potest,  in  quo  casu  U  rationaliter  pendet  a  functione  rationali 
non  lineari  parametri. 

Alia  autem  ratione  fieri  non  potest,  ut  sit  superficies  explicabilis 

inferioris  ordinis  quam  discriminans.    Superficies   explicabilis  involuta 

piano 

ü  =  af+Ut*+Gct^+4kdt  +  e  =  0, 
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re  Vera  sexti  ordinis  est.     Superficies  explicabilis  involuta  piano 

in  casn  generali  est  octavi  ordinis;  ut  ad  sextam  ordinem  reducatur, 
necesse  est,  pro  duobus,  aut  diversis,  aut  infinite  propinquis  valoribus 

f\  TT 

variabilis  <,    aequationes    f/  =  0  et  -^  =  0  idem  planum  reprae- 

sentare. 

His   conditionibus    si  satisfactum  est,    aequatio   plani  generantis 

adhibita  idonea   substitutione  lineari  f  =  - — --  aut  in  hanc  transit 

0^+  &xat'+  10cf+  10df+  Uft  +f  ^  Oy 

aut  in  hanc  formam  transformari  potest 

ai^+Ut'+lOct^+lOxfe+f  =  0. 

Etiam  superficies  harum  reciprocae  quintae  dassis  sunt. 

Superficies  generalis  explicabilis  sexti  ordinis  et  sextae  classis 
est  superficies  reciproca  ejus,  quae  generatur  piano 

at^+4be+6ct*+4:dt  +  e  =  0, 

ubi  inter  aequationes  planorum  a,  b^  c,  d,  e  aequatio  identica  intercedit 

aa+ßb  +  yc  +  8d  +  ee  =  0. 

Namque  si  superficies  est  sextae  classis,  curva  illa  quarti  ordinis 
piano  tangente  exsecta  quintae  classis  et  una  cuspide  et  duobus  punctis 
dnplicibus  praedita  est;  curva  igitur  recessus  quarti  ordinis  est,  ita- 
que  superficies  reciproca  quartae  classis.  —  De  curvis  duplicis  curva- 
turae,  quarum  tangentibus  singulae  species  superficierum  explicabilium 
sexti  ordinis  generantur,  infra  agemus. 

Superficies  explicabiles  septimi  ordinis. 

Ad  disquirendas  superficies  explicabUes  septimi  ordinis  utile  est 
theorema,  quod  ad  omnes  spectat  superficies  explicabiles  imparis  ordinis. 

Conus,  qui  ex  puncto  aliquo  spatii  curvae  recessus  superficiei  expli- 
cabilis r^  ordinis  circumscribitur,  r*"  classis  est.  Si  igitur  r  est  nu- 
merus impar,  hie  conus  semper  impari  multitudine  laterum  cuspida- 
linm  praeditus  est,  id  quod  fieri  nequit,  nisi  in  ipsa  curva  recessus 
impar  multitudo  cuspidum  sita  est. 

Curva  aliqua  plana  in  superficie  explicabili  r^  ordinis  sita  r**  or- 

2* 
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dinis  est ;  si  r  est  numerus  impar ,  imparem  multitudinem  taDgentium 
inäexionalium  habet.    Itaque  demonstravimus : 

In  qtiavis  superficie  cxplicahili  imparis  ordinis  impar  multitudo  et 
cuspidum  in  curva  recessus  süarum  et  planorum  tangentium  infkxknaliufn 
invenitur. 

Unmn  planrnn  tangens  inflexionale  ex  superficie  explicabili  sep- 
timi  ordinis  exsecat  tres  generatriees  infinite  propinquas  et  eurvam 
quarti  ordinis.  Fieri  potest,  ut  haec  curva  quarti  ordinis  ex  sec- 
tione  conica  duplici  constet;  sed  hanc  conditionem  postremo  loco 
tractabimus. 

Curva  quarti  ordinis,  neque  si  irreducibilis  est,  neque  si  ex  curva 
inferioris  ordinis  et  ex  singulis  generatricibus  constat,  plus  tres  cuspides 
habere  potest;  quamobrem  curva  recessus  superioris  ordinis  esse  non 
potest  quam  septimi,  quia  puncto  osculationis  plani  infiexionalis 
quatuor  puncta  continentur. 

Curva  recessus  superioris  ordinis  est,  quam  quarti;  nam  una  tan- 
tum  species  curvarum  duplicis  curvaturae  quarti  ordinis  cuspide  prae- 
ditarum  exstat,  quarum  tangentibus  superficies  expUcabiles  quinti  or- 
dinis generari  vidimus. 

Curva  recessus  neque  inferioris  ordinis  est  quam  quinti,  neque  su- 
perioris quam  septimi. 

Itaque  superficies  explicabiles  septimi  ordinis  inferioris  classis 
esse  non  possunt  quam  quintae,  neque  superioris  quam  septimae. 

Curva  quarti  ordinis  in  piano  inflexionali  sita  superioris  classis 
esse  non  potest,  quam  quintae,  quia  hoc  planum  inflexionale  pro  duo- 
bus  planis  tangentibus  habendum  est.  Si  igitur  haec  curva  quaxti 
ordinis  irreducibilis  est,  necesse  est,  duo  puncta  duplicia  accedere. 
Si  cuspis  illa  secundae  speciei  est,  necesse  est,  unum  punctum  duplex 
accedere. 

Sin  autem  curva  quarti  ordinis  constat  ex  curva  tertii  ordinis  et 
una  recta  generatrice,  haec  curva  tertii  ordinis  puncto  duplici  est 
praedita;  nam  omnes  curvae  tertii  ordinis  non  praeditae  puncto  du- 
plici sextae  sunt  classis. 

Si  curva  quarti  ordinis  ex  duabus  constat  generatricibus  et  sec* 
tione  conica,  hujus  coordinatae  rationaliter  per  unum  parametrum  ex- 
primi  possunt. 

Eestat  quod  supra  seposuimus,  ut  curva  quarti  ordinis  ex  sectione 
conica  duplici  constet.  Hujus  casus  disquisitio  cum  difficultate  ali- 
qua  videtur  conjuncta  esse.    Propterea  in  medio  relinquentes ,   num 
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tales  superficies  explicabiles  septimi  ordinis  exsistere  possint,  hoc 
demonstrabimus :  si  talis  superficies  exsistit,  aliud  in  ea  situm  est  pla- 
num inflexionale,  cujus  Sectio  non  est  sectio  conica  duplex,  quare 
haec  superficies  in  iis  superficiebus  continetur,  de  quibus  supra  dis- 
putavimus. 

Planum  inflexionale  in  puncto  osculationis  quatuor  puncta  cum 
curva  recessus  communia  habet;  si  plura  haberet,  plus  tres  genera- 
trices  in  hoc  piano  sitae  essent.  Praeter  haec  puncta  cum  iUa  com- 
mune habet  unum,  quia  curva  recessus  inferioris  ordinis  esse  non 
potest  quam  quinti.  In  hoc  puncto  recta  tangens  curvae  recessus  non 
sita  est  in  piano  inflexionali;  si  esset,  nova  generatrix  in  hoc  piano 
sita  esset.  Sectio  plana  superficiei  explicabilis  cuspide  praedita  est, 
quo  in  puncto  planum  ejus  curva  recessus  perforatur.  Haec  autem  sectio 
conica  duplex  nullam  praebet  cuspidem  primae  speciei.  Proinde  ne- 
cesse  est,  planum  osculans  curvam  recessus  in  eo  puncto,  in  quo  curva 
planum  dictum  inflexionale  perforat,  quatuor  puncta  infinite  propin- 
qua  continere.  Itaque  aut  hoc  planum  est  aliud  planum  inflexionale, 
aut  punctum  est  cuspis.  Cuspis  autem  esse  non  potest,  quia  cuspis 
curvae  recessus  est  punctum  triplex  superficiei  explicabilis,  ut  in 
superficiebus  explicabilibus  quinti  ordinis  punctum  a  =  0,  6  =  0, 
c  =  0,  pag.  13. 

Restat,  ut  planum  sit  aliud  planum  inflexionale.  Exemplo  sunt 
superficies  explicabiles  quinti  ordinis;  planum  6  =  0  exsecat  sectio- 
nem  conicam  duplicem;  curva  recessus  hoc  planum  in  puncto  6  =  0, 
c  =  0,  e  =  0  perforat;  e  =  0  est  planum  inflexionale. 

Aliud  exemplum  praebet  superficies  explicabilis  octavi  ordinis  in- 
voluta  piano 

ae+6xat^+15ct'+20X(a^+l&et^+g  =  0. 

Planum  tangens  inflexionale  a  =  0  exsecat  sectionem  conicam  dupli- 
cem 4^c— 15ß*  =  0;  planum  a  =  0  in  puncto  a  =  0,  g  =  0^  e  =  0 
curva  recessus  perforatur :  planum  g  =  0  est  planum  inflexionale. 

In  casu,  quem  tractamus,  novum  planum  inflexionale  tres  gene- 
ratrices  infinite  propinquas  et  curvam  quarti  ordinis  exsecat;  haec 
autem  non  potest  constare  ex  sectione  conica  duplici. 

Nam  si  res  ita  se  haberet,  in  superficie  explicabili  septimi  or- 
dinis duae  sectiones  conicae  sitae  essent,  quibus  unum  punctum 
esset  commune;  omnibus  autem  planis,  quae  tangunt  duas  sec- 
tiones conicas,  quibus  unum  punctum  est  commxme,  in  planis  diyersis 
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sitas,  circnmscribitur  superficies  explicabilis  sexti  ordinis  et  sextae 
classis.  *) 

Itaque  tales  superficies,  si  invenirentur,  jam  in  iis  essent  con- 
tentae,  de  quibus  supra  disputavimas. 

Semper  igitur  in  superficie  explicabili  septimi  ordinis  curva  sim- 
plex  invenitur,  cujus  coordinatae  rationaliter  per  unam  variabilem 
exprimi  possunt.     Consequitur  igitur  theorema: 

Omnes  superficies  expUcabües  septimi  ordinis  propriae  sunt  planares 
et  aut  quintae  aut  sextae  aut  septimae  classis. 

Itaque  demonstravimus,  quod  nobis  proposueramus : 

Omnes  superficies  explicabiles  propriae  primorum  Septem  ordinum  sunt 
planares. 

Proprietates  autem  superficierum  explicabilium  primorum  septem 
ordinum,  quae  in  singularitatibus  earum  positae  sunt,  hac  tabula  com- 
plectimur: 


m 

r 

n 

9 

h 

a 

ß 

X 

y 

7 

t 

k 

B 

3 

4 

3 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

5 

4 

2 

2 

1 

1 

2 

2 

0 

0 

0 

2 

4 
5 
6 

1   ^ 

[    6 
5 

1   4 

6 
4 
3 

3 

4 
6 

4 
2 

0 

0 
2 
4 

6 
5 
4 

4 
5 
6 

4 
2 
0 

0 
0 

0 

6 
4 
3 

6 
6 
6 

5 
6 
7 

!  ^ 

[    7 
6 

(    5 

10 

7 

5 

5 
7 

10 

5 
3 
1 

1 
3 
5 

10 

9 

8 

8 
9 
10 

7 
6 
5 

2 
1 
0 

22 

18 
15 

13 
12 
11 

In  hac  tabula  significatur 
litera 

m    ordo  curvae  recessus, 
r     ordo  superficiei  explicabilis, 
n     classis  superficiei, 

g    multitudo  tangentium  duplicium  sectionis  planae, 

h    multitudo  punctorum  duplicium  apparentium  curvae  recessus 

a    multitudo  planorum  tangentium  inflexionalium , 
ß    multitudo  cuspidum  curvae  recessus, 

X    ordo  curvae  duplicis  superficiei. 


*)  Gayley,  Salmon,  Ghasles,  11.  cc. 
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ff    multitado  tangentium  dnpliciom  apparentium  cnrvae  recessus  sive 
classis  ejus  superficiei  explicabilis,  quae  generatur  planis  curvam 
recessus  bis  tangentibus , 
y    multitudo  eorum  punctorum  curvae  recessus,  per  quae  alia  gene- 

ratrix  superficiei  transit  curvam  in  hoc  puncto  non  tangens, 
t     multitudo   punctorum,    per    quae    tres    generatrices    superficiei 

transeunt , 
k    multitudo  punctorum  duplicium  apparentium  curvae  duplicis  x^^ 

ordinis , 
R  ordo  superficiei  explicabilis  tangentibus  curvae  duplicis  x^^  ordinis 
generata. 
Singuli  numeri,    quorum  maxima   pars  jam  a  viris  ill.  Cayley, 
Salmon,  Chasles  reperta   est,    computati   sunt   secundum    aequa- 
tiones,   quas  viri  ill.  Cayley  et  Salmon  inter   singularitates   sim- 
plices    curvarum    duplicis    curvaturae   superficierumque  explicabilium 
intercedere  docuerunt.  *) 

Relinquitur,  ut  nonnuUas  proprietates  superficierum  explicabilium 
sexti  ordinis  exponamus. 

Curvae  recessus  sitae  sunt  in  una  dliqua  superficie  secundi  ordinis. 
Si  curva  quarti  ordinis  est,  est  intersectio  partialis  superficiei  secundi 
ordinis  et  superficiei  tertii  ordinis,  quarum  posterior  per  duas  rectas 
generatrices  ejusdem  catervae  prioris  transit.  Haec  curva  recessus 
generatricibus  alterius  catervae  ter,  alterius  semel  secatur.  —  Si 
curva  quinti  ordinis  est,  duas  habet  cuspides.  Per  eas  et  septem  alia 
puncta  curvae  si  superficiem  secundi  ordinis  ducimus,  tota  curva  in  hac 
superficie  sita  est,  quia  2-2  +  7  =  11  puncta  cum  ea  habet  communia. 
Praeter  hanc  superficiem  secundi  ordinis  caterva  superficierum  tertii 
ordinis  per  curvam  duci  potest,  quarum  quaeque  cum  superficie  se- 
cundi ordinis  unam  rectara  habet  communem.  Haec  curva  generatri- 
cibus alterius  catervae  ter,  alterius  bis  secatur.  —  Si  curva  sexti  or- 
dinis est,  quatuor  cuspidibus  est  praedita.  Per  has  quatuor  cuspides 
et  quinque  alia  puncta  curvae  si  ducimus  superficiem  secundi  ordinis, 
tota  curva  in  hac  superficie  sita  est,  quia  2*4  +  5  =  13  puncta  cum 
ea  habet  communia.    Praeter  hanc  superficiem  secundi  ordinis  caterva 


*)  A.  Cayley,  Sur  les  courbes  k  double  courbare  et  les  surfaces  däveloppables. 
Journ.  de  Math,  de  M.  Liouville,  vol.  X,  pag.  245.  1845.  Camb.  and  Dubl.  Math. 
Jonrn.  N.  S.  vol.  V,  pag.  18.  G.Salm  od,  Anal.  Geom.  of  three  dim.,  pag.  234—256; 
422—424. 
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sTiperficierum  tertii  ordinis  per  hanc  curvam  transit.  Quarom  unam 
exhibet  forma  aequationis  harum  superficienm, 

ace  +  26cd— od"— e6'— c*=  0, 

qnae  tangitur  onmibus  planis  superficiem  ipsam  tangentibus.  Hole 
superficies  explicabilis  inscripta  et  circumscripta  est. 

Ergo  habemus,  superficierum  explicabilium  reciprocarum  ratione 
habita,  theorema: 

Omnes  superficies  explicabiles  sexti  ordinis  alii  superß^iei  secundi  or- 
dinis sunt  inscriptae,  alii  drcumscriptae. 

Sunt  autem  superficies  explicabiles,  quibus  caterva  superficierum 
secundi  ordinis  inscribi  potest,  sunt,  quibus  circumscribi  potest: 
quae  eaedem  duabus  superficiebus  secundi  ordinis ,  quibus  contactus 
est  simplex,  circumscriptae  sunt  aut  inscriptae. 

Tabula  nostra  docet,  eas  superfi^cies  explicabiles,  quae  generantur 
tangentibus  curvarum  duplicium  in  superficiebus  explicabüibiis  sexti  or- 
dinis sitarum,  item  sexti  esse  ordinis.  Itaque  etiam  illae  superfides  ex- 
plicabiles sexti  ordinis  sunt,  quae  drcumscribuntur  omnibus  planis  duas 
gener atrices  earum  continentibus.  Vir  cel.  Chasles,  superficiem  ex- 
plicabilem,  quae  involvitur  omnibus  planis  bis  tangentibus  curvam 
recessus  superficiei  explicabilis  sexti  ordinis  et  quintae  classis,  sive 
per  binas  generatrices  hujus  superficiei  ductis,  quinti  ordinis  esse 
ratus  est*),  erronea  interpretatione  termini  „classis"  deceptus. 

Omnia  talia  problemata  geometrica,  quae  ad  solum  ordinem  et 
classem  systematis  geometrici  spectant,  ad  problemata  mere  algebraica 
revocari  posse,  ex  ipsa  eorum  natura  perspicuum;  donec  tamen  ho- 
rum  solutio  in  summa  generalitate  reperta  sit ,  infirmioribus  auxilüs 
ad  haec  minora  contendisse  non  poenitebit. 

Scripsi  Berolini  M.  Jun.  A.  MDCCCLXIV. 


*)  Chasles,  Digression  relative  aux  surfaces  d^yeloppables  da  sixi^me  ordre. 
L.  c.  pag.  719. 
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Journal  ftr  reine  und  angewandte  Maihemaiik,  Bd.  67,  S.  28—57. 

Die  vorliegende  Abhandlung  ist  eine  weitere  Ansfuhrung  einer 
Arbeit  über  die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades ,  welche  der 
Verfasser  im  Juni  1864  der  philosophischen  Facultät  hiesiger  Uni- 
versität vorgelegt  hat. 

Da  die  geradlinigen  Flächen  dritten  und  vierten  Grades  schon 
von  den  Herren  Cayley,  Cremona  und  Salmon  eingehend  unter- 
sucht worden  sind,  beschränkt  sich  der  Verfasser  im  Folgenden  auf 
die  Betrachtung  der  geradlinigen  Flächen  des  fünften  Grades,  ohne 
auf  diejenigen  der  niederen  Grade  einzugehen.  — 

Mit  Ausnahme  der  erzeugenden  Geraden  gehören  alle  ebenen 
Curven,  welche  auf  derselben  unzerlegbaren  geradlinigen  Fläche  liegen 
und  die  Eigenschaft  haben,  dass  im  Allgemeinen  durch  jeden  ihrer 
Punkte  nur  eine  Erzeugende  geht,  in  dem  von  Riemann  aufgestell- 
ten Sinne  zu  derselben  Klasse. 

Betrachtet  man  nämlich  irgend  zwei  einfache  ebene  Curven  auf 
derselben  unzerlegbaren  geradlinigen  Fläche,  von  welchen  keine  eine 
erzeugende  Gerade  ist ,  so  wird  jedem  nicht  singulären  Punkte  der 
einen  Curve  durch  die  Erzeugenden  der  Fläche  ein  Punkt  der  anderen 
Curve  auf  eindeutige  Weise  zugeordnet.  Da  die  erwähnte  Zuordnung 
durch  algebraische  Gleichungen  vermittelt  werden  kann,  so  lassen 
sich  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  einen  Curve  rational  aus- 
drücken durch  die  Coordinaten  des  diesem  Punkte  entsprechenden 
Punktes  der  anderen  Curve  und  umgekehrt. 

Aus  diesem  Grxmde  kann  man  die  geradlinigen  Flächen  nach  der 
Bie mann  sehen  Klasse  der  auf  ihnen  liegenden  ebenen  Curven  selbst 
in  Klassen  eintheilen.  (S.  d.  Verf. :  De  superfickbus  in  planum  expli- 
cabüibus  primorum  Septem  ordinum.  *) 

*)  Siehe  S.  10  dieses  Bandes. 
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Da  jede  Klasse  algebraischer  Functionen  einen  bestimmten  Rang 
Q  besitzt,  —  den  Begriff  Rang  in  der  von  Herrn  Weierstrass 
festgestellten  Bedeutung  verstanden  —  so  kommt  nach  dem  Vorher- 
gehenden jeder  unzerlegbaren  geradlinigen  Fläche  ein  bestimmter 
Rang  zu. 

Aus  der  Existenz  einer  einzigen  einfachen  geraden  Leitlime  auf 
der  geradlinigen  Fläche,  eines  einfachen  Kegelschnitts,  einer  einfachen 
Curve  dritten  Grades  mit  Doppelpunkt,  oder  überhaupt  einer  einfachen 
Curve  mit  der  grössten  Anzahl  von  Doppelpunkten  kann  nach  dem 
Vorhergehenden  der  Schluss  gezogen  werden ,  dass  die  geradlinige 
Fläche  den  Rang  Null  hat. 

Findet  sich  auf  der  geradlinigen  Fläche  eine  einfache  ebene  Curve 
dritten  Grades  ohne  Doppelpunkt,  eine  Curve  vierten  Grades  mit 
zwei  Doppelpunkten,  überhaupt  eine  einfache  ebene  Curve  n**"  Grades 

mit  -^ Y^ —  1  Doppelpunkten,  so  ist  die  Fläche  vom  Range  Eins. 

Enthält  die  geradlinige  Fläche  eine  einfache  ebene  Curve  vierten 
Grades  mit  nur  einem  Doppelpunkt,  so  ist  die  Fläche  vom  Range 
Zwei.    U.  s.  w. 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einer  algebraischen 
Fläche  lassen  sich  als  rationale  Functionen  zweier  variablen  Para- 
meter s  und  t  und  einer  algebraischen  Function  u  derselben  darstellen. 
Bei  den  geradlinigen  Flächen  ist  es  stets  möglich,  diese  Parameter 
so  zu  wählen,  dass  die  Ausdrücke  für  die  homogenen  Coordinaten 

ziyißito 

eines  beliebigen  Punktes  der  Fläche  ganze  lineare  Functionen  des 
einen  Parameters  s  sind,  während  die  algebraische  Grösse  u  nur  von 
dem  anderen  Parameter  t  abhängt. 

Der  andere  Parameter  t  kann  dann  so  gewählt  werden ,  dass  die 
Coordinaten,  wenn  q  =  0  ist,  in  Bezug  auf  denselben  rationale  ganze 
Functionen  sind;  wenn  q  =  1  ist,  rational  ausdrückbar  sind  durch  t  und 
eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  dritten  oder  vierten 
Grades  von  t ;  wenn  p  =  2  ist ,  rational  ausdrückbar  sind  durch  t 
und  eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  fünften  oder  sechs- 
ten Grades  von  t.  —  Der  Fall  q>2  führt  auf  höhere  algebraische 
Irrationalitäten. 

Diese  Beziehungen  gelten  auch  umgekehrt,  so  dass,  wenn  man 
für  xiyiJSfiw  Ausdrücke  setzt ,  die  in  Bezug  auf  t  und  u  rational, 
in  Bezug  auf  s  linear  imd  ganz  sind,  während  zwischen  den  Grossen 
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t  und  u  eine  unzerlegbare  algebraisclie  Gleichung  f{t,u)  =  0  besteht, 
man  eine  algebraische  geradlinige  Fläche  erhält,  welche  inj  Allge- 
meinen zu  derselben  Klasse  gehört,  wie  die  Grleichung  f{tju)  =«  0, 
und  von  demselben  Range  ist  wie  diese. 

Zur  geometrischen  Construction  der  besonderen  Fälle  der  gerad- 
linigen Flächen  fünften  Grades  werde  ich  mich  meist  der  Anschauung 
bedienen,  die  Flächen  entstehen  zu  lassen  als  geometrischen  Ort  der 
geraden  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  zweier  Curven, 
welche  in  der  Weise  auf  einander  bezogen  sind,  dass  jedem  Punkte 
der  «inen  ein  Punkt  der  andern  entspricht  und  umgekehrt. 

Für  die  analytische  Darstellung  werde  ich  annehmen,  es  seien 
aus  den  Ausdrücken  für  die  homogenen  Coordinaten  x\y:s:w  durch 
Elimination  von  s  zwei  in  Bezug  auf  x,y f^jiv  lineare  homogene 
Gleichungen  hergeleitet,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der 
Grössen  t  und  u  sind,  so  dass  die  Fläche  der  geometrische  Ort  der 
Durchschnittslinien  der  durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  ist. 

§1- 

Allgemeine  Untersuchung  der  verschiedenen  möglichen 

geradlinigen  Flächen  fünften  Grades. 

Eine  durch  eine  Erzeugende  einer  geradlinigen  Fläche  fünften 
Grades  gelegte  Ebene  hat  ausser  der  Erzeugenden  mit  der  Fläche 
noch  ein  ebenes  Curvengebilde  vierten  Grades  gemeinsam. 

Von  den  vier  Durchschnittspunkten  der  Geraden  mit  diesem  Ge- 
bilde ist  nur  einer  Berührungspunkt  der  Ebene  und  der  Fläche;  die 
anderen  drei  Durchschnittspunkte  sind  zugleich  Doppelpunkte  der 
Fläche,  durch  welche  daher  ausser  der  einen  Erzeugenden  noch  je 
eine  zweite  Erzeugende  der  geradlinigen  Fläche  hindurchgeht. 

Jede  Erzeugende  der  Fläche  wird  also  im  Allgemeinen  von  drei 
anderen  Erzeugenden  geschnitten,  und  es  gibt  daher  unendlich  viele 
Ebenen,  welche  durch  zwei  Erzeugende  der  Fläche  hindurchgehen. 

Die  Betrachtung  dieser  Ebenen  bietet  den  Ausgangspunkt  für 
unsere  Untersuchung. 

Jede  Ebene,  welche  durch  zwei  erzeugende  Gerade  einer  gerad- 
linigen Fläche  fünften  Grades  hindurchgeht,  schneidet  die  Fläche 
ausser  in  den  beiden  Geraden  noch  in  einem  Curvengebilde  dritten 
Grades.  Dieses  Gebilde  kann  unzerlegbar  sein  oder  selbst  wieder 
zerfallen. 
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Wenn  überhaupt  der  Schnitt  einer  Ebene  und  einer  unzerlegbaren 
geradlinigen  Fläche  zerfallt,  so  kann  derselbe  nur  in  eine  gewisse 
Anzahl  Erzeugende  und  einen  unzerlegbaren  Theil  von  der  Beschaffen- 
heit zerfallen,  dass  durch  jeden  Punkt  desselben  mindestens  eine  Er- 
zeugende geht,  vorausgesetzt,  dass  die  Fläche  nicht  eine  Kegel-  oder 
Cylinderfläche  ist  und  der  Schnitt  durch  dessen  Mittelpunkt  bezie- 
hungsweise den  Erzeugenden  der  Cylinderfläche  parallel  geführt  wird. 

Die  Kegel-  oder  Cylinderflächen  schliessen  wir  von  unserer  Be- 
trachtung aus. 

Im  vorliegenden  Falle  kann  der  unzerlegbare  Theil  sein  eine  ein- 
fache oder  mehrfache  Gerade,  durch  welche  alle  Erzeugenden  der 
Fläche  hindurchgehen,  oder  ein  Kegelschnitt,  oder  eine  Curve  dritten 
Grades. 

A,  Ist  der  unzerlegbare  Theil  eine  einfache  Gerade,  ein  Kegel- 
schnitt oder  eine  Curve  dritten  Grades  mit  einem  Doppelpunkt,  so 
ist  die  geradlinige  Fläche  vom  Eange  Null. 

Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  dass  auf  einer  unzerlegbaren  gerad- 
linigen Fläche  von  höherem  als  dem  vierten  Grade  nur  ein  einfacher 
Kegelschnitt  liegen  kann,  weil  durch  zwei  einfache  Kegelschnitte, 
welche  punktweise  eindeutig  auf  einander  bezogen  sind,  stets  eine 
geradlinige  Fläche  vierten  Grades  bestimmt  wird. 

B,  Ist  der  unzerlegbare  Theil  eine  Curve  dritten  Grades  ohne 
Doppelpunkt,  so  ist  die  geradlinige  Fläche  vom  Range  Eins. 

C,  Eine  })esondere  Betrachtung  ist  nun  für  den  Fall  anzustellen, 
dass  die  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  eine  gerade  Leitlinie  ent- 
hält, welche  eine  mehrfache  Linie  der  Fläche  ist. 

a.  Ist  die  Gerade  eine  zweifache ,  so  schneidet  jede  durch  die- 
selbe gelegte  Ebene  die  Fläche  noch  in  drei  Erzeugenden,  weil  der 
Schnitt  dieser  Ebene  ausser  der  zweifachen  Leitgeraden  keinen  nn- 
zerlegbaren  Theil  mehr  enthalten  kann. 

Durch  jeden  Punkt  der  Doppelgeraden  geht  nun  entweder  nur 
eine  von  ihr  selbst  verschiedene  Erzeugende,  und  dann  ist  die  Fläche 
vom  Range  Null,  oder  es  gehen  durch  jeden  Punkt  derselben  zwei 
von  ihr  verschiedene  Erzeugende  hindurch. 

Im  letzteren  Falle  geht  die  Ebene  dieser  beiden  Erzeugenden  im 
AUgemeinen  nicht  durch  die  Doppelgerade  hindurch. 

Gesetzt  nämlich ,  dies  wäre  der  Fall ,  so  enthielte  jede  durch  die 
Doppelgerade  gehende  Ebene  immer  zwei  Erzeugende,  welche  sich 
auf  der  Doppelgeraden  schneiden,  und  eine  dritte  Erzeugende,  welche 
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nicht  auch  noch  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  anderen  hindurch- 
gehen kann,  weil  die  Leitgerade  nur  eine  zweifache  ist. 

Diese  dritte  Erzeugende  schneidet  also  die  Doppelgerade  in  einem 
anderen  Punkte.  Durch  denselben  muss  noch  eine  zweite  Erzeugende 
der  Fläche  gehen,  die  aber  nicht  mehr  in  der  betrachteten  Ebene 
liegen  kann.  Die  Ebene  der  beiden  durch  den  letztgenannten  Punkt 
gehenden  Erzeugenden  enthält  also  die  Doppelgerade  nicht.  Die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Ebene  der  zwei  durch  denselben  Punkt  der  Doppel- 
geraden gehenden  Erzeugenden  die  Doppelgerade  stets  enthalten  könne, 
ist  demnach  für  den  Fall  einer  unzerlegbaren  geradlinigen  Fläche  als 
nicht  zulässig  erwiesen. 

Betrachten  wir  nun  den  Schnitt  der  Ebene,  welche  die  zwei  durch 
denselben  Punkt  der  Doppelgeraden  gehenden  Erzeugenden  enthält, 
so  kann  diese  keine  dritte  Erzeugende  mehr  enthalten,  weU  diese 
auch  durch  die  Leitgerade  gehen  müsste,  welche  der  Voraussetzung 
zufolge  nur  eine  doppelte  Linie  der  Fläche  ist.  Diese  Ebene  schneidet 
daher  aus  der  Fläche  entweder  eine  unzerlegbare  Curve  dritten  Grades 
(s.  A.  und  B.)  oder  eine  dreifache  Gerade  aus. 

Legt  man  im  letzten  Falle,  in  welchem  die  Fläche  eine  zweifache 
und  eine  dreifache  Leitgerade  hat,  durch  eine  Erzeugende  der  Fläche 
eine  Ebene ,  welche  keine  der  beiden  geraden  Leitlinien  enthält ,  so 
schneidet  dieselbe  die  Fläche  ausser  in  der  Erzeugenden  noch  in  einer 
ebenen  Curve  vierten  Grades,  welche  in  dem  Punkte,  in  welchem  die 
Ebene  von  der  dreifachen  Geraden  geschnitten  wird,  einen  Doppel- 
punkt besitzt. 

Enthält  nun  die  geradlinige  Fläche  keine  doppelte  Erzeugende, 
so  hat  die  Curve  vierten  Grades  keinen  weiteren  Doppelpunkt  und 
iflt  demnach  vom  Range  Zwei;  enthält  die  Fläche  aber  eine  oder  zwei 
Doppelerzeugende,  so  ist  dieselbe  vom  Range  Eins,  beziehungsweise 
vom  Range  Null,  weil  dann  die  Curve  vierten  Grades  noch  einen, 
beziehungsweise  noch  zwei  Doppelpunkte  erhält. 

Jede  geradlinige  Fläche  fünften  Grades,  welche  eine  doppelte  Er- 
zeugende enthält,  die  nicht  zugleich  eine  Leitgerade  ist,  enthält  un- 
endlich viele  ebene  Curven  dritten  Grades,  welche  aus  der  Fläche 
von  dem  Ebenenbüschel  ausgeschnitten  werden,  dessen  Axe  die  Doppel- 
gerade ist. 

b.  Ist  der  von  einer  Ebene,  welche  zwei  Erzeugende  enthält, 
ausgeschnittene  unzerlegbare  Theil  eine  dreifache  Gerade,  so  können 
drei  Fälle   eintreten;   durch  jeden  Punkt  derselben   gehen  entweder 
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nur  eine,  oder  zwei,  oder  drei  von  der  Leitlinie  verschiedene  Erzeu- 
gende hindurch. 

Geht  durch  jeden  Punkt  der  Leitlinie  nur  eine  von  derselben 
verschiedene  Erzeugende,  so  ist  die  Fläche  vom  Range  Null. 

Gehen  durch  jeden  Punkt  derselben  zwei  von  der  Leitlinie  ver- 
schiedene Erzeugende,  und  geht  die  Ebene  derselben  nicht  durch  die 
dreifache  Gerade,  so  hat  diese  Ebene  mit  der  Fläche  entweder  eine 
unzerlegbare  Curve  dritten  Grades,  —  für  eine  besondere  Lage  mög- 
licherweise einen  Kegelschnitt,  —  oder  eine  mehrfache,  —  in  diesem 
Falle  doppelte,  gerade  Leitlinie  gemeinsam.  Beide  Falle  sind  bereits 
erledigt. 

Geht  aber  die  Ebene  der  zwei  Erzeugenden  stets  durch  die  drei- 
fache Gerade  hindurch,  schneiden  sich  also  die  beiden  von  einer  be- 
liebigen durch  die  dreifache  Gerade  gelegten  Ebene  ausgeschnittenen 
Erzeugenden  stets  auf  der  dreifachen  Geraden,  so  gibt  es  ausser 
dieser  Geraden  und  möglicherweise  vorhandenen  Doppelerzeugenden 
keine  mehrfache  Linie  auf  der  Fläche. 

Legt  man  in  diesem  Falle  durch  eine  Erzeugende  eine  beliebige 
Ebene,  so  schneidet  diese  die  Fläche  noch  in  einer  Curve  vierten 
Grades ,  welche  an  der  Stelle,  wo  die  Ebene  von  der  dreifachen  Ge- 
raden geschnitten  wird,  einen  Doppelpunkt  besitzt.  Die  Fläche  ist 
also,  wenn  sie  nicht  Doppelerzeugende  enthält,  vom  Bange  Zwei. 

Ist  drittens  die  dreifache  Gerade  so  beschaffen,  dass  durch  jeden 
Punkt  derselben  drei  von  ihr  verschiedene  Erzeugende  gehen,  so  muss 
eine  Ebene  existiren,  welche  zwei  derselben  enthält,  ohne  die  drei- 
fache Gerade  zu  enthalten;  diese  Ebene  schneidet  nun  entweder  die 
Fläche  noch  in  einer  unzerlegbaren  Curve  dritten  Grades,  oder  in  einer 
mehrfachen  (zweifachen)  Geraden,  Fälle,  die  bereits  klassificirt  sind. 

Endlich  gehört  hierher  noch  der  Fall,  in  welchem  der  ausge- 
schnittene unzerlegbare  Theil  eine  dreifache  Gerade  ist,  mit  der  aber 
eine  der  beiden  Erzeugenden  stets  zusammenfallt;  die  Fläche  fünften 
Grades  enthält  dann  also  eine  vierfache  Gerade. 

Jede  Ebene,  welche  durch  eine  vierfache  Gerade  einer  Fläche 
fünften  Grades  gelegt  wird,  schneidet  die  Fläche  nur  noch  in  einer 
Geraden.  Daher  ist  jede  Fläche  fünften  Grades  mit  einer  vierfachen 
Geraden  eine  geradlinige  Fläche  und  ist  als  solche  vom  Range  Null. 

Wir  fassen  nun  die  Ergebnisse  der  Untersuchung  dieses  Para- 
graphen wie  folgt  zusammen: 

Eine  unzerlegbare  geradlinige  Fläche  fünften  Gra- 
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des,    welche   keine  Kegelfläche   ist,    ist   entweder   vom 
Range  Null,  oder  vomßange  Eins,  oder  vomRange  Zwei. 

Die  Flächen  vom  Range  Null  und  vom  Range  Eins 
enthalten,  mit  einer  gleich  anzugebenden  Ausnahme, 
eine  unendliche  Schaar  vonCurven  dritten  Grrades,  und 
demnach  ist  eine  solche  Fläche  geometrisch  construir-. 
bar  durch  Vermittelung  zweier  Curven  dritten  Grades, 
die  punktweise  eindeutig  auf  einander  bezogen  werden. 

Hiervon  sind  ausgenommen  und  es  enthalten  keine 
einzige  unzerlegbare  Curve  dritten  Grades  diejenigen 
Flächen  vom  Range  Null,  welche  eine  einfache  gerade 
Leitlinie  haben,  durch  deren  jeden  Punkt  nur  eine  von 
der  Leitlinie  verschiedene  Erzeugende  geht. 

§2. 
Besondere  Betrachtung   der  geradlinigen  Flächen  fünf- 
ten Grades  vom  Range  Null. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen,  durch  deren  Durchschnitt  für 
jeden  Werth  des  Parameters  t  eine  Erzeugende  der  geradlinigen  Fläche 
bestimmt  wird,  seien 

E'=  a'ir  +  Vir'+'"+p't  +  q  =  0  1     ^  =  ^' 

wobei  o,  6,  •  •  •  2,  a',  fc',  •  • '  ?'  homogene  lineare  Functionen  der  vier  ho- 
mogenen Coordinaten  darstellen. 

Die  Elimination  des  Parameters  t  ergibt  eine  homogene  Gleichung, 
welche  in  Bezug  auf  a,  6,  •  •  •  g  vom  m*«"  Grade,  in  Bezug  auf  a',  6',  •  •  •  q' 
vom  t»*~  Grade  ist,  stellt  also  eine  Fläche  vom  (w  +  w)***  Grade  dar. 

Wenn  die  beiden  Gleichungen  E  =  0  und  jE'  =  0  für  jeden 
"Werth  von  t  nur  eine  Gerade,  also  für  keinen  Werth  von  t  eine  ganze 
Ebene  darstellen,  so  kann  die  Eliminationsgleichung  keinen  ausser- 
wesentlichen  Factor  enthalten. 

Stellen  aber  die  Gleichungen  JE  =  0  und  JS'  =  0  für  einen  Werth 
t  =^  t^  dieselbe  Ebene  dar,  so  geht  die  Gleichung  derselben  als  ausser- 
wesentlicher  Factor  in  die  Eliminationsgleichung  ein.  Li  diesem  Falle 
denken  wir  uns  eine  Constante  h  so  bestimmt,  dass  der  Ausdruck 
E^kE'  für  ^  =  ^0  identisch  verschwindet,  was  stets  möglich  ist. 
Der  Ausdruck  E^JcE'  ist  durch  t^t^^  theilbar,  so  dass 

E-kE'=  {t-QE\ 
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An  die  Stelle  der  Ebene  E  =  0  setzen  wir  nnn  die  Ebene  E"  =  0. 
Hiermit  fahren  wir  so  lange  fort,  bis  kein  Werth  von  t  mehr  übrig 
ist,  für  den  beide  Gleichungen  gleichzeitig  eine  ganze  Ebene  darstellen. 

Die  Möglichkeit,  dass  die  Eliminationsgleichung,  welche  jetzt 
keinen  ausserwesentlichen  Factor  mehr  enthalten  kann,  eine  Potenz 
sei,  d.  h.  dass  jede  Erzeugende  durch  beide  Gleichungen  für  mehr  als 
einen  Werth  von  t  dargestellt  werde,  schliessen  wir  hier  aus,  da  wir 
wissen,  dass  die  zu  betrachtenden  Flächen  so  dargestellt  werden 
können,  dass  jeder  einfachen  Erzeugenden  nur  ein  Werth  des  Para- 
meters entspricht. 

Soll  also  die  Eliminationsgleichung  unzerlegbar  und  vom  fünften 
Grade  sein,  so  ist  m  +  n  gleich  6  zu  setzen.  Es  sind  demnach  nnr 
die  beiden  Fälle  zulässig: 


(I-) 


(n.) 


m  ^  4 

n  =  1 

m  =  3 

n  =  2 


E  =  at^  +  hi^'  +  ct^  +  dt  +  e  =  0, 
JB'=  pt  +  q  =  0; 

E  =  at'  +  bt'  +  b't  +  a'=  0, 
E'=  pf+qt  +r  ==  0. 


A,  Da  der  Grad  einer  geradlinigen  Fläche  durch  Uebergang  zu 
der  reciproken  Polarfläche  nicht  geändert  wird,  so  ist  es  erlaubt,  von 
diesen  Ebenengebilden  gleich  zu  den  entsprechenden  Punktgebilden 
überzugehen.    Wir  erhalten  also  folgende  Sätze: 

I.  Besteht  zwischen  denPunkten  einer  Geraden  und 
den  Punkten  einer  Curve  vierten  Grades  vom  Bange 
Null  ein  eindeutiges  punktweises  gegenseitiges  Ent- 
sprechen, so  ist  der  geometrische  Ort  der  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  eine  geradlinige  Fläche 
fünften  Grades  vom  Range  Null. 

n*.  Derselbe  Satz  gilt,  wenn  man  gleichzeitig  an  die 
Stelle  derGeraden  einen  Kegelschnitt  und  an  dieStelle 
der  Curve  vierten  Grades  eine  Curve  dritten  Grades 
vom  Range  Null  setzt. 

Ein  solches  Entsprechen  kann  geometrisch  in  allgemeinster  Weise 
durch  mannigfaltige  Beziehungen,  z.  B.  dadurch  hergestellt  werden, 
dass  man  sich  den  Kegelschnitt  und  die  Raumcurve  dritten  Grades 
auf  demselben  Kegel  zweiten  Grades  denkt  und  die  Punkte  beider 
durch  die  Seiten  des  Kegels  eindeutig  einander  zuordnet. 

Als  Grenzfall  ist  besonders  zu  betrachten  der  Fall,  in  welchem 
der  Kegelschnitt  zu  einer  doppelten  Geraden  wird. 


j 
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n\  Ordnet  man  den  Punkten  einer  Curve  dritten 
Grrades  vom  Range  Null  in  der  Weise  die  Punkte  einer 
Geraden  zu,  dass  jedem  Punkte  der  ersteren  ein  Punkt 
der  letzteren,  jedem  Punkte  der  letzteren  aber  zwei 
Punkte  der  ersteren  entsprechen,  so  ist  der  geometri- 
sche Ort  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
eine  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  vom  Range  Null. 

Setzt  man  im  zweiten  Falle  an  die  Stelle  der  Ebene  E'  =  0 
eine  Ebene  E  +  h{t  —  t^,)E'  :=  0,  so  gelangt  man,  dem  Vorigen  ent- 
sprechend, zu  dem  Satze: 

n.  Man  erhält  eine  geradlinige  Fläche  fünften 
Grades  vom  Range  Null,  wenn  man  die  Punkte  zweier 
Curven  dritten  Grades,  welche  beide  vom  Range  Null 
sind,  eindeutig  auf  einander  bezieht,  einen  Punkt  der 
einen  mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  der  anderen 
zusammenfallen  lässt  und  die  entsprechenden  Punkte 
durch  gerade  Linien  mit  einander  verbindet. 

Aus  den  angestellten  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  jede  ge- 
radlinige Fläche  fünften  Grades  vomRange  Null  durch 
eine  der  angegebenen  Constructionen  I.  und  11.,  oder  I., 
n».,  IP.  erhalten  werden  kann. 

B.  Wir  beschäftigen  uns  nun  mit  der  Doppelcurve  der  betrach- 
teten Flächen  und  fassen  darauf  (C)  einige  Fälle ,  in  denen  sie  zer- 
fallt, näher  ins  Auge,  ohne  uns  jedoch  hierbei  ein  Erschöpfen  des 
Stoffes  zum  Ziele  zu  setzen.  Die  einzelnen  Arten  der  geradlinigen 
Flächen  fünften  Grades  vom  Range  Null,  die  sich  durch  die  Betrach- 
tung der  Doppelcurve  ergeben,  bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  durch 
beigesetzte  römische  Ziffern. 

In  dem  ersten  Falle  (m  =  4,  n  =  l)  (s.  die  Gleichungen  auf 
S.  32)  ist  die  Gerade  j)  =  0,  g  =  0  eine  vierfache  Gerade  der 
Fläche.  —  (I.) 

In  dem  zweiten  Falle  ( m  =  3 ,  n  =  2 )  ist  die  Gleichung  der 
Fläche 


• 

a 

b 

b' 

a' 

0 

0 

a 

b 

V 

o' 

P 

i 

r 

0 

0 

0 

P 

« 

r 

0 

0 

0 

P 

2 

r 

Sehw.r«,  Om 

uaadto  Akhaadlm 

gm.  n. 

-=  0. 


34  Üeber  die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades. 

Durch  theilweise  Elimination  erhält  man  die  Gleichungen 

{aq-bp)t'+{ar-^b'p)t-a'p  =  0, 
are+{br-'a'p)t  +  Vr''a'q  =  0; 

es  lässt  sich  also  die  G-leichung  der  Fläche  auch  in  folgende  Form 
setzen 

aq  —  bp      ar  —  Vp         —a'p 

p  q  r  =  0. 

ar         br^a'p       Vr^a'q 

Indem  man"  fortfahrt,  zwischen  den  beiden  soeben  erhaltenen  Glei- 
chungen, welche  in  Bezug  auf  den  Parameter  t  vom  zweiten  Grade 
sind,  und  der  Gleichung  J?'  =  0  zu  eliminiren,  erhält  man  folgende 
Gleichungen 

9>i^  +  9i  =  0, 
9«^  +  98  =  0, 

9J  +  94  =  0, 

wenn  man  die  Ausdrücke 

{aq-bp)q-{ar^Vp)p, 
(fl^f— 6jp)r  +  a>"    =  agr— (6r— a'jp)i), 
{ar'-b'p)r  +  a'pq  ==  ar"  — (6'r— a'g)p, 

der  Reihe  nach  mit  q>^,  9,,  9,,  tp^  bezeichnet.  Die  Gleichung  der 
Fläche  erscheint  nun  unter  den  Formen 

9J— 9i98  =  Ot 

in  welchen  sie  mit  den  ausserwesentlichen  Factoren  jp  =  0,  g  =  0, 
r  =  0  behaftet  ist. 

Aus  den  identischen  Gleichungen 

geht  hervor ,  dass  die  Flächen  <pi  =  0,  9,  =  0,  9,  s=s  0,  94  =  0 
durch  dieselbe  Curve  hindurchgehen,  wenn  diejenigen  Theile  ihrer 
Durchschnitte  ausgeschlossen  werden,  die  in  den  Ebenen  p  »  0, 
g  =  0,  r  SS  0  liegen ;  femer  geht  aus  denselben,  in  Verbindung  mit 
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den  Gleichungen  der  Fläche,  hervor,  dass  diese  allen  vier  Flächen 
gemeinschaftliche  Cm^^e  eine  Doppelcurve  der  Fläche  ist. 

Die  Flächen  tp^  =  0  und  9,  =5  0  haben  drei  gerade  Linien  ge- 
meinschaftlich : 

p  =  0,        r  =  0, 

^  =  0,        a  =  0, 

r  =  0,       a'=0, 

also  ist  die  Curve,  welche  sie  ausserdem  gemeinschaftlich  haben,  vom 
sechsten  Grade ;  dieselbe  hat  im  Punkte  jp  =  0,  9  =  0,  r  =  0  einen 
dreifachen  Punkt,  weil  durch  diesen  Punkt,  der  für  die  Flächen  9,  =  0 
und  9,  =  0  ein  Doppelpunkt,  also  für  deren  Durchschnittslinie  ein 
vierfacher  Punkt  ist,  nur  eine  der  drei  den  beiden  Flächen  gemein- 
schaftlichen Geraden  geht. 

Die  Fläche  yj— 9>i9>,  =  0  wird  umhüllt  von  der  Flächenschaar 

tp^e  +  2fp,t  +  fp,  =  0; 

jede  dieser  Flächen  dritten  Grades  schneidet  die  geradlinige  Fläche 
fünften  Grades  in  der  Doppelcurve  sechsten  Grades,  berührt  dieselbe 
längs  einer  Erzeugenden  und  geht  ausserdem  noch  durch  eine  Erzeu- 
gende der  Fläche  hindurch.    Dasselbe  gilt  für  die  Flächenschaar 

9),f +  293^  +  9^  =  0. 

Jede  Erzeugende  der  Fläche  schneidet  dreimal  die  Doppelcurve,  also 
kann  diese  nicht  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen,  weil  sonst 
jede  Erzeugende  der  Fläche  zugleich  Erzeugende  der  Fläche  zweiten 
Grades  sein  müsste.  —  Durch  jeden  Punkt  der  Curve  gehen  zwei 
Erzengende,  von  denen  jede  die  Curve  noch  zweimal  schneidet;  der 
Kegel  fünften  Grades,  welcher  die  Doppelcurve  zur  Leitlinie  und 
einen  Punkt  derselben  zum  Mittelpunkt  hat,  enthält  also  zwei  dop- 
pelte und  eine  dreifache  Erzeugende  wegen  des  dreifachen  Punktes; 
die  Curve  sechsten  Grades  ist  also  im  Allgemeinen  vom  Range  Eins. 
Da  auch  eine  vierfache  Gerade  für  eine  Doppelcurve  sechsten 
Grades  zählt,  so  haben  wir  den  Satz: 

Alle  geradlinigenFlächen  fünften  Grades  vomRange 
Null  haben  eine  Doppelcurve  vom  sechsten  Grade,  wel- 
che nothwendig  einen  dreifachen  Punkt  besitzt.  —  (11.) 

Derselbe  lässt  sich  wie  folgt  umkehren: 

Jede  unzerlegbare  Fläche   fünften   Grades   mit   ei- 
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ner  Doppelcurve  sechsten  Grades  ist  eine  geradlinige 
Fläche  vom  Range  Nnll. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  evident,  wenn  die  Doppelcurve 
sechsten  Grades  unzerlegbar  ist;  denn  in  diesem  Falle  gibt  es,  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Doppelcurve  nicht  einen  vierfachen  Punkt  hat, 
unendlich  viele  gerade  Linien,  welche  die  Doppelcurve  in  drei  von 
einander  verschiedenen  Punkten  schneiden,  mit  der  Fläche  sechs  Punkte 
gemeinsam  haben  und  daher  ganz  auf  der  Fläche  liegen  müssen. 

Der  Kegel  nämlich,  für  welchen  eine  Raumcurve  Leitlinie  ist, 
und  dessen  Mittelpunkt  ein  Punkt  der  Curve  ist,  hat  für  alle  Raum- 
curven  von  höherem  als  dem  vierten  Grade  Doppelkanten.  Unter 
diesen  sind,  wenn  der  Punkt  auf  der  Cfurve  nicht  in  singulärer  Lage 
gewählt  wird,  und  die  Curve,  ist  sie  vom  fünften  Grade,  nicht  etwa 
einen  dreifachen  Punkt,  ist  sie  vom  sechsten  Grade,  nicht  etwa  einen 
vierfachen  Punkt,  ist  sie  vom  n*®"  Grade,  nicht  einen  (w— 2) fachen 
Punkt  besitzt,  jedesmal  solche  enthalten,  welche  die  Curve  in  drei 
von  einander  verschiedenen  Punkten  schneiden. 

Eine  Doppelcurve  sechsten  Grades  mit  einem  vierfachen  Punkte 
kann  aber  eine  unzerlegbare  Fläche  fünften  Grades  aus  dem  Grunde 
nicht  haben,  weil  der  vierfache  Punkt  der  Doppelcurve  zugleich  ein 
vierfacher  Punkt  der  Fläche  und  der  Kegel  zweiten  Grades,  auf  wel- 
chem die  Curve  liegt,  ein  Theif  der  Fläche  sein  würde. 

Diese  Schlussweise  kann  nicht  ohne  Weiteres  auf  alle  Fälle  aus- 
gedehnt werden,  in  denen  die  Doppelcurve  sechsten  Grades  in  Curven 
niederer  Grade  zerfallt ;  eine  genauere  Untersuchung  zeigt  aber,  dass 
der  obige  Satz  auch  in  diesen  Fällen  noch  richtig  bleibt. 

C.  Die  Doppelcurve  sechsten  Grades  der  geradlinigen  Flächen 
fünften  Grades  vom  Range  Null  kann  auf  mannigfache  Weise  zer- 
fallen. Einige  der  hierbei  möglichen  Fälle  wollen  wir  hier  näher  be- 
trachten. 

Es  sei  zunächst  auf  der  Fläche  eine  dreifache  Leitgerade 
vorhanden. 

Sind  jp,  =  0  und  g^  =  0  die  Gleichungen  zweier  durch  die  drei- 
fache Leitgerade  gehenden  Ebenen,  so  lässt  sich  jede  andere  durcli 
dieselbe  Leitgerade  gehende  Ebene  durch  die  Gleichung  p,  A' + }j  =  0 
darstellen. 

Eine  solche  Ebene  schneidet  aus  der  Fläche  zwei  Erzeugende 
aus,  die  von  der  Leitgeraden  im  Allgemeinen  verschieden  sind;  zu 
jedem  Werthe  von   X'  gehören  also  zwei  Werthe  des  Parameters  T; 
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zu  jeder  Erzeugenden,  also  auch  zu  jedem  Werthe  von  t'  gehört  aber 
nur  eine  Ebene,  welche  die  Leitgerade  enthält,  also  auch  nur  ein 
Werth  von  X\ 

Hieraus  folgt,  dass  A'  eine  rationale  Function  zweiten  Grades 
des  Parameters  t'  ist. 

Die  zwischen  den  beiden  Grössen  A'  und  t'  bestehende  Gleichung 
kann  man  durch  lineare  Substitution  beider  Variablen  auf  die  Form 

k  =  f 

bringen.  Denkt  man  sich  dies  ausgeführt,  so  erhält  man  als  allge- 
meine Gleichungen  einer  geradlinigen  Fläche  fünften  Grades  mit  einer 
dreifachen  Leitgeraden 

pt'  +  q  =  0, 
ai'  +  bt^+b't  +  a'  =  0; 
{aq-Vp)t   +{bq-a'p)      =  0, 
{aq-b'pyq  +  {a'p-^bqYp  =  0. 

Jede  der  beiden  Ebenen  ^;  =  0  und  g  =  0  berührt  die  Fläche  längs 
einer  Geraden. 

[Gehen  durch  jeden  Punkt  der  dreifachen  Geraden  nicht  drei, 
sondern  nur  zwei  oder  nur  eine  von  derselben  verschiedene  Erzeu- 
gende, so  ist  die  dreifache  Gerade  eine  besondere  Lage  der  Erzeu- 
genden oder  eine  Doppelerzeugende  der  Fläche ,  und  die  Gleichung 
at'+bt*+b't  +  a'  =  0  muss  dann  liir  einen  oder  für  zwei  Werthe  des 
Parameters  t  eine  durch  die  dreifache  Gerade  gehende  Ebene  darstel- 
len, oder  die  Form  haben: 

{af  +  bt  +  c){t^t,)+ap+ßq  =  0, 
{at  +  b){t'^t,)(t-t,)  +  {ap  +  ßq)t  +  cc,p  +  ß,q  =  0.] 

Ausser  der  dreifachen  Geraden  p  =  0,  q  =^  0  enthält  die  Fläche 
als  Doppelcurve  die  Raumcurve  dritten  Grades,  in  welcher  sich  die 
Flächen    • 

ag-6>  =  0,    bq-^a'p  =  0,    m'-^bV  =  0 

schneiden;  dieselbe  hat  mit  der  dreifachen  Geraden  zwei  Punkte  ge- 
meinsam. —  (in.) 

Diese  Curve  dritten  Grades  kann  in  einen  Kegelschnitt  und  eine 
Gerade  oder  in  drei  Gerade  zerfallen. 

Damit  dieselbe  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  zerfalle, 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  beiden  Flächen  og— 6'j)  =  0 
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und  bq—a'p  =  0  ausser  der  Greraden  i>  =  0,  g  =  0  noch  eine  Grerade 
der  anderen  Schaar  gemeinsam  haben;  liegt  diese  in  der  Ebene 
pX^  +  q  =  0,   so  hat  man  die  identische  Grleichung 

aA,+  6'=  x,(feA,  +  o')  +  lx,(pA,  +  gr). 
Unter  dieser  Voraussetzung  ist,  ebenfalls  identisch, 

und   es  liegt   der   beiden  Flächen    gemeinschaftliche  Kegelschnitt  in 

der  Ebene  a— Xo*""f*oP  =  5  =  0. 

Wir  haben  dann  als  Grleichung  der  Fläche 

[5(K+g)  +  Xo(6a-a»]»2  +  (6«-a'p)'i>  =  0.         -  (IV.) 

Die  Grerade  jpA^  +  g  =  0,  a'+bX^  =  0  ist  in  diesem  Falle  eine  dop- 
pelte Erzeugende  der  Fläche. 

Haben  beide  Flächen  zweiten  Grades  aq—b'p  =  0  und  bq^a'p  =  0 
vier  Gerade  gemeinsam,  zwei  von  jeder  Schaar,  so  ist  diejenige  Ge- 
rade, welche  mit  jp  =  0,  g  =  0  zu  derselben  Schaar  gehört,  eine 
zweifache  Leitlinie,  während  die  beiden  anderen  Doppelerzeugende 
der  Fläche  sind. 

Wir  erhalten  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Fläche  aus  der 
vorigen,  wenn  wir  die  Bedingung  hinzufügen,  dass  die  Ebene  s  =  0 
durch  zwei  Erzeugende  der  Fläche  bq—a'p  =  0  hindurchgehen  soll. 

Liegt  die  eine  derselben  in  den  Ebenen  pX^+q  =  0,  a'+bk^  =  0, 
so  hat  die  Gleichung  der  Ebene  s  die  Form 

8  =  a(pX,  +  q)  +  ß{a+bX,), 

und  diese  Ebene  schneidet  die  Fläche  noch  in  ^er  Geraden 

8  =  0,    a{pX,  +  q)  +  ß{a'+bX,)  =  r  =::zO. 
Dann  ist  identisch 

bq-a'p  =  j^jp^[s{pX,+q)-r{2)X,  +  q)]. 

Schreibt  man  nun  p'  für  pX^  +  q,  ([  für  ipA,  +  g ,  so  erhält  die  allge- 
meine Gleichung  der  Fläche  die  Form : 

{fkp'S'-vc(ryq  +  {li!p's  —  vq'rfp  =  0, 
worin  fi ,  1/ ,  f*',  v'  willkürliche  Coustanten  bezeichnen  ]  p  «s  0,  j  «  0 
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sind  die  Gleichungen  der  dreifachen,  r  «=  0,  s  =  0  die  Gleichungen 
der  zweifachen  geraden  Leitlinie ;  |)'  =  0,  r  =  0  und  g'  =  0,  «  =  0 
sind  die  Gleichungen  von  zwei  Doppelerzeugenden  der  Fläche.  —  (V.) 
Die  beiden  Flächen  zweiten  Grades  aq—b'p  =  0  und  bq—a'p  =  0 
können  sich  auch  längs  der  Geraden  p  =  0,  g  =  0  berühren;  dann 
ist  in  dem  Ausdrucke  für  s  die  Constante  ß  gleich  Null  zu  setzen, 
und  wir  erhalten  als  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Fläche 

Mbq-a'p)  +ap'q'Yq+  {bq-a'pYp  =  0. 

Dann  enthält  die  Fläche  neben  der  dreifachen  geraden  Leitlinie  eine 
überall  unendlich  nahe  zweifache  gerade  Leitlinie  und  ausserdem  zwei 
in  den  Ebenen  p'  =  0  und  g'  =  0  liegende  doppelte  Erzeugende. 
Das  Hyperboloid  bq—a'p  =  0  berührt  die  Fläche  längs  der  Geraden 
p  =  0)  g  =  0  und  schneidet  diese  als  fünffache  Gerade  aus. 

Entwickelt  man  die  obige  Gleichung,  so  wird  für  jeden  Punkt  in 
der  Nähe  der  Geraden  p  =  0,  g  =  0  nur  das  Glied 

unendlich  klein  von  der  dritten  Ordnung.  Die  Ebene  p  +  xlq  =  0  ist 
eine  Tangentialebene  der  Fläche  längs  dieser  Geraden;  dieselbeschnei- 
det aus  der  Fläche  diese  Gerade  vierfach  aus. 

Die  beiden  anderen  Tangentialebenen  der  Fläche  in  jedem  Punkte 
dieser  Geraden  fallen  jedesmal  mit  der  Tangentialebene  der  Fläche 
bq-^ap  =  0  zusammen. 

Man  kann  daher  sagen,  dass  die  betrachtete  Fläche  längs  der 
Geraden  p  =  0,  g  =  0  des  Hyperboloids  bq—a'p  =  0  sich  selbst 
berühre. 

Jede  durch  die  Gerade  j)  =  0,  q  =  0  gelegte  Ebene  schneidet 
aus  der  Fläche  zwei  sich  auf  der  Leitgeraden  schneidende  Erzeugende 
aus.  Denkt  man  sich  einen  Theil  der  Fläche  durch  stetige  Verände- 
rung der  einen  dieser  Geraden,  einen  zweiten  durch  stetige  Verände- 
rung der  zweiten  Geraden  erzeugt,  so  berühren  sich  beide  Theile, 
und  es  rechtfertigt  sich  die  gebrauchte  Bezeichnung  Selbstberüh- 
rung für  diese  Singularität  der  Fläche.  — 

Die  hier  betrachtete  Singularität  ist  dieselbe,  welche  Herr  Cay- 
ley  in  seinem  Second  Memoir  an  Skew  SurfaceSj  otherwise  Scroüs,  Phil. 
Trans,  vol.  154,   (186B)  pp.  BB9  —  577  als  line  twofold  bezeichnet. 

Auf  einen  allgemeineren  Fall  als  den  betrachteten,  der  sich  von 
ihm  durch  Wegfall  der  beiden  Doppelerzeugenden  unterscheidet,  wer- 
den wir  in  §  4  zurückkommen. 
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Wir  betrachten  nun  den  Fall,  in  welchem  die  geradlinige  Flache 
fünften  Grrades  vom  Range  Null  eine   doppelte  Leitgerade  hat. 

Durch  eine  Ueberlegung,  welche  der  im  vorigen  Falle  der  drei- 
fachen Leitgeraden  durchgeführten  ganz  analog  ist,  zeigt  man,  dass 
man  aus  dem  allgemeinen  Falle  den  vorliegenden  erhält,  wenn  man 
festsetzt,  dass  die  Ebenen  a  =  0,  6  =  0,  6'  =  0,  a'  =  0  durch  die- 
selbe Gerade  gehen. 

Die  Doppelcurve,  welche  die  Fläche  ausser  der  doppelten  Leitge- 
raden besitzt,  ist  vom  fünften  Grrade ;  dieselbe  hat,  ebenso  wie  im  allge- 
meinen Falle  die  Doppelcurve  sechsten  Grrades,  einen  dreifachen  Pmikt 
und  liegt  daher  auf  einem  Kegel  zweiten  Grrades,  dessen  Mittelpunkt 
dieser  dreifache  Punkt  ist.  Li  Folge  dessen  ist  dieselbe  vom  Range 
Null  und  hat  demnach  ausser  dem  dreifachen  Punkte  noch  drei 
scheinbare  Doppelpunkte.  Mit  der  doppelten  Leitgeraden  hat  dieselbe 
zwei  Punkte  gemeinsam.  Umgekehrt  ist  jede  Raumcurve  fünften  Gra- 
des mit  den  genannten  Eigenschaften  im  Verein  mit  einer  dieselbe 
zweimal  schneidenden  Geraden  Doppelcurve  einer  geradlinigen  Fläche 
fünften  Grades.  —  (VI.) 

Von  jedem  Punkte  der  Geraden  gehen  nämlich  zwei  von  der  Ge- 
raden verschiedene,  die  Curve  fünften  Grades  zweimal  schneidende 
Strahlen  aus,  und  in  jeder  durch  die  Leitgerade  gelegten  Ebene  lie- 
gen drei  derselben. 

Die  Curve  fünften  Grades  kann  dadurch  zerfallen,  dass  eine  dop- 
pelte Erzeugende  auftritt.  Diese  Doppelgerade  muss,  weil  sie  auf 
dem  Kegel  zweiten  Grades  liegt,  durch  den  dreifachen  Punkt  hin- 
durchgehen ;  der  Rest  der  Doppelcurve  ist  eine  Curve  vierten  Grades 
mit  einem  Doppelpunkt,  welche  von  der  doppelten  Leitgeraden  in 
einem  Punkte  gesclinitten  wird.  Umgekehrt  ist  auch  eine  Raumcurve 
vierten  Grades  mit  einem  Doppelpunkte  im  Verein  mit  einer  Geraden, 
von  der  sie  einmal  geschnitten  wird,  Doppelcurve  einer  geradlinigen 
Fläche  fünften  Grades,  welche  ausserdem  eine  doppelte  Erzeugende 
enthält.  —  (VII.) 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Doppelcurve  sechsten  Grades  zerfalle, 
ohne  dass  sich  Leitgerade  unter  den  Theilen  befinden. 

In  zwei  Curven  dritten  Grades  kann  die  Doppelcurve  sechsten 
Grades  aus  dem  Grunde  nicht  zerfallen,  weil  die  eine  derselben  von 
jeder  Erzeugenden  zweimal  geschnitten  werden  müsste.  Diese  Be- 
stimmung würde  die  andere  Raumcurve  einfach  lassen. 

Wir  nehmen  also  an,  die  geradlinige  Fläche  habe  einen 
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doppelten  Kegelschnitt;  der  Rest  der  Doppelcurve  ist 
eine  Curve  vierten  Grades  und  zwar  mit  einem  Doppel- 
punkte, durch  welchen  der  doppelte  Kegelschnitt  hin- 
durchgeht. Ausserdem  hat  der  Kegelschnitt  noch  zwei 
Punkte  mit  derRaumcurve  vierten  Grades  gemeinsam. — 

(vm.) 

Dies  folgt  daraus,  dass  die  Doppelcurve  einen  dreifachen  Punkt 
haben  muss,  und  daraus,  dass  die  Ebene  des  doppelten  Kegelschnitts, 
welche  aus  der  Fläche  nur  noch  eine  Erzeugende  ausschneidet,  keinen 
mehrfachen  Punkt  enthalten  kann,  der  nicht  auf  dem  Kegelschnitt 
selbst  liegt. 

Die  genannten  Bedingungen  sind  auch  dafür  hinreichend,  dass 
ein  Kegelschnitt  und  eine  Baumcurve  vierten  Grades  mit  Doppel- 
punkt Doppelcurve  einer  geradlinigen  Fläche  fünften  Grades  sei. 

Da  wir  vorausgesetzt  hatten,  dass  die' Fläche  keine  mehrfache 
gerade  Leitlinie  enthalte,  so  enthält  sie  entweder  eine  einfache  gerade 
Leitlinie  oder  einen  einfachen  Leitkegelschnitt. 

Im  ersteren  Falle  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Erzeugenden, 
wenn  wir  zu  den  reciprokpolaren  Gebilden  übergehen,  auf  die  Form 

at*+bt^+c  =  0, 
pt  +  q  =  0 

bringen. 

Betrachtet  man  nun  die  einfache  Leitgerade  und  die  Doppelcurve 
vierten  Grades  als  Leitlinien  für  einen  Strahl,  welcher  die  Leitgerade 
einmal  und  die  Curve  vierten  Grades  zweimal  schneidet,  so  überzeugt 
man  sich,  dass  ausser  der  geradlinigen  Fläche  fünften  Grades  noch 
eine  geradlinige  Fläche  bestimmt  wird,  da  die  Curve  vierten  Grades 
zwei  scheinbare  Doppelpunkte  hat  und  demnach  von  jedem  Punkte 
der  Leitgeraden  zwei  Strahlen  ausgeheji. 

Eine  Gerade  und  eine  Curve  vierten  Grades  mit  zwei  scheinba- 
ren Doppelpunkten  bestimmen  auf  diese  Weise  im  Allgemeinen  eine 
geradlinige  Fläche  achten  Grades;  denn  jede  durch  die  Gerade*  ge- 
legte Ebene  enthält  vier  Doppelpunkte,  entsprechend  sechs  Geraden, 
und  die  Gerade  selbst  ist  eine  doppelte. 

Liegen  auf  einer  geradlinigen  Fläche  fünften  Gra- 
des eine  einfache  Leitgerade  und  eine  Doppelcurve 
vierten  Grades,  so  geht  durch  diese  beiden  Linien  noch 
eine  geradlinige  Fläche  dritten  Grades,   von   der  jede 
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Erzeugende    die  Leitgerade    einmal  und   die   Doppel- 
curve  vierten  G-rades  zweimal  schneidet. 

Wir  erhalten  auch  umgekehrt  den  Satz: 

Die  einfache  Leitgerade  einer  geradlinigen  Fläche 
dritten  Grades  bestimmt  mit  jeder  Curve  vierten  Gra- 
des, welche  zwei  scheinbare  Doppelpunkte  hat  und  auf 
der  Fläche  liegt,  ausser  der  geradlinigen  Fläche  dritten 
Grades  im  Allgemeinen  noch  eine  geradlinige  Fläche 
fünften  Grades  mit  doppeltem  Kegelschnitt. 

Man  kann  bekanntlich  auf  jeder  geradlinigen  Fläche  dritten  Gra- 
des beliebig  viele  solche  Curven  vierten  Grades  erhalten,  welche  alle 
einen  Doppelpunkt  haben,  indem  man  durch  einen  Kegelschnitt  der 
Fläche,  oder  durch  zwei  auf  der  Doppelgeraden  sich  schneidende  Er- 
zeugende eine  Fläche  zweiten  Grades  legt ;  diese  schneidet  die  Fläche 
dritten  Grades  in  einer  Curve  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Umgekehrt  kann  man  durch  jede  Raumcurve  vierten  Grades  mit 
einem  Doppelpunkt  beliebig  viele  geradlinige  Flächen  dritten  Grrades 
legen.  Durch  den  Doppelpunkt  ziehe  man  eine  Gerade,  so  ist  der 
geometrische  Ort  der  Strahlen,  welche  die  Gerade  einmal  und  die 
Curve  zweimal  schneiden,  eine  geradlinige  Fläche  dritten  Grades. 

Ganz  analog  kann  man  verfahren,  indem  man  zwei  Kegelschnitte, 
die  sich  in*  zwei  Punkten  schneiden ,  an  die  Stelle  der  Curve  vierten 
Grades  setzt. 

Die  einfache  Leitgerade  der  geradlinigen  Fläche  dritten  Grades, 
die  man  erhält,  bestimmt  mit  den  beiden  Kegelschnitten  ausser  dieser 
Fläche  dritten  Grades  noch  eine  geradlinige  Fläche  fünften  G-rades, 
welche  neben  diesen  beiden  Doppelkegelschnitten  noch  einen  dritten 
Doppelkegelschnitt  besitzt.  —  (IX.) 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  des  anderen  Falles  über,  in 
welchem  die  geradlinige  Fläche  einen  einfachen  Leitkegelschnitt  und 
einen  Doppelkegelschnitt  besitzt.  Drücken  wir  die  Coordinaten  zweier 
einander  entsprechender  Punkte  beider  Kegelschnitte  rational  durch 
je  einen  Parameter,  t  und  s  aus,  so  ist  es  stets  möglich,  diese  Para- 
meter so  zu  wählen,  dass  die  zwischen  ihnen  bestehende  Gleichung 
die  Form  s  =  t^  hat. 

Gehen  wir  zu  den  reciprokpolaren  Gebilden  über,  so  erhalten 
wir  als  Gleichungen  der  Erzeugenden 


üeber  die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades.  43 

at'+bf+c  =  0, 
pt^+qt  +r  =  0; 

die  Ebenen,  welche  durch  diese  Grleichungen  dargestellt  werden,  um- 
hüllen die  Kegel  6*— 4ac  =  0  und  g'— 4pr  =  0. 

Damit  durch  die  beiden  Grleichungen  eine  geradlinige  Fläche 
fünften  Grades  bestimmt  werde,  ist  erforderlich,  dass  für  einen  be- 
stimmten Werth  ^  =  ^0  d^®  beiden  Kegel  eine  gemeinsame  Tangen- 
tialebene haben,  —  oder  dass  ein  Punkt  des  einen  Kegelschnitts  mit 
seinem  entsprechenden  Funkte  auf  dem  anderen  Kegelschnitte  zusam- 
menfalle. Wii*  setzen  also  voraus,  dass  identisch  die  Gleichung  be- 
stehe 

atl  +  btl  +  c  =  ptl  +  qt,  +  r. 

Dann  erhält  man  als  gleichbedeutend  mit  den  obigen  Gleichungen 
die  folgenden: 

E  =  [a{f+tl)  +  b''p]{t  +  t.)'-q  =  0, 

E'=  pf+qt  +  r  =  0, 

at'  +  bt'+c  =  E{t-t^)  +  E\ 

Betrachtet  man  nun  den  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene 
g  =  0,  so  ergibt  sich 

ae  +  af,  +  b--p  =  0, 
pt*  +  r        =  0; 

d.  h.  die  Erzeugende ,  welche  dem  Werthe  t  =  t^  entspricht ,  geht 
durch  denselben  Punkt  der  Ebene  3  =  0,  dui'ch  welchen  die  dem 
Werthe  ^  =  —  ^^  entsprechende  Erzeugende  hindurch  geht;  der  von 
der  Ebene  g  =  0  ausgeschnittene  Kegelschnitt 

g  =-  0,    p{atl  +  b--p)^ar  =  0, 

oder,  wenn  t^  nicht  gleich  Null  ist, 

q  =  Oj    pr-^pc—artl  =  0, 

ist  also  ein  Doppelkegelschnitt  der  Fläche. 

Weil  nun  diese  Fläche  ebenso  wie  ihre  reciproke  Polarfläche 
einen  Doppelkegelschnitt  enthält  und  ebenso  allgemein  ist,  brauchen 
wir  nicht  zu  der  ursprünglichen  zurückzukehren  ;  wir  bleiben  also 
gleich  bei  dieser  stehen. 
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Die  obige  Formel  zeigt,  dass  die  Ebene  5  =  0  mit  der  Fläche 
die  Erzeugende  gemeinsam  hat,  welche  sich  für  t  +  t^  =i  0,  t  =  —t^ 
ergibt  : 

2  =  0,    ptl-qt.  +  r  =  0, 
2  =  0,    pil  +  r  =  0. 

Die  Doppelcurve  vierten  Grades  ergibt  sich  als  Durchschnitt  der 
beiden  Kegel 

r'-c{ptl-qt,+  r)  =  0, 

deren  gemeinschaftliche  Tangentialebene  ptl^-qt^+f  =  0  ist,  welche, 
wie  gezeigt ,  die  in  der  Ebene  des  doppelten  Kegelschnitts  liegende 
Erzeugende  der  Fläche  enthält.  Weil  die  beiden  Kegel  eine  gemein- 
schaftliche Tangentialebene  haben ,  so  folgt ,  dass  ihr  Durchschnitt 
wirklich  einen  Doppelpunkt  hat,  wie  schon  vorher  geschlossen. 
Dass  der  Doppelkegelschnitt 

g  =  0,    pr—pc—arfi^  =  0 

die  Doppelcurve  vierten  Grades  ausser  in  dem  Doppelpunkte  derselben 
2)  =  0,  2  =  0,  r  =  0  noch  in  zwei  ferneren  Punkten  schneidet ,  zeigt 
man  analytisch  wie  folgt. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  der  beiden  Kegel  g  =  0,  so  ist 

p(j>-atl)-ar  =  0;    f  =  ^, 
r(r— c)— c/)^J  =  0;    ^^  = 


ctl 


0 


Hieraus  ergibt  sich 


W  =  ^r^i-;    pr-pc-artl  =  0. 


P-atl  eil 

Der  Fall  t^  =  0,  auf  welchen  wir  uns  den  Fall  <o  =  ^  zurückgeführt 
denken ,  erfordert  eine  besondere  Betrachtung ,  indem  dann  die  Glei- 
chung des  zweiten  Kegels  identisch  erfüllt  ist.  Setzt  man  jedoch  für 
c  seinen  Werth 

c  =  r  +  qt,+  {p'-b)£','-atl, 

so  erhält  die  Gleichung  des  Kegels  den  identischen  Factor  tl]  lässt 
man   diesen   fort,    so   ergibt   sich   eine  Gleichung,   welche  auch  für 
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^^  =  0  einen  bestimmten  Sinn  behält  und  dann  in  g'— 2rp  +  r6  =  0 
übergeht. 

Ans  der  Gleichung  des  zweiten  Kegels  ergibt  sieh  für  g  =  0, 
b—2p  =  0.  Die  Ebene  b—2p  =  0  schneidet  die  Ebene  g  =  0  -in 
einer  Geraden,  deren  Durchschnittspunkte  mit  dem  Kegel  p^—ar  =  0 
auf  dem  Kegelschnitte  g  =  0,  p(b^p)—ar  =  0  liegen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  welche  Ebene  enthält  den  einfachen 
Kegelschnitt  der  Fläche? 

Der  dreifache  Punkt  der  betrachteten  geradlinigen  Fläche  ist  ein 
Punkt  des  doppelten  Kegelschnitts,  und  zwar  liegt  derselbe  auf  der 
in  der  Ebene  des  doppelten  Kegelschnitts  liegenden  Erzeugenden  der 
Fläche;  also  ist  die  dreifache  Tangentialebene  der  Fläche  eine  Tan- 
gentialebene des  umschriebenen  doppelt  berührenden  Kegels  6'— 4ac  =  0 
und  enthält  die  durch  dessen  Mittelpunkt  gehende  Erzeugende  der 
Fläche. 

Hiemach  erhält  man  folgende  Cohstruction  der  dreifach  berührenden 
Ebene :  Vom  Mittelpunkte  a  =  0,  6  =  0,  c  =  0  des  doppelt  berüh- 
renden Kegels  V — 4ac  =  0  lege  man  an  den  einfach  berührenden 
Kegel  g*— 4jpr  =  0  die  beiden  Tangentialebenen.  .Die  eine  derselben, 
P^  +  Qto  +  ^  =  0,  ist  beiden  Kegeln  gemeinschaftlich.  Der  anderen 
entspricht  eine  bestimmte  Tangentialebene  des  Kegels  i'— 4ac  =  0, 
welche  dieselbe  in  einer  durch  den  Punkt  a  =  0,  6  =  0,  c  =  0 
gehenden  Erzeugenden  schneidet.  Die  zweite  durch  diese  Erzeugende 
gehende  Tangentialebene  des  Kegels  6'— 4ac  =  0  ist  die  dreifach 
berührende  Ebene  der  Fläche,  welche  mit  der  Fläche  drei  Erzeugende 
und  einen  einfachen  Kegelschnitt  gemeinsam  hat. 

Da  im  allgemeinen  Falle  der  einfache  Kegelschnitt  mit  der  Doppel- 
curve  sechsten  Grades  drei  Punkte  gemeinsam  hat  und  derselbe  im 
vorliegenden  Falle  mit  dem  Doppelkegelschnitt  einen  Punkt  gemein- 
sam hat,  so  hat  derselbe  mit  der  Doppelcurve  vierten  Grades  zwei  Punkte 
gemeinsam. 

Ein  Kegelschnitt,  welcher  mit  einer  Raumcurve  vierten  Grades 
mit  zwei  scheinbaren  Doppelpunkten  zwei  Punkte  gemeinsam  hat, 
bestimmt  mit  derselben  im  Allgemeinen  eine  geradlinige  Fläche  zehn- 
ten Grades. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Liegen  auf  ein  er  geradlinigen  Fläche  fünften  Grades 
ein  einfacher  Kegelschnitt  und  eine  Doppelcurve  vier- 
ten Grades,  so  geht  durch  diese  beiden  Linien  noch  eine 
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zweite  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  hindurch,  von 
der  jede  Erzeugende  den  Kegelschnitt  einmal  und  die 
Doppelcurve  vierten  Grades  zweimal  schneidet. 

Zu  den  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades,  welche  einen  doppel- 
ten Kegelschnitt  und  eine  Doppelcurve  vierten  Grades  besitzen,  ge- 
hören auch  die  abwickelbaren  Flächen  fünften  Grades. 

Die  Doppelcurve  der  abwickelbaren  Flächen  muss  jedesmal  in 
die  Rückkehrkante  und  eine  eigentliche  Doppelcurve  zerfallen;  die 
letztere  fehlt  nur  bei  den  abwickelbaren  Flächen  vierten  Grades.  Da 
eine  abwickelbare  Fläche  überhaupt  eine  Leitgerade  nicht  besitzen 
kann,  so  müssen  die  abwickelbaren  Flächen  fünften  Grades  sich  unter 
denen  befinden,  bei  welchen  ein  Kegelschnitt  ein  Theil  der  Doppel- 
curve ist. 

In  Betreff  der  abwickelbaren  Flächen  fünfter  Ordnung  sei  es  gestat- 
tet, auf  die  schon  genannte  Arbeit  des  Verf.  zu  verweisen,  in  welcher 
auch  die  Literatur  über  diese  Flächen  möglichst  vollständig  angegeben  ist. 

Wir  benutzen  die  abwickelbaren  Flächen  fünften  Grades,  mn 
den  zuletzt  angeführten  Satz  an  einem  Beispiele  zu  erläutern ,  und 
stellen  zu  diesem  Zwecke  vorher  einige  auf  dieselben  bezüglichen 
Gleichungen  zusammen. 

Gleichung  der  umhüllenden  Ebene: 

at'  +  4:bt*  +  6ct*+    e  =  0. 

Jede  Erzeugende  liegt  ferner  in  den  Ebenen: 

at^  +  Ut  +Sc  =0, 

bt'  +  Sci'+   e  =  0, 

at*  -6c^  — 3a  =  0. 

Die  Rückkehrkante  ist  Durchschnittslinie  der  beiden  Kegel : 

ae  +  3c'  =  0,    36'-4a(?  =  0. 

Doppelter  Kegelschnitt:     6  =  0,       ae— 9c'  =  0. 
Einfacher  Kegelschnitt:     e  =  0,     3oc— 26*  =  0. 

Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche: 

a(a€  +  3c*)*-6c(ae  +  3c*)(36»-4ac)-3c(3fe'-~4ac)'  =  0. 

Durch  einen  Punkt  des  einfachen  Kegelschnitts  a:b:c:e  =  Qi  —3^  :f:0 
legen  wir  eine  durch  die  Doppelcurve  vierten  Grades  gehende  Fläche 
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zweiten  Grades 

Die  Tangentialebene  derselben  in  dem  betrachteten  Punkte  ist 

Dieselbe  schneidet  aus  der  Fläche  zweiten  Grades  zwei  Gerade  aus, 
welche  beziehlich  in  den  Ebenen  af+dbt  +  Sc  =  0  und  2at^+Sbt—3c  =  0 
liegen. 

Jede  dieser  beiden  Geraden  schneidet  den  einfachen  Kegelschnitt 
einmal  und  die  Doppelcurve  vierten  Grades  in  zwei  von  einander 
verschiedenen  oder  unendlich  nahen  Punkten.  Die  erste  Gerade  ge- 
hört der  abwickelbaren  Fläche  an,  die  zweite  aber  erzeugt  die  gerad- 
linige Fläche  fünften  Grades 

•  2af  +  9bf  +  lBc<*  +  3e  =  0, 

2af  +  dit  -  3c  =0, 

4a<*  -24c^'-3ß  =  0, 

2bt*+   Qct*+    6  =  0. 

Die  Ebene  6  =  0  enthält  den  doppelten  Kegelschnitt  der  Fläche 
&  ss=  0,  ae-f-dc*  s=  0.    Die  Gleichung  der  geradlinigen  Fläche  ist 

4a(ac  +  3c"y-24c(a6-t-3c*)(36'-4ac)-36(36*-4ac)'  =  0. 

Wir  kehren  nun  zu  der  Betrachtung  der  geradlinigen  Flächen 
fünften  Grades,  welche  einen  doppelten  Kegelschnitt  und  eine  Doppel- 
curve vierten  Grades  enthalten,  zurück. 

Die  Doppelcurve  vierten  Grades  dieser  Flächen  kann  selbst  wieder 
in  zwei  Kegelschnitte  zerfaDen,  so  dass  dann  die  geradlinige  Fläche 
fünften  Grades  drei  doppelte  Kegelschnitte  besitzt. 

Die  Bedingung  hierfür  stellen  wir  folgendermassen  auf. 

Zwischen  den  sechs  Ausdrücken  a,  b,  c,  p,  q,  r  besteht  der  Vor- 
aussetzung zufolge  die  eine  identische  Relation 

atl  +  btl  +  c  =  ptl  +  qt.  +  r-, 

weil  es  aber  bloss  vier  homogene,  von  einander  unabhängige  Coordi- 
naten  gibt,  so  besteht  zwischen  diesen  sechs  Ausdrücken  noch  eine 
solche  identische  Relation,  welche  wir  gleich  in  die  Form 

a^a—y^c  =  kp  +  fiq  +  vr 
setzen  können. 
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Wir  erhalten  aus  den  Gleichungen  der  beiden  Kegel,  welche  durch 
die  Doppelcurve  hindurchgehen, 

l^-<Ptl-qt,+  r)  =  0, 

diejenige  des  dritten  durch  die  Doppelcurve  gehenden  Kegels  zweiten 
Grades  mit  der  Spitze  |?  =  0,  g  =  0,  r  =  0: 

Die  Richtung  der  Tangenten  der  Curve  im  Doppelpunkt  wird  gegeben 
durch  die  Gleichungen 

Ptl-qt,  +  r  =  0,    aV-yV  =  0, 
ap  +  yr  =  0,         ap--yr  =  0. 

Wenn  also  die  Curve  vierten  Grades  in  zwei  Kegelschnitte  verfallt, 
mithin  die  Gleichung  a'l?'— yV"— (AjpH-fig-t-i/r)(|)^J— g^^+r)  =  0  das 
Product  zweier  linearen  Factoren  ist,  so  müssen  diesdben  die  Form 
haben 

ccp-yr  +  6  (ptl-qt^+r)  =  0, 

ap  +  yr  +  6,{ptl—qt^+r)  =  0. 

Wenn  wir  die  Producte  identificiren ,  so  ergibt  sich 

Finden  diese  Gleichungen  statt,  d.  h.  besteht  die  Gleichung 

für  irgend  welche  Werthe  von  a,  y,  ft,  6  identisch ,  so  zerfallt  die 
Doppelcurve  vierten  Grades  in  zwei  Kegelschnitte,  die  zwei  Punkte 
gemeinsam  haben. 

Es  gibt  also  geradlinige  Flächen  fünften  Grades 
mit  drei  doppelten  Kegelschnitten.  Diese  drei  Kegel- 
schnitte haben  einen  Punkt  gemeinsam  und  schneiden 
sich  zu  je  zweien  in  noch  je  einem  Punkte.  —  (IX.) 

Oder  umgekehrt: 

Legt  man  in  die  drei  Seitenflächen  p  =  0,  5  =  0,  r  =  0 
^eines  Tetraeders  pqrs  =  0  je  einen  Kegelschnitt,    der 
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durch  die  Ecken  der  Seitenflächen  desselben  hindurch- 
geht, so  sind  diese  drei  Kegelschnitte  im  Allgemeinen 
die  vollständige  Doppelcurve  einer  geradlinigen  Fläche 
fünften  Grades  vom  Range  Null. 

Es  ist  auch  möglich,  dass  die  drei  Punkte,  in  welchen  sich  die 
drei  Kegelschnitte  zu  je  zweien  schneiden ,  in  einen  zusammenfallen, 
dass  also  die  Ebenen  der  drei  Kegelschnitte  durch  dieselbe  Grerade  gehen. 
Dann  haben  jedoch  die  drei  Kegelschnitte  in  diesem  Punkte  nothwendig 
eine  gemeinschaftliche  Tangentialebene ,  während  sie  eine  solche  in 
dem  anderen,  ihnen  gemeinsamen  Punkte  nicht  haben  dürfen,  weil 
sonst  die  Fläche  zweiten  Grades ,  auf  welcher  die  drei  Kegelschnitte 
in  diesem  Falle  liegen  würden ,  ein  Theil  der  geradKnigen  Fläche 
fünften  Grades  sein  würde. 

Eine  solche  Fläche  hat  nun  im  Allgemeinen  einen  einfachen  Leit- 
kegelschnitt,  welcher  mit  je  zweien  der  Doppelkegelschnitte  noch  je 
eine  zweite  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  bestimmt.  — 

Ein  anderer  Grund  des  Zerfallens  der  Doppelcurve  sechsten 
Grades  der  aUgemeinen  geradlinigen  Fläche  funffcen  Grades  vom  Bange 
Null  ist  der,  dass  Doppelerzeugende  auftreten. 

Enthält  die  Fläche  eine  gerade  Leitlinie,  welche  die  Eigenschaft 
besitzt ,  dass  durch  jeden  ihrer  Punkte  höchstens  eine  von  der  Leit- 
linie verschiedene  Erzeugende  hindurchgeht,  so  kann  eine  Doppeler- 
zengende  nur  auftreten,  wenn  sie  mit  der  Geraden  zusammenfallt. 

Enthält  die  Fläche  einen  einfachen  Kegelschnitt,  so  muss  die 
Doppelerzeugende,  wenn  die  Fläche  eine  solche  besitzt,  in  der  Ebene 
dieses  Kegelschnitts  liegen ;  mehr  als  eine  Doppelerzeugende  kann  die 
Fläche  in  diesem  Falle  nicht  besitzen.  (X.) 

Eine  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  kann  auch  eine  dreifache 
Erzeugende  haben. 

Jede  Ebene,  welche  durch  eine  dreifache  Erzeugende  einer  gerad- 
linigen Fläche  fünften  Grades  geht,  schneidet  die  Fläche  noch  in  einem 
Curvengebilde  zweiten  Grades.  Da  nun,  wie  oben  bemerkt,  auf  einer 
geradlinigen  Fläche  fünften  Grades  höchstens  ein  einfacher  Kegel- 
schnitt liegen  kann,  so  müssen  diese  Gebilde  zweiten  Grades  in  zwei 
Gerade  zerfallen,  und  es  ist  daher  die  dreifache  Gerade  zugleich  eine 
gerade  Leitlinie  für  die  Erzeugenden  der  Fläche ;  als  solche  kann  die- 
selbe nur  eine  einfache  Gerade  sein ;  da  mit  ihr  die  Erzeugende  dreimal 
zusammenfallt,  so  ist  diese  Linie  überhaupt  eine  vierfache  Gerade 
der  Fläche. 

Sehirftrs,  OatunmelU  Abhaadliuigeii.  H.  4 
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§3. 
Besondere  Betrachtung  der  geradlinigen  Flächen  fünften 

Grades  vom  Range  Eins. 

Bei  der  allgemeinen  Betrachtung  der  geradlinigen  Flächen  fünften 
Grades  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Flächen  vom  Range  Eins  stets 
eine  unendliche  Schaar  von  Curven  dritten  Grades  ohne  Doppelpunkte 
enthalten. 

Es  ist  also  hier  die  Aufgabe  zu  lösen,  zwei  ebene  Curven  dritten 
Grades,  —  die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  —  durch  Vermittelung 
algebraischer  Gleichungen  in  allgemeinster  Weise  gegenseitig  so  auf- 
einander zu  beziehen ,  dass  jedem  Punkte  der  einen  ein  Punkt  der 
anderen  entspreche. 

Damit  dann  durch  die  geraden  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  beider  Curven  eine  geradlinige  Fläche  des  fünften  Grades 
bestimmt  werde ,  ist  erforderlich ,  dass  ein  Punkt  der  einen  Curve 
mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  der  anderen  Curve  zusammenfallt. 

Wir  lösen  die  genannte  Aufgabe  durch  rein  algebraische  Be- 
trachtungen. 

Die  beiden  Curven  dritten  Grades  seien  in  ihren  Ebenen  gegeben 
durch  die  Gleichungen 

u:v:w=  l:s:  SJtM ;     ^,(s)  =  4s»-^;5— ji;. 

Es   bezeichnen   x\y:e  und  u\v\w  homogene  Punktcoordinaten ,  /, s 
zwei  veränderliche  Parameter ;  gr„  g^ ;  g'^,  g'^  bezeichnen  Constanten. 

Jedem  nicht  singulären  Werthe  des  Parameters  t  entsprechen  zwei 
Punkte  der  ersten  Curve;  jedem  Punkte  der  ersten  Curve  soll  ein 
Punkt  der  zweiten  Curve  entsprechen;  jedem  Punkte  der  zweiten 
Curve  entspricht  einWerth  des  Parameters  s:  also  entsprechen  jedem 
Werthe  von  t  zwei  Werthe  von  s.  Ebenso  wird  gezeigt,  dass  jedem 
Werthe  von  s  zwei  Werthe  von  t  entsprechen.  Es  besteht  also  zwi- 
schen den  beiden  Grössen  s  und  t  eine  algebraische  Gleichung,  die 
in  Bezug  auf  jede  derselben  vom  zweiten  Grade  ist : 

fs'  +  2gs  +  k  =  fe  +  2g't  +  h'  =  0; 
Den  Werthen  von  t,   für  welche  V',(Q  =  0  ist,   sowie  dem  Werthe 
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^  =  00  entspricht  nur  ein  Punkt  der  Curve,  also  auch  nur  ein  Werth 
von  8]  es  darf  sich  daher  auch  nur  ein  Werth  von  s  aus  dieser 
Gleichung  ergeben;  also  ist  die  Discriminante  g^—fh  nur  durch  einen 
Constanten  Factor  von  ^j(^)   verschieden;   dasselbe  gilt  für  g'^—fV 

und  ^,(5). 

Bezeichnen  wir  den  Werth  von  s ,  der  dem  Werthe  ^  =  00  ent- 
spricht, mit  5^,  und  mit  t^  den  Werth  von  t^  der  dem  Werthe  s  =  00 
entspricht,  —  den  Fall,  dass  die  Werthe  s  =  00,  ^  =  00  einander 
entsprechen,  betrachten  wir  nachher  gesondert  — ,  so  hat  die  Grleichung 
die  Form 

{t—t^y{s—s^Y+  Glieder,  die  s'  und  f  nicht  mehr  enthalten: 

wo  a,  6,  c,  (?,  d'  Constanten  bezeichnen,  zwischen  denen  die  Gleichung 

a»  +  d'  =  d 
besteht.    Die  Discriminanten  sind 

4c(s-5j»-d'(5-«o)"  +  4a6(5-5o)  +  46*. 

Die  Constante  c  kann  nicht  gleich  Null  werden ,  ohne  dass  die  Con- 
stante  h  gleichzeitig  den  Werth  Null  annimmt;  sonst  wäre  s  rational 
ausdrückbar  durch  t  und  \/46(^~^J— d'  und  nicht  durch  <  und  Sf^Jt). 
Wir  nehmen  an,  weder  h  noch  c  sei  gleich  Null ;  dann  kann  man  durch 
die  Substitution  t—t^  =  7c{t'—i[)^  s^s^  =  A(s'— «J)  und  zweckmässige 
Wahl  von  x  und  X  bewirken,  dass  in  der  neuen  Gleichung  die  Coeffi- 
cienten  b'  und  c',  welche  an  die  Stelle  der  Coefficienten  b  und  e  treten, 
einander  gleich  werden;  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun 
können  wir  also  setzen 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass 
beide  Discriminanten  in  reducirter  Form  auftreten,  sind 

dT  =  -12t,;    s,  =  t,. 
Die  Discriminanten  sind  dann 

6[4^-(12<J-4a)«-(-8^  +  4a<,-46)], 
6[4s'-(12^.-4a)«-(-8^.+4a<,-4J)], 


52  Ueber  die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades. 

also  haben  bei  passender  Wahl  des  Coordinatensystems  beide  Curven 
dieselben  Invarianten,  und  es  ist  ^i(0  =  ^s(0-*) 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Curven  dritten  Grrades  zu  einander 
projectivisch  sind ,  d.  h.  dass  die  eine  als  eine  Centralprojection  der 
anderen  angesehen  werden  kann,  weil  die  Gleichung  der  einen  in  Be- 
zug auf  die  homogenen  Coordinaten  x:y\z 

übereinstimmt  mit  der  Gleichung  der  anderen 

in  Bezug  auf  die  homogenen  Coordinaten  u',v\w. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Je  zwei  Curven  dritten  Grades,  welche  auf  derselben 
geradlinigen  Fläche  fünften  Grades  vom  Range  Eins 
liegen,  können  aus  demselben  Eegel  dritten  Grades 
ausgeschnitten  werden. 

Setzen  wir 

6[4^-(12^;-4a)<-(-8^;  +  4a^„-46)]  =  b^{t)  =  h{Af-g,t^g,\ 
so  ergibt  sich 

4a  =  12^;-i^,;    a  =  i^'(^o),    4^  i>(t,)] 


8 


-  }(^*"-i-^y*">j-«.^-o. 


V  t^L  J 


Dem  Werthe  t  =■  t^  und  \/^(0  =  \/^Ü  entspricht,  s  =  oo. 

Diese  Formeln   sind  Ausdrücke  des  Additionstheorems  der  ellip- 
tischen  Function  |m  =  ^,     welche    durch   die   Differentialgleichung 

—  \  s=  ^-x^^g^x—g^  und  die  Anfangsbedingung  j?(0)  ==  oo  definirt 

ist,  und  welche  Herr  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  zu  Grunde  legt. 


*)  Dies  würde  sich  auch  aus  den  Sätzen  des  Herrn  A ronhold  (Monatsberichte 
der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zn  Berlin,  Jahrgang  1861,  S.  462  u.  f.) 
haben  ableiten  lassen. 
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Durch  die  angegebenen  Formeln  ist  auch  ^tlf(s)  bis  auf  das  Vor- 
zeichen bestimmt;  wir  setzen  fest,  indem  wir  nöthigenfalls  w  mit  —w 
vertauschen,  dass  für  den  Punkt  ^  =  00,  welchem  8  =  t^^  entspricht, 
der  zugehörende  Werth  von  V^(ä)  auch  dem  Zeichen  nach  mit  V^(Q 
übereinstimmen  soll.  Wir  setzen  deswegen  voraus,  ^^(^^)  sei  nicht 
gleich  Null  und  dem  Zeichen  nach  fixirt.    Dann  gilt  die  Formel 

und   man  erhält   die  Ausdrücke  von  t  und  V^^CO  durch  s  und  \/^(5) 
mittelst  Buchstabenvertauschimg. 
Es  ist  femer 


nnd 

V*(<,)  +  V*(0        VV'(«.)  +  V*(«) 

/-<.                «-«. 

entsprechend  der  Formel 

Von  der  Richtigkeit  der  Zeichenbestimmung  kann  man  sich   auf  fol- 
gende Weise  überzeugen. 

Aus  den  obigen  Formeln  ergibt  sich  furWerthe  von  ^,  die  i^  be- 
nachbart sind,  und  für  welche  V^(0  ^dt  Slif{t^)  dem  Zeichen  nach 
übereinstimmt : 


8  = 


{t-tj 


und  für  unendlich  grosse  Werthe  von  t, 


V*(s)  =  V*(<.)+---. 

Diese  Werthepaare  lassen  eine  andere  Zeichenbestimmimg  nicht  za. 
Wir  denken  uns  nun  die  eine  der  beiden  Cnrren  dritten  Grades 
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projectivisch  so  geändert,  dass  dieselbe  der  anderen  congruent  wird, 
und  darauf  mit  derselben  zur  Deckung  gebracht. 

Es  kann  dies  stets  so  gescbehen ,  dass  der  Punkt  s ,  V^^(5)  zu- 
sammenfallt mit  dem  Punkte  t  =  Sj  V^(0  =  V^(5)« 

Entspricht  nun  dem  Punkte  t  =  t^,  \l'^{t)  =  V^(^i)  ein  Punkt 
s  =  ^„  V^(^)  =  ^ti^%)i  so  sagen  unsere  Grleichungen  aus,  dass  auch 
dem  Punkte  s  =  t,,  \jtis)  =  S/tRtJ  der  Punkt  t  =  t^,  >JtKtj  =  V*Ö^) 
entspricht.  Es  entspricht  daher  dem  Punkte  t  =  t^,  \J^{t)  =  ^i)(\) 
der  Curve  dritten  Grades  derselbe  Punkt  t  =/„  \Ji\j{t)  =  \/^(^,),  man 
möge  ihn  als  der  ersten  oder  als  der  zweiten  der  beiden  Curven  an- 
gehörig betrachten. 

Bezeichnen  wir  die  homogenen  Coordinaten  des  Punktes  1 :  ^^ :  VV(^) 
mit  x^\y^', e^j  die  des  Punktes  1 :  ^ :  \Jtl^(t)  mit  x^:y^: z^  und  die  des  ent- 
sprechenden Punktes  1 :  5 :  V^(s)  mit  a?, :  yj :  ^,,  so  tritt  an  die  Stelle 
der  Gleichung 

die  folgende 

^1  +  ^0    ^    ^a  +  ^o 

yi-y«       ya-^o ' 

welche  aussagt,  dass  die  drei  Punkte 

^,-'y,-^,;  ^^'y^'^^]  ^^-y^'-^o 

in  einer  geraden  Linie  liegen.  Es  geht  also  die  gerade  Verbindungs- 
linie je  zweier  entsprechenden  Punkte  der  Curve  stets  durch  denselben 
Punkt  der  Curve 

x:y:ß  =  \.:t^\-\j^{t^). 

Wir  betrachten  nun  die  Fälle,  die  wir  oben  ausgenommen  hatten. 

Entspricht  dem  Werthe  s  =  oo  entweder  der  Werth  ^  =  oo  oder 
ein  Werth,  fiir  den  ^,(0  =  0  ist,  so  besteht  zwischen  den  beiden 
Grössen  s  und  t  eine  Gleichung ,  welche  in  Bezug  auf  jede  derselben 
nur  vom  ersten  Grade  ist.  Hierher  gehört  auch  der  Fall,  in  welchem 
in  der  zwischen  den  Grössen  s  und  t  bestehenden  Gleichung  die  Con- 
stanten 6  und  c  gleich  Null  werden  und  diese  Gleichung  dadurch 
zerfallt. 

Diese  FäUe  kann  man  jedoch  ohne  Weiteres  auf  den  behandelten 
dadurch    zurückführen,    dass    man    die    Gleichung    einer   der  beiden 
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betrachteten  Curven  dritten  Grades  auf  ein  anderes  Coordinaten- 
dreieck  bezieht,  welches  eine  andere  Wendetangente  zu  der  einen 
Seite  hat. 

Dies  ist  auf  achtfache  "Weise  möglich,  ohne  dass  sich  die  Gleichung 
der  Curve  ändert.  Es  entsprechen  dann  jedem  Werthe  von  s  im 
Allgemeinen  zwei  Werthe  von  ty  die  zwischen  ihnen  bestehende  Glei- 
chung ist  unzerlegbar,  und  dem  Werthe  s  =  oo  entspricht  ein  Werth 
t  =  t^y  welcher  nicht  oo  ist,  und  für  welchen  Vi(0  Glicht  gleich  Null  ist. 

[Entspricht  dem  Werthe  s  ^  oo  der  Werth  ^  =  00  oder  eine 
Wurzel  der  Gleichung,  welcher  die  Wendepunkte  der  Curve  dritten 
Grades  genügen, 

welche  zugleich  die  Drittheilung  der  ganzen  Perioden  der  elliptischen 
Integrale  ergibt,  die  von  den  Invarianten  g^  und  g^  abhängen,  —  ent- 
spricht also  einem  Wendepunkte  der  einen  Curve  ein  Wendepunkt 
der  anderen,  so  werden  die  beiden  Curven  dritten  Grades  durch  die 
entsprechenden  Punkte  einander  projectivisch  zugeordnet,  und  man 
kann  diesen  Fall  stets  durch  eine  geeignete  Coordinatenumwandlung 
auf  den  Fall  s  =  t,  ^^(ä)  =  \/^(0  zurückführen.] 

Wir  erhalten  nun  folgende  allgemeine  Construction  für  die  gerad- 
linigen Flächen  fünften  Grades  vom  Range  Eins: 

Auf  einer  ebenen  Curve  dritten  Grades  nehme  man 
einen  Punkt  fest  an;  so  wird  jedem  Punkte  der  Curve 
ein  anderer  zugeordnet,  der  auf  der  Curve  und  mit  dem 
betrachteten  und  dem  festen  Punkte  in  gerader  Linie 
liegt.  Man  denke  sich  nun  die  Curve  dritten  Grades 
doppelt,  so  wird  jedem  Punkte  der  einen  Curve  ein  nicht 
mit  ihm  zusammenfallender  Punkt  der  anderen  Curve 
eindeutig  zugeordnet.  Hierauf  denke  man  sich  die 
Ebenen  beider  Curven  getrennt  und  die  eine  Curve  in 
ihrer  Ebene  collinear  verwandelt. 

Lässt  man  sodann  einen  Punkt  der  einen  Curve  mit 
dem  ihm  entsprechenden  Punkte  der  anderen  Curve 
zusammenfallen,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  beider  Curven 
im  Allgemeinen  eine  geradlinige  Fläche  fünften  Grades 
vom  Hange  Eins. 

Die   einzelnen   Arten   der   geradlinigen   Flächen  fünften   Grades 
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vom  Range  E  i  n  s,  welche  sich  durch  die  Betrachtung  der  Doppelcnrve 
ergeben ,  bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  durch  beigesetzte  romische 
Ziffern. 

Die  Ebene  einer  Curve  dritten  Grades  enthält  bei  der  erwähnten 
Construction  ausser  dieser  Curve  noch  zwei  Erzeugende  der  Fläche; 
der  ebene  Schnitt  enthält  also  überhaupt  3  +  3  +  1  =  7  Doppelpunkte. 
Davon  gehen  ab  zwei  Berührungspunkte  der  Ebene  mit  der  Fläche, 
also  bleiben  fünf  Doppelpuncte,  welche  der  Fläche  angehören. 

Die  Doppelcurve  der  betrachteten  Flächen  ist  vom 
fünften  Grade.  —  (I.) 

Durch  jeden  Punkt  der  Doppelcurve  gehen  zwei  Erzeugende  der 
Fläche,  von  denen  jede  die  Doppelcurve  noch  in  zwei  Punkten  schneidet. 
Der  Kegel ,  welcher  die  Doppelcurve  zur  Leitlinie  und  einen  Punkt 
derselben  zum  Mittelpunkt  hat,  hat  demnach  zwei  Doppelkanten,  und 
da  derselbe  vom  vierten  Grade  ist ,  so  ist  die  Curve  im  allgemeinen 
Falle  vom  Range  Eins. 

Die  reciproke  Polarfläche  der  betrachteten  ist  von  derselben  Na- 
tur und  hat  also  ebenfalls  eine  Doppelcurve  fünften  Grades. 

Wir  folgern  hieraus,  zu  der  ursprünglichen  Fläche  zurückkehrend, 
dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  fünf  Ebenen  gehen ,  von  denen 
jede  mit  der  Fläche  zwei  Erzeugende  gemeinsam  hat.  Für  jeden 
Punkt  der  Fläche  haben  drei  dieser  Ebenen  die  durch  diesen  Punkt 
gehende  Erzeugende  gemeinsam ;  die  zwei  übrigen  schneiden  die  Fläche 
in  zwei  durch  diesen  Punkt  gehenden  Curven  dritten  Grades. 

Wir  erhalten  also  den  Satz : 

Im  allgemeinen  Falle  gehen  durch  jeden  Punkt  der 
betrachteten  Fläche  zwei  ebene  Curven  dritten  Grades 
hindurch. 

Wenn  die  Doppelcurve  fünften  Grades  zerfallt ,  so  befindet  sich 
unter  den  Theilen  nothwendig  eine  doppelte  oder  eine  dreifache  Ge- 
rade; denn  die  Doppelcurve  fünften  Grades  kann  nicht  in  einen  dop- 
pelten Kegelschnitt  und  eine  Raumcurve  dritten  Grades  zerfallen, 
weil  in  diesem  Falle  der  Kegelschnitt  eine  einfache  Linie  der  ent- 
stehenden Fläche  werden  würde. 

Enthält  die  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  vom  Range  Eins 
eine  dreifache  gerade  Leitlinie,  so  enthält  sie  ausser  derselben  im 
Allgemeinen  einen  doppelten  Kegelschnitt,  welcher  die  dreifache  G^ 
rade  in  einem  Punkte  schneidet.  Dieser  Satz  gestattet  folgende  Um- 
kehrung.   Jede  Fläche  fünften  Grades,  welche  eine  dreifache  Gerade 
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und  eine  Doppelcurve   zweiten  Grades  besitzt,   ist  eine  geradlinige 
Fläche,  deren  Rang  im  Allgemeinen  gleich  Eins  ist. 
Bezeichnen 

^  =  0,    ä  =  0,    i)'=0,    s'=0,    i)''=0,    3"=0,    i?'"=0,    3'"=0 

die  Gleichungen  von  acht  Ebenen,  welche  dieselbe  Gerade  enthalten, 

a  =  0,    6  =  0,    8  =  0 

die  Gleichungen  von  drei  beliebigen  Ebenen,  so  ist 

(ap'^bqyp'+{ap^bq)8p"g"  +  s'q'p'^q"'  =  0 

die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche  fünften  Grades,  welche  ausser 
einer  dreifachen  Geraden 

p  =  0,    «  =  0,     ...     p'"  =  0,    a'"  =  0 

eine  Doppelcurve  zweiten  Grades 

op— 6}  =  0,    5  =  0 

besitzt.  —  (n.) 

Der  doppelte  Kegelschnitt  5  =  0,  qp — 6g  =  0  kann  auf  dieselbe 
Weise,  wie  im  vorigen  Paragraphen  erörtert  ist,  in  zwei  Gerade  zer- 
fallen ;  die  eine  derselben  wird  eine  doppelte  Leitgerade ,  die  andere 
eine  Doppelerzeugende  der  Fläche.  —  (HI.) 

Die  doppelte  Leitgerade  kann  der  dreifachen  Leitgeraden  auch 
unendlich  nahe  rücken.  Es  unterscheidet  sich  die  dann  entstehende 
Fläche  von  der  analogen  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  dadurch, 
dass  dieselbe  eine  Doppelerzeugende  weniger  besitzt. 

Enthält  die  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  vom  Bange  Eins 
eine  doppelte  gerade  Leitlinie,  so  enthält  sie  ausser  derselben  im 
Allgemeinen  eine  Doppelcurve  vierten  Grades  mit  zwei  scheinbaren 
Doppelpunkten,  welche  von  der  einfachen  Geraden  in  einem  Punkte 
geschnitten  wird.  —  (IV.) 

Umgekehrt  ist  auch  jede  Fläche  fünften  Grades  mit  einer  Doppel- 
curve vierten  Grades  und  einer  dieselbe  nur  in  einem  Punkte  schnei- 
dendto  doppelten  Geraden  eine  geradlinige,  denn  jede  durch  die  Dop- 
pelgerade gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  ausser  in  der  Geraden 
noch  in  einer  Curve  dritten  Grades  mit  drei  Doppelpunkten,  welche 
also  in  drei  Gerade  zerfallen  muss.  — 

Jedes  durch  die  Doppelcurve  vierten  Grades  gehende  Hyperboloid 
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schneidet  die  Fläche  in  zwei  Erzeugen4en,  welche  sich  auf  der  Doppel- 
geraden schneiden. 

Alle  Ebenen,  welche  durch  je  zwei  solche  Erzeugende  gelegt  sind, 
die  Tangentialebenen  der  Hyperboloide  in  denjenigen  Punkten ,  in 
welchen  dieselben  von  der  Doppelgeraden  geschnitten  werden,  umhüllen 
einen  Kegel  zweiten  Grades.  Die  reciproke  Polarfläche  dieser  Fläche 
ist  also  die  vorhin  betrachtete  ü.  mit  einem  doppelten  Kegelschnitt. 
Hat  eine  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  vom  Range  Eins 
eine  doppelte  Erzeugende,  so  schneidet  eine  durch  dieselbe  gelegte  Ebene 
die  Fläche  im  Allgemeinen  in  einer  unzerlegbaren  Curve  dritten  Grades. 
Der  Schnitt  einer  solchen  Ebene  enthält  demnach  im  Allgemeinen 
keinen  Doppelpunkt,  der  nicht  auf  der  Doppelerzeugenden  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Doppelcurve  einer  solchen  Fläche  zerfallen 
muss,  und  dass  die  Theile  derselben  nur  ebene  Curven  sein  können, 
deren  Ebene  durch  die  Doppelgerade  hindurchgeht.  Es  sind  diese, 
wie  sich  bei  näherer  Betrachtung  ergibt,  eine  dreifache  und  eine  zwei- 
fache Gerade.  —  (HI.) 

In  diesem  Falle  werden  alle  auf  der  Fläche  liegenden  Curven 
dritten  Grades  durch  die  Erzeugenden  der  Fläche  projectivisch  auf 
einander  bezogen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage:  Welche  Doppelcurve  hat  überhaupt 
eine  geradlinige  Fläche  fünfter  Ordnung ,  wenn  die  beiden  Curven 
dritten  Grades ,  die  zu  ihrer  Construction  dienen ,  durch  die  ent- 
sprechenden Punkte  projectivisch  auf  einander  bezogen  sind? 

Wir  legen  durch  den  gemeinschaftlichen  Punkt  in  der  Ebene  der 
einen  der  beiden  Curven  drittes  Grades  eine  Gerade,  in  der  Ebene 
der  anderen  Curve  die  entsprechende  Gerade  und  durch  beide  Gerade 
eine  Ebene.  In  dieser  Ebene  liegen  zwei  Erzeugende  der  Fläche. 
Nach  dem  bekannten  Satze: 

„Haben  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende  projectivische 
ebene  Strahlbüschel  den  Mittelpunkt  mit  einander  gemeinsam,  so 
umhüllen  alle  Ebenen,  welche  durch  je  zwei  entsprechende  Strah- 
len beider  Büschel  gelegt  werden,   im  Allgemeinen  einen  Kegel 
zweiten  Grades,*' 
folgern  wir,  dass  die  definirten  Ebenen,  von  denen  jede  zwei  Erzeu- 
gende aus  der  Fläche  ausschneidet,  einen  Kegel  zweiten  Grades  umhüllen. 
Die  reciproke  Polarfläche  der  eben  betrachteten  hat  daher  einen 
doppelten  Kegelschnitt  und  ausserdem  eine  dreifache  Gerade. 

Wir  schliessen  also  mit  Bezug  auf  die  obigen  Angaben,  dass  die 
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betrachtete   Fläche  im   Allgemeinen    eine   zweifache   Leitgerade   und 
eine  Doppelcurve  vierten  Grades  besitzt,  also  mit  IV.  identisch  ist. 


§4. 

Besondere  Betrachtung  der  geradlinigen  Flächen 
fünften  Grades  vom  Range  Zwei. 

Bei  der  allgemeinen  Untersuchung  der  verschiedenen  geradlinigen 
Flächen  fünften  Grades  haben  sich  zwei  Fälle  ergeben,  in  denen  der 
Rang  dieser  Flächen  gleich  Zwei  ist.  Der  erste  Fall  ist  derjenige, 
in  welchem  die  Fläche  eine  dreifache  und  eine  zweifache  gerade  Leit- 
linie besitzt.  Der  zweite  Fall  ist  derjenige,  in  welchem  die  Fläche 
eine  dreifache  gerade  Leitlinie  von  der  BeschaflFenheit  besitzt,  dass 
jede  durch  dieselbe  hindurchgelegte  Ebene  mit  der  Fläche  zwei  Er- 
zeugende gemeinsam  hat,  welche  sich  auf  der  dreifachen  Geraden 
schneiden. 

Wir  werden  zeigen,  dass  der  zweite  Fall  als  ein  specieller  Fall, 
beziehungsweise  als  ein  Grenzfall  des  ersten  angesehen  werden  kann. 
Wir  beginnen  mit  der  Betrachtung  des  ersten  Falles. 

Bezeichnet  pX  +  q  =  0  die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  die 
dreifache  Gerade  gehenden  Ebene,  rft  +  5  =  0  die  Gleichung  einer  be- 
liebigen Ebene,  welche  die  zweifache  Leitgerade  enthält,  so  entspre- 
chen jedem  Werthe  des  Parameters  A  zwei  Werthe  des  Parameters  ft 
und  jedem  Werthe  von  ft  drei  Werthe  von  A.  Denn  jede  Ebene 
pX  +  q  =^  0  schneidet  die  Fläche  in  zwei  sich  auf  der  Geraden  r  =  0, 
s  =  0  schneidenden  Erzeugenden,  und  jede  Ebene  r^t  +  s  =  0  schnei- 
det die  Fläche  in  drei  Erzeugenden,  die  sich  auf  der  Geraden  i?  =  0, 
g  =  0  schneiden.  Es  besteht  also  zwischen  den  beiden  Parametern 
X  und  fi  eine  algebraische  Gleichung  /"(A,  ft)  =  0,  welche  in  Bezug 
auf  X  vom  dritten  und  in  Bezug  auf  /u  vom  zweiten  Grade  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche,  wenn 
man  —  —  für  A  und für  ft   setzt  und  darauf  mit  p^r^  multipli- 

cirt.  — 

Legt  man  durch  eine  Erzeugende  der  Fläche  eine  Ebene,  so 
schneidet  diese  im  Allgemeinen  die  Fläche  noch  in  einer  Curve  vier- 
ten Grades  mit  einem  Doppelpunkte. 

In  Bezug  auf  eine  solche  Curve  ergeben  sich  nun  folgende  Sätze : 
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Betrachtet  man  in  der  Ebene  einer  ebenen  Curve 
vierten  Grades  mit  einem  Doppelpunkte  diesen  Doppel- 
punkt und  einen  Punkt  der  Curve  als  Mittelpunkte 
zweier  geradlinigen  ebenen  Strahlbüscliel,  so  werden 
die  Strahlen  derselben  durch  die  Punkte  der  Curve  ein- 
ander zugeordnet. 

Macht      man     zu     diesen     Strahlbüscheln     zwei 

Ebeuenb  üs  chel  )  •       j.  •     •       t  •    j.  j       f\    j.  2 

^  ,  {  p  r  o  1  e  cti  visch,   so  istderürtder 

Gerade  I  ^       ^  ' 

Durchschnittslinien  )         ,  1         1       -m  .       • 

__      _  .     _  ,       }  entsprechender  Elemente  eine 

Verbindungsgeraden) 

geradlinige  Fläche  fünften  Grades  vom  Range  Zwei. 
Man  erhält  ferner  den  Satz: 

Macht  man  eine  Gerade  projectivisch  zu  dem  Strahl- 
büschel  des  Doppelpunktes  und  lässt  einen  Punkt  der- 
selben mit  einem  der  beiden  ihm  auf  der  Curve  entspre- 
chenden Punkte  zusammenfallen,  so  ist  der  geometri- 
sche Ort  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
eine  geradlinige  Fläche  fünften  Grades  vomRange  Zwei 

Ein  analoger  Satz  gilt  für  eine  Gerade,  welche  dem  anderen 
Strahlbüschel  projectivisch  ist  und  durch  den  Doppelpunkt  der  Curve 
vierten  Grades  gelegt  wird. 

Beiläufig  sei  noch  folgender  Satz  erwähnt: 

Jedes  Hyperboloid,  welches  durch  drei  Erzeugende 
einer  geradlinigen  Fläche  fünften  Grades  vom  Range 
Zwei  hindurchgeht,  von  denen  nicht  zwei  einander  schnei- 
den, schneidet  die  Fläche  überdies  noch  in  zwei  Erzeu- 
genden. 

Das  Hyperboloid  enthält  nämlich  die  beiden  Leitgeraden,  hat 
also  schon  eine  Curve  vom  Grade  3  +  2  +  S  =  8  mit  der  Flache  ge- 
mein. Da  nun  auf  der  Fläche  ein  Kegelschnitt  nicht  liegt,  weil  sonst 
die  Fläche  den  Rang  Null  haben  würde,  so  muss  das  Hyperboloid 
mit  der  Fläche  fünften  Grades  noch  zwei  Erzeugende  gemeinsam  haben. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  des  zweiten  Falles  über. 

Durch  eine  Erzeugende  legen  wir  eine  Ebene  s  =  0,  welche  die 
Fläche  überdies  in  einer  Curve  vierten  Grades  mit  einem  Doppelpunkte 
schneidet.    Diese  Curve  sei  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

pqr^  +  2u^r  +  u^  =s  0,   s  =  0; 
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p  =s  0^  s  =  0]  gr  =  0,  5^0  sind  die  Gleichungen  der  Tangenten 
im  Doppelpunkte,  wobei  wir  annehmen  können,  dass  die  beiden  Ebe- 
nen ^  =  0  und  j  =  0  durch  die  dreifache  Leitgerade  hindurchge- 
legt seien;  u^  und  t«^  sind  homogene  ganze  Functionen  dritten  und 
vierten  G-rades  von  2)  und  g. 

Jedem  Punkte  der  dreifachen  Geraden  entspricht  eine  durch  die- 
selbe gehende  Ebene,  welche  die  beiden  von  diesem  Punkte  ausgehen- 
den Erzeugenden  enthält,  also  auch  in  der  Ebene  der  Curve  vierten 
Grades  eine  durch  den  Doppelpunkt  derselben  hindurchgehende  Ge- 
rade; mithin  entsprechen  jedem  Punkte  der  dreifachen  Geraden  durch 
die  Erzeugenden  der  Fläche  zwei  Punkte  der  Curve  vierten  Grades. 

Damit  der  Grad  der  so  bestimmten  Fläche  den  fünften  nicht 
übersteige,  darf  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  dreifache  Gerade 
von  der  Ebene  der  Curve  vierten  Grades  geschnitten  wird,  nur  ein 
nicht  unendlich  naher  Punkt  dieser  Curve  entsprechen,  weil  sonst  zwei 
Erzeugende  der  Fläche  in  die  Ebene  der  Curve  vierten  Grades  ein- 
treten würden ;  also  muss  der  andere  diesem  Schnittpunkte  entsprechende 
Punkt  der  Curve  vierten  Grrades  dem  Schnittpunkte  selbst  unendlich 
nahe  liegen.  Hieraus  folgt,  dass  die  in  der  Ebene  der  Curve  vierten 
Grades  liegende  Erzeugende  der  Fläche  die  Curve  vierten  Grades  im 
Doppelpunkte  derselben  berühren  muss. 

Es  sei  2  =  0,  s  =  0  die  in  der  Ebene  s  =  0  liegende  Erzeu- 
gende. Nun  entspricht  jeder  Ebene  pX  +  q  =  0  ein  bestimmter  Punkt 
der  dreifachen  Leitgeraden,  nämlich  derjenige,  in  welchem  sich  die 
beiden  Erzeugenden  schneiden,  welche  diese  Ebene  mit  der  Fläche 
gemeinsam  hat.  Bestimmt  man  diesen  Punkt  durch  den  Werth  des 
Parameters  ^  in  der  Gleichung  einer  durch  denselben  gelegten  Ebene 
rfi+s  =  0,  80  entspricht  jedem  Werthe  des  Parameters  fi  ein  Werth 
des  Parameters  A  und  umgekehrt  jedem  Werthe  des  Parameters  l 
ein  Werth  des  Parameters  fi.  Wir  können  nun  die  Ebene  r  =  0  so 
wählen,  dass  sie  durch  denjenigen  Punkt  der  dreifachen  Geraden  hin- 
durchgeht, welcher  der  Ebene  ^;  =  0  entspricht,  ihr  Schnitt  mit  der 
Ebene  s  =  0  aber  unverändert  bleibt;  dann  können  wir  unbeschadet 
der  Allgemeinheit  dem  Punkte  p  =  0,  j  =  0,  r A  +  s  ==  0  die  Ebene 
pX  +  q  =  0  entsprechen  lassen. 

Es  ist  also  die  drei  fache  Gerade  projectivisch  zu  dem 
Strahlbüschel  des  Doppelpunktes,  und  es  besteht  nur 
der  Unterschied  von  der  allgemeinen  Construction,  dass 
ein  Punkt   der  Geraden,  der   einem  dem  Doppelpunkte 
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unendlich  nahen  Punkte  entspricht,  mit  dem  Doppel- 
punkte zur  Coincidenz  gebracht  wird. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Gleichung  der  geradlinigen  Fläche 
für  den  betrachteten  zweiten  Fall  aufzustellen. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  der  Curve  vierten  Grades  pX+q  =  0, 
so  ergibt  sich 

—  kr^  +  2v^rp  +  v^p^  =  0, 

worin  mit  v^  und  v^  die  aus  w,  und  u^  durch  die  Substitution  q  =  —pX 
hervorgehenden  ganzen  Functionen  dritten  und  vierten  Grades  von  X 
bezeichnet  sind.    Hieraus  ergibt  sich 

Wir  bestimmen  nun  ausser  der  Ebene  /?A  +  g  =  0  eine  zweite  Ebene 

ap  +  ßq  +  yr  +  ds  =  0, 

welche  durch  den  Punkt  j)  =  0,  g  =  0,  rA  +  s  =  0  und  durch  den 
Punkt 

pX  +  q  =  0,     p  + ""/,         ^    =0,      s  =  0 

hindurchgeht,  also  die  Ebene  pA  +  g  =  0  in  einer  Erzeugenden  schneidet. 
Eine  solche  Ebene  ist 

{-v,^:\/vl  +  v,X)p  +  rX  +  s  =  0. 

Diese  Ebene,  bestimmt  also  für  jeden  Werth  von  A  mit  der  Ebene 
^A  +  g  =  0   eine  Erzeugende.     Gehen  wir  zu  der  rationalen  Form 

-p'v,l-^2(rk  +  s)pv,  +  (rX  +  sy  =  0 

über,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Fläche,  indem  wir  A  eliminiren 

u^q—2{ps^rq)u^  +  {pS'-rqyp  =  0, 

wo  u^  und  Wj  ^ö  bereits  erklärte  Bedeutung  haben. 

[Wenn  die  Curve  vierten  Grades  eine  Spitze  an  Stelle  des  Dop- 
pelpunktes hat,  so  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche 

«42--2(i?5— rg)M,  +  (jp5— rg)'g  =  0.] 
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Wendet  man  auf  diese  Fläche  die  Betrachtungen  an,  die  im  §  2 
auf  einen  speciellen  Fall  derselben  angewandt  worden  sind,  so  ergibt 
sich,  dass  die  Fläche  sich  längs  der  Geraden  p  =  0,  g  =  0  des  Hy- 
perboloids ps—rq  =  0  selbst  berührt. 

Diese  Selbstberührung  entspricht  einer  der  dreifachen  Leitlinie 
auf  dem  Hyperboloid  überall  unendlich  nahe  gerückten  doppelten  ge- 
raden Leitlinie.  Jede  Erzeugende  der  Fläche  berührt  nämlich  das 
Hyperboloid  und  geht  daher  durch  zwei  unendlich  nahe  Erzeugende 
desselben. 

Der  besseren  Uebersicht  wegen  folgt  hier  eine  Zusammenstellung 
der  einzelnen  Arten  der  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades ,  die 
wir  in  Bezug  auf  die  Doppelcurve  unterschieden  haben. 

A.  Geradlinige  Flächen  fünften  Grades  vom  Range  Null. 
Die  Doppelcurve  ist: 

I.    eine  vierfache  Gerade, 

n.    eine  BÄUmcurve  sechsten  Grades  mit  einem  dreifachen  Punkte, 

m.    eine  dreifache  Leitgerade  und  eine  Raumcurve  dritten  Grades, 

rV.    eine  dreifache  Leitgerade,   ein  Kegelschnitt  und  eine  Doppel- 
erzeugende, 

V.    eine  dreifache  und  eine  zweifache  Leitgerade  nebst  zwei  Dop- 
pelerzeugenden, 

VI.     eine  zweifache  Leitgerade  und  eine  Raumcurve  fünften  Grades 
mit  einem  dreifachen  Punkte, 

Vn.    eine   zweifache  Leitgerade,   eine   Raumcurve   vierten    Grades 
mit  einem  Doppelpunkt  und  eine  Doppelerzeugende, 

VrH.    ein  Kegelschnitt  und  eine  Raumcurve  vierten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkt, 

IX.    eine  in  drei  Kegelschnitte  zerfallene  Raumcurve  sechsten  Gra- 
des, 

X.    eine   Doppelerzeugende   und   eine  Raumcurve  fünften    Grades 
mit  einem  zweifachen  Punkte. 

B.  Geradlinige  Flächen  fünften  Grades  vom  Range  Eins. 
Die  Doppelcurve  ist: 

I.    eine  Raumcurve  fünften  Grades, 
n.     eine  dreifache  gerade  Leitlinie  und  ein  doppelter  Kegelschnitt, 
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in.    eine   dreifache  und   eine  zweifache  gerade  Leitlinie  und  eine 
Doppelerzeugende, 

lY.    eine  zweifache   gerade  Leitlinie  und  eine  Baumcurve  vierten 
Grades. 

C,    Geradlinige  Flächen  fünften  Grades  vom  Range  Zwei. 

Die  Doppelcurve  wird  gebildet  durch  eine  dreifache  und  eine 
zweifache  gerade  Leitlinie. 

Die  dreifache  und  die  zweifache  gerade  Leitlinie ,  welche  die  ge- 
radlinigen Flächen  fünften  Grades  in  den  unter  A.  V,  B,  TU  und  C 
angeführten  Fällen  besitzen,  können  einander  auch  unendlich  nahe 
rücken. 

Berlin,   im  October  1866. 


Ueber  einige  Abbildungsaufgaben. 


Ans  einer  Mittheilang  an  Heirn  Riohelot  in  Königsberg. 

Journal  ftr  reine  and  angewandte  Mathematik,  Band  70,  Seite  106 — 120. 

Der  Umstand,  dass  das  Verständniss  mehrerer  Arbeiten  Rie- 
mann's  anfanglich  nur  einem  kleinen  Leserkreise  zugänglich  war, 
findet  wohl  darin  seine  Erklärung,  dass  Kiemann  es  unterlassen 
hat,  bei  de»  Veröffentlichung  seiner  allgemeinen  Untersuchungen  das 
Eigenthümliche  seiner  Betrachtungsweise  an  der  vollständigen  Durch- 
führung specieller  Beispiele  ausführlich  zu  erläutern. 

Dies  gut  auch  von  dem  in  Riemann's  Dissertation  Art.  21  her- 
geleiteten Satze,  welcher  mir  zu  Betrachtungen  über  Abbildungsauf- 
gaben überhaupt  den  Anstoss  gab,  nämlich,  dass  es  möglich  sei,  die 
Fläche  einer  einfach  zusammenhängenden  Figur  auf  die  Fläche  eines 
Kreises  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  ab- 
zubUden  und  zwar  nur  auf  eine  Art  so,  dass  dem  Mittelpunkte  ein 
beliebig  gegebener  innerer  Punkt  und  einem  beliebigen  Punkte  der 
Peripherie  ein  beliebig  gegebener  Punkt  der  Begrenzung  jener  Figur 
entspricht. 

Herr  Hertens,  mit  dem  ich  im  Wintersemester  1863  —  64  die 
Vorlesungen  des  Herrn  Weierstrass  über  die  Theorie  der  analy- 
tischen Functionen  hörte,  machte  gelegentlich  mir  gegenüber  die  Be- 
merkung, es  sei  doch  eigenthümlich,  dass  Riemann  von  einer  Func- 
tion ,  welche  z.  B.  die  Fläche  eines  ebenen  geradlinigen  Dreiecks  auf 
die  Fläche  eines  Kreisets  conform  abbildet,  bereits  die  Existenz  nach- 
gewiesen habe,  während  die  wirkliche  Bestimmung  einer  solchen 
Function  wegen  der  in  den  Ecken  liegenden  Unstetigkeiten  der  Be- 
grenzungslinie die  Kräfte  der  Analysis  zur  Zeit  noch  zu  übersteigen 
scheine. 

Damals  war  mir  kein  specieller  Fall  einer  Fläche  mit  vorge- 
schriebener Begrenzung  bekannt,  für  den  die  Aufgabe  der  conformen 

Schwärt,  Gecaninolte  Abhandlimgen.  H.  5 
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Abbildung  dieser   Fläche  auf  die  Fläche   eines   Kreises   bereits  mit 
Erfolg  angegriffen  worden  war. 

Indem  ich  als  nahe  liegende  Specialisirung  die  auf  die  Fläche 
eines  Kreises  conform  abzubildende  Figur  als  von  geraden  Linien  be- 
grenzt und  speciell  als  Quadrat  annahm ,  glaubte  ich  einen  speciellen 
Fall  der  allgemeinen  Aufgabe  gefunden  zu  haben^  dessen  vollständige 
Lösung  auch  bei  dieser  Specialisirung  wissenschaftlichen  Werth  hätte 
und  jedenfalls  als  eine  anschauliche  Illustration  zum  Art.  21  der 
Rie  mann  sehen  Dissertation  willkommen  wäre. 

Zur  Lösung  dieser  und  vieler  anderer  Abbildungsaufgaben  fährt 
das  fruchtbare  Theorem: 

Entspricht  bei  einer  analytischen  Function  einer  stetigen  Folge 
reeller  Werthe  des  complexen  Argumentes  eine  stetige  Folge  reeller 
Werthe  der  Function,  so  entsprechen  je  zwei  conjugirten  Werthen 
des  Argumentes  conjugirte  Werthe  der  Function. 

In  der  Ebene  (w),  deren  Punkte  die  Werthe  einer  complexen 
Grrösse  u  geometrisch  darstellen,  sei  ein  einfach  zusammenhängender 
Bereich  U'  abgegrenzt,  dessen  Begrenzungslinie  ein  endliches  Stück 
l  der  Axe  des  Reellen  in  der  Ebene  (m)  enthält. 

Eine  analytische  Function  t  des  complexen  Argumentes  w,  ^  =  f{u), 
sei  eindeutig  definirt  mit  dem  Charakter  einer  ganzen  Function  für 
alle  dem  Innern  von  ü"  angehörenden  Werthe  von  u ;  d.  h.  wenn  «^ 
einen  beliebigen  dem  Innern  des  Bereiches  U'  angehörenden  Werth 
von  u  bezeichnet,  so  ist  die  Function  f{u)  für  die  in  der  ümgebmig 
desselben  liegenden  Werthe  von  u  in  eine  nach  Potenzen  der  Grosse 
M— Wj,  mit  ganzzahligen  positiven  Exponenten  fortschreitende  Reihe 
entwickelbar,  welche  für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreicheod 
kleinen  Werthe  von  tt— m^  convergirt.  Es  werde  vorausgesetzt,  dass 
bei  der  Annäherung  von  u  an  die  Begrenzungslinie  der  Werth  von  i 
stets  endlich  bleibe  und  för  alle  Punkte  der  Linie  l  reell  sei ;  fSr 
alle  dem  Innern  und  der  Begrenzung  des  Bereiches  U'  angehörenden 
Werthe  des  Argumentes  u  ändere  sich  der  Werth  der  Function 
t  =  f{u)  stetig  mit  dem  Werthe  des  Argumentes  u. 

Dem  Gebiete  U'  entspricht  ein  Gebiet  IT",  dessen  Punkte  za 
den  Punkten  von  f7'  in  Bezug  auf  die  Axe  des  Reellen  symmetrisch 
liegen. 

Für  alle  Punkte  des  Bereiches  U"  werde  eine  analjüsche  Func- 
tion t  dadurch  erklärt,  dass  in  den  Bereichen  17'  und  CT"  conjagirt«n 
Werthen  der  Grösse  u  conjugirte  Werthe  der  Grösse  t  zugeordnet 


.<■ 


C 
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werden.  Denkt  man  sich  die  beiden  Gebiete  Z7'  und  U"  längs  der 
Strecke  l  mit  einander  verbunden,  so  entsteht  ein  einfach  zusammen- 
hängender Bereich  IJ'+  U'\  Für  alle  dem  Innern  desselben  angehö- 
renden Werthe  des  Argumentes  u  ist  der  Werth  der  Grösse  t  ein- 
deutig definirt  und  zwar  für  die  dem  Innern  von  U'  und  für  die  dem 
Lmern  von  V"  angehörenden  Werthe  von  u  als  analjrtische  Function 
dieses  Argiunentes  mit  dem  Charakter  einer  ganzen  Function.  Beim 
Ueberschreiten  der  Linie  l  und  längs  derselben  ändert  sich  der  "Werth 
von  t  stetig.  Hieraus  folgt,  dass  die  für  den  Bereich  f7"  erklärte 
Function  t  eine  analytische  Fortsetzung  der  für  den  Bereich  17'  er- 
klärten Function  ist  und  zwar  eine  Fortsetzung  derselben  über  die 
Linie  l  hinaus.  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung 
kann  folgendermassen  geführt  werden,  wenn,  wie  vorausgesetzt  werden 
möge,  der  Bereich  U'+  TJ"  die  Ebene  (m)  überall  nur  einfach  bedeckt. 
Wenn  u^  einen  dem  Innern  von  TJ'  angehörenden  Werth  von  u 
bezeichnet,   so  hat  nach  einem  Satze  von  Cauchy  das  Integral 


wenn  dasselbe  in  positivem  Sinne  über  die  Begrenzungslinie  des  Be- 
reiches V  oder  über  diejenige  des  Bereiches  U"  erstreckt  wird,  im 
ersten  Falle  den  Werth  f{u^)j  im  zweiten  den  Werth  0.  Bei  der 
Addition  dieser  beiden  Integrale  heben  sich  die  längs  der  Linie  l 
zweimal  und  in  entgegengesetztem  Sinne  auszuführenden  Integratio- 
nen weg,  und  es  stellt  die  Gleichung 


«".)  -  ^j-&.  *. 


wobei  das  Integral  in  positivem  Sinne  über  die  Begrenzung  des  Be- 
reiches U'+U"  zu  erstrecken  ist,  für  alle  Werthe  der  Grösse  u^, 
welche  durch  die  dem  Innern  dieses  Bereiches  angehörenden  Punkte 
geometrisch  dargestellt  werden,  eine  stetige  Function  dieses  Argu- 
mentes dar,  deren  Werthe  mit  den  Werthen  der  Function  ^  =  /"(w) 
überaU  übereinstimmen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  so  erklärte  Function  auch  für  alle  dem 
Innern  der  Strecke  l  angehörenden  Werthe  von  u  den  Charakter  einer 
ganzen  Function  besitzt. 

Es  entsprechen  also  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  con- 
jugirten  Werthen  des  Argumentes  conjugirte  Werthe  der  Function, 
i?  6* 
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oder  geometrisch  ausgedrückt :  die  conforme  Abbildung  der  Ebene  (m) 
auf  die  Ebene  (^),  deren  Punkte  die  Werthe  der  complexen  Grosse  t 
geometrisch  darstellen,  ist  fiir  beide  Ebenen  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  Axe  des  Reellen:  sjonmetrischen  Punkten  entsprechen  sym- 
metrische Bilder. 

Macht  man  analytische  Fortsetzungen  der  Function  t  =  f{u) 
symmetrisch  auf  beiden  Seiten  der  Axe  des  Reellen  in  der  Ebene  (i*), 
so  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass  singulare  Punkte  irgend  wel- 
cher Art  entweder  einzeln  auf  der  Axe  des  Reellen  oder  paarweise 
symmetrisch  zu  beiden  Seiten  derselben  liegen.  Dieser  Satz  lässt 
sich  sofort  auf  den  Fall  ausdehnen,  in  welchem  bei  der  Abbildung 
durch  eine  analytische  Function  einem  Stücke  einer,  in  dem  Bereiche 
des  Argumentes  liegenden  oder  einen  Theil  der  Begrenzung  desselben 
bildenden,  geraden  Linie  wieder  ein  Stück  einer  geraden  Linie  in 
derjenigen  Ebene  entspricht,  deren  Punkte  die  Werthe  der  analyti- 
schen Function  geometrisch  darstellea. 

Bei  der  speciellen  Aufgabe  der  conformen  Abbildung  der  Fläche 
eines  Quadrates  auf  die  Fläche  eines  Kreises  lag  die  Vennuthiuig 
nahe,  dass,  wenn  festgesetzt  wird,  es  solle  dem  Mittelpunkte  des 
Quadrats  der  Mittelpunkt  des  Kreises  entsprechen,  die  Bilder  der 
vier  Geraden,  welche  Symmetrieaxen  des  Quadrates  sind,  ebenfalls 
gerade  Linien  sein  möchten.  Diese  Ueberlegung  ergab  die  Lage  der 
den  vier  Ecken  des  Quadrates  bei  der  .speciellen  Festsetzung  ent- 
sprechenden, auf  der  Peripherie  des  Kreises  liegenden  vier  singulären 
Punkte. 

Nun  konnte  die  Lösung  der  angegebenen  Aufgabe  dadurch  au- 
genscheinlich vereinfacht  werden,  dass  an  die  Stelle  der  Fläche  des 
Kreises  die  Fläche  einer  Halbebene  gesetzt  wurde,  welche  aus  jener 
durch  Verwandlung  mittelst  reciproker  Radien  erhalten  werden  kann; 
und  zwar  liegt  die  Vereinfachung,  welche  hierdurch  herbeigeführt 
wird,  in  dem  Umstände,  dass  nun  die  Begrenzungen  beider  conform 
auf  einander  abzubildenden  Bereiche  geradlinig  sind. 

Nach  dem  oben  angegebenen  allgemeinen  Gesetze  kann  demnach 
die  die  conforme  Abbildung  vermittelnde  Function  über  den  Bereich 
des  Innern  des  Quadrates  hinaus,  für  welchen  sie  ursprünglich  als  er- 
klärt gedacht  wird,  analytisch  fortgesetzt  werden. 

Wird  der  Mittelpunkt  der  Transformation  in  einem  der  singulä- 
ren Punkte  auf  der  Peripherie  des  Kreises  angenommen ,  so  ergibt 
sich,  dass  die  Punkte  der  Axe  des  Reellen  t  =  oo,  t  =  —1,  <  =  0, 


Ueber  einige  Abbildungsanfgaben.  69 

^  =  +1  als  singulare  Punkte  angenommen  werden  können,  während 
die  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  des  Reellen  liegende  Halbebene 
eine  conforme  Abbildung  des  Innern  des  Kreises  ist. 

Wenn  die  Lage  eines  Punktes  im  Innern  des  gegebenen  Quadra- 
tes durch  einen  Werth  der  complexen  Grösse  u  bestinmit  wird,  so 
verlangt  die  gestellte  Aufgabe,  dass  die  Variable  t  für  alle  "Werthe 
der  Grösse  u,  welche  den  im  Innern  des  gegebenen  Quadrates  lie- 
genden Punkten  entsprechen,  als  analytische  Function  des  Argumen- 
tes u  mit  dem  Charakter  einer  ganzen  Function  eindeutig  definirt 
sei ,  und  für  diejenigen  Werthe  des  Argumentes  u ,  welche  den  auf 
der  Begrenzung  des  Quadrates  liegenden  Punkten  entsprechen,  reelle 
Werthe  habe. 

Der  Bereich  des  Argumentes  u  kann  nun  nach  dem  oben  ange- 
gebenen Gesetze  zunächst  auf  das  Innere  von  vier  an  das  gegebene 
Quadrat  anstossenden ,  symmetrisch  liegenden  Quadraten  und  durch 
wiederholte  Anwendung  auf  einen  beliebig  grossen  Bereich  der  Ebene 
(u)  ausgedehnt  werden. 

Es  ergibt  sich  hierbei,  dass  die  Function  t  auch  bei  dieser  Er- 
weiterung des  Gebietes  ihres  Argumentes  eine  für  alle  endlichen 
Werthe  des  Argumentes  u  eindeutige  und  zwar  doppelt  periodische 
Function  von  u  sein  muss,  während  das  Verhältniss  zweier  Funda- 
mentalperioden gleich  \/— 1  ist. 

Hiermit  ist  schon  auf  die  lemniscatischen  Functionen  hingewie- 
sen. — 

Die  Begrenzung  des  Quadrates  hat  in  den  vier  Ecken  desselben 

•  

singulare  Punkte.  Diese  Punkte  müssen  bei  der  Forderung,  dass  die 
Fläche  des  Quadrates  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  die  Fläche 
des  Kreises  oder  auf  die  Fläche  der  Halbebene  abgebildet  werden 
soll,  ausgenommen  werden,  sonst  würde  die  gestellte  Aufgabe  eine 
nicht  erfüllbare  Forderung  enthalten. 

Jedes  in  der  Nähe  einer  Ecke  des  Quadrates  liegende  Stück  der 
Fläche  desselben,  ein  in  der  Nähe  des  Scheitels  liegendes  Stück  der 
Fläche  eines  rechten  Winkels,  muss  durch  diejenige  Function,  welche 
die  angegebene  Abbildung  vermittelt,  auf  einen  flachen  Winkel  abge- 
bildet werden. 

Es  entsteht  hieraus  die  Aufgabe,  die  allgemeinste  Function  auf- 
zufinden, durch  welche  der  in  der  Nähe  des  Scheitels  w  =  0  liegende 
Theil  der  Fläche  eines  Winkels  aar  in  der  Ebene  («) 
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auf  die  Ebene 

conform  so  abgebildet  wird,  dass  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen 
jedem  Punkte  u  =  re^  ein  stetig  mit  ihm  fortrückender  Punkt  t  =  ge"*^ 
entspricht,  während  die  Werthe 

einander  entsprechen. 

Die  einfachste  Function,  welche  eine  solche  Abbildung  vermittelt, 

1 
ist  die  Function  v  =  u".    Jede  andere  Function  t  des  Argumentes  m, 

welche  ebenfalls  eine  Abbildung  mit  den  angegebenen  Eigenschaften 
vermittelt,  besitzt,  als  Function  der  complexen  Grösse  v  betrachtet, 
nach  dem  obigen  Theoreme  für  den  Werth  v  =  0  und  die  in  der 
Umgebung  desselben  liegenden  Werthe  der  Grösse  v  den  Charakter 
einer  ganzen  Function.  Ebenso  ergibt  sich  auch  umgekehrt  die  Grösse 
t;  als  eine  analytische  Function  des  Argumentes  tj  welche  für  alle 
in  der  Umgebung  des  Werthes  ^  =  0  liegenden  "Werthe  der  com- 
plexen Grösse  t,  mit  Einschluss  des  Werthes  ^  =  0,  den  Charakter 
einer  ganzen  Function  besitzt. 

Man  erhält  daher  folgende,  für  die  Umgebungen  der  Werthe  v  =  0 
und   ^  =  0   geltende  analytische  Darstellungen: 

ji_ 
t?  =  w"  ;      t=    Cv{l  +  a^v+a^v^'\ — •), 

Die  Constante  C  ist  von  0  verschieden  und  positiv;  die  Coefficien- 
ten  a,  6,  c  haben  sämmtlich  reelle  Werthe;  letzteres  folgt  daraus, 
dass  allen  hinreichend  kleinen  positiven  Werthen  der  Grösse  «,  be- 
ziehlich  der  Grösse  t?,  wieder  positive  Werthe  der  Grösse  t  entspre- 
chen sollen. 


Bei  einer  Aufgabe   der  conformen  Abbildung  ist  die  Lage  und 
die  absolute  Grösse  der  Figur  in  der  Ebene  (w),   auf  welche  eine-  ge- 
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gebene  Figur  in  der  Ebene  (t)  conform  abgebildet  wird,  im  Allge- 
meinen gleichgültig.  Hierdurch  werden  in  die  allgemeine  Lösung  der 
Abbildungsaufgabe  zwei  willkürliche  Constanten  eingeführt,  welche 
diese  Lage  und  absolute  Grösse  bestimmen:  Ist  u  =  f{t)  eine  Func- 
tion, durch  welche  die  Figur  T  in  der  Ebene  (t)  auf  eine  Figur  U . 
in  der  Ebene  (w)  abgebildet  wird,  so  ist  auch  u'  =  CjM  +  (7,  eine 
solche  Function,  nur  liegt  die  entsprechende  Figur  U'  in  der  Ebene 
{u')  an  einer  anderen  Stelle,  ist  in  einem  anderen  Maassstabe  ausge- 
führt und  gegen  die  Lage  der  Figur  U  in  der  Ebene  (u)  gedreht. 
Wenn  es  nun  darauf  ankommt,  die  charakteristischen  Eigenschaften 
der  conformen  Abbildung  einer  Figur  T  auf  eine  Figur  U  aufzufin- 
den, so  muss  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  Grössen  u  und  t  auf- 
gesucht werden,  welche  von  der  besonderen  Lage  und  der  absoluten 
Grösse  der  Figur  ü  in  der  Ebene  (u)  unabhängig  ist ,  d.  h.  es  ist 
eine  Differentialgleichung  aufzustellen,  in  deren  allgemeinem  Litegrale 
die  Constanten  C^  und  (7,  als  Litegrationsconstanten  auftreten. 
Es  ergibt  sich 

du'  ^  du 

~dt    ~     '~di' 

d  ^      du'  d  .      du 

Diese  Function  ist  also  von  der  besonderen  Lage  und  absoluten  Grösse 
der  Figur  ü  in  der  Ebene  {u)  unabhängig. 

Der  Uebergang  von  u  zu   -tt   und    -rr  log  -jr   ist  insofern  ein 

wichtiger  Schritt,  weil  alle  diejenigen  Werthe  des  Argumentes  t,  für 

•welche  die  Grösse  -tt  unendlich  klein  oder  unendlich  gross,  -j-.  log  j - 

at  at    °  at 

unendlich  gross  wird,  für  die  Abbildungsaufgabe  als  singulare  aufzu- 
fassen sind,  in  denen  von  einer  ähnlichen  Abbildung  im  eigentlichen 
Sinne  nicht  mehr  die  Rede  sein  kann. 

In  dem  eben  betrachteten  Falle   der  conformen  Abbildung  eines 
Winkels  n  auf  einen  Winkel  utc  ist 

d   ,      du         a—1   ,-,,,., 

Diese  Function  hat  also  in  der  Umgebung  des  Werthes  <  =  0  den 
Charakter  einer  gebrochenen  rationalen  Function.  Die  Coefficienten 
d  1,  d„  ...  haben  sämmtlich  reelle  Werthe,  und  es  ist  mithin  der  Werth 
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der  Function  -37  log -^  für  diejenigen  reellen  Werthe  des  Argumentes 

i^  für  welche  die  Reihe  convergirt,  ebenfalls  reell.  — 

Handelt  es  sich  darum ,  die  Fläche  einer  Figur  T  in  der  Ebene 
(^)  auf  einen  von  einer  einfachen  (d.  h.  durch  keinen  Punkt  mehr  als 
einmal  gehenden)  Linie  begrenzten,  ganz  im  Endlichen  liegenden  Be- 
reich TJ  in  der  Ebene  (w)  conform  abzubilden,  so  ist  im  Voraus  bekannt, 

dass  die  Grösse  -^  für  keinen   im   Innern-  von    T  liegenden   Punkt 

dt 

unendlich  klein  oder  unendlich  gross  werden  kann ,  dass  daher  die 
Function  -j^log-^  für  alle  diese  Werthe  des  Argumentes  i  den 
Charakter  einer  ganzen  Function  besitzen  muss. 

Fig.  1. 


Im  vorliegenden  FaUe  sind  ^  =  — 1,^  =  0,  <  =  +!  die  im 
Endlichen  liegenden  singulären  Werthe  der  Grrosse  t\  a  ist  gleich  |. 
Die  Function 

d  ,      du  ^  ./    1         1    .      1    \ 


dt 


dt 


welche  für  alle  reellen  Werthe  des  Argumentes  t  ebenfalls  reelle 
endliche  Werthe  besitzt,  hat  für  alle  endlichen  Werthe  von  t,  deren 
imaginärer  Theil  positiv  ist,  den  Charakter  einer  ganzen  Function, 
also  hat  dieselbe  für  alle  endlichen  Werthe  von  t  den  Charakter  einer 
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ganzen  Function.    Für   die   unendlich   grossen  Werthe   von  t  ergibt 
sich  die  Entwickelung 


OD 


^'(1+4+4  +  -). 


V« 


mithin 


d  ,      du 


,  1  . .,  1 


—  i-r  +  ^'i-ir  +  ^tir  + 


t 


V 


V 


also  wird  die  Function  -^rr\og-jj  für  alle  unendlich  grossen  Werthe 


dt 


dt 


von  t  unendlich  klein,  es  ist  daher  -^r  log  -tt  eine  rationale  Function 

dt        at 


Fiff.8. 


von  t  und  zwar  gleich  '^kyYlIT'^T'^'TZTJ'    -^^^^^^  ergibt  sich 
durch  Integration 


log 


du 


=  -ilog4<(l-«»)  +  logC,, 

dt 


»  -  c,  f 


\j4t{l-t') 


f  a. 


Man  kann  sich  leicht  überzeugen  ,    dasn  in  der  That  durch  das  lem- 
niscatische  Integral 
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dt 


^4^(1-«') 


das  Innere  jeder  der  beiden  Halbebenen,  in  welche  die  Ebene  {t) 
durch  die  Axe  des  Reellen  getheilt   wird,   auf  das  Innere  je   eines 

=r    conform   abgebildet    wird. 

t  —  i 
Durch  die  Substitution  s  =  .    geht  man  von  der  auf  der  positiven 

Seite  der  Axe  des  Reellen  in  der  Ebene  (t)  liegenden  Halbebene  auf 
die  Fläche  des  in  der  Ebene  (s)  liegenden  mit  dem  Radius  1  um  den 
Punkt  s  =  0  beschriebenen  Kreises  über. 
Durch  die  Functionen 

w=    1   — :=r-y,    5  =  sin  am  M,    (i  =  V^— 1) 
Jq    \1—s 

werden  die  in  der  Ebene  (s)  liegende  Fläche  des  um  den  Punkt 
5  =  0  mit   dem   Radius  1   beschriebenen  Kreises   (siehe  Fig.  2  auf 

S.  73)   und  die  Fläche   des   in*  der  Ebene  (w)   liegenden  Quadrates 

/*     ds 
—j ist,  (siehe  Fig.  1 

auf  S.  72)  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich 
auf  einander  abgebildet. 

Um  diese  Abbildung  durch  eine  21eichnung  zu  veranschaulichen, 
habe  ich  für  die  aus  ^K  und  j^Ki  ganzzahlig  zusammengesetzten 
Werthe  von  u,  soweit  sie  für  diesen  Zweck  in  Betracht  kommen,  die 
entsprechenden  Werthe  von  s  berechnet*)  und  danach  die  Zeichnung 
entworfen. 

Durch  diese  Abbildung  erhält  der  von  Abel  bewiesene  Satz, 
dass  der  Werth  der  Grösse  sin  am  ärrv?  überhaupt  der  Werth  der 
Grrösse  sin  am  ^^2»"+i  »  ®^^^  durch  Auflösung  von  quadratischen 
Gleichungen  ergibt ,  vorausgesetzt ,  dass  der  Modul  k  den  Werth 
V^^^  hat ,  dass  2'"  + 1  eine  Primzahl  ist ,  und  dass  p  und  q  irgend 
welche  ganze  Zahlen  bezeichnen,  folgende  geometrische  Bedeutung: 

Jeder  Punkt  der  Fläche  des  betrachteten  Quadrates,  welcher  den 
Werth  einer  der  Grössen 

_  P  +  qi  j^ 

~  2'"  +  l 


*)  Tabelle  der  Werthe,   welche  die  Function  sinamti  {k  =  V^— 1)  för  die  aus 
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geometrisch  darstellt,  hat  die  Eigenschaft,  dass  der  demselben  ent- 
sprechende ,  den  Werth  der  Grösse  s  =  sin  am  u  geometrisch  dar- 
stellende Ptinkt  der  betrachteten  Kreisfläche  durch  geometrische  Con- 
structionen  gefunden  werden  kann ,  welche  nur  die  Anwendung  des 
Zirkels  und  Lineals  erfordern. 

Tritt  an  die  Stelle  des  Quadrates  ein  Rechteck ,  dessen  Seiten 
sich  wie  2K  zu  K  verhalten ,  so  wird  die  conforme  Abbildung  der 
Halbebene  T  auf  ein  dem  vorgelegten  Rechtecke  ähnliches  Rechteck 
vermittelt  durch  das  elliptische  Integral 


^    /•* dt 


wenn  der  Modul  h  aus  der  Gleichung 


Jfc  =  4W-((l  +  g')(l  +  g*)(l+g*)-')*„  (2/-H2gU2r  +  - 


-^- 


bestimmt  wird,  in  welcher  j  =  6   '      zu  setzen  ist. 


"Wenn  es  sich  darum  handelt,  das  Innere  einer  Halbebene  T  auf 
das  Innere  eines  geradlinigen  Dreiecks  mit  den  Winkeln  «ä,  ß%^  yic 
conform  abzubilden,  so  erhält  man  durch  eine,  der  angegebenen  ganz 


^K  und  j^Ki  ganzzahlig  zusammengeBetzten  Werthe  u 
O  ^  n  <  fw,  m  -j-  n  <  10. 


10 


K  annimmt,  wenn 


n 


0 


0,1811 

+0,1311» 


0,1811 


0,8971 
+0,3971« 


0,2627      0,3966 
+0,2627i  +0,261 7i 


0,5407 
+0,6407t 


0,5866 
+0,S941i 


0^291 


0,7071 
+0,7071f' 


0,6978 
+0,5386«' 


0,6792 
+ 0,3815t 


0,6608 


0.2624 
+0,1809i' 


0,2621 


0;3934 
+0,l299i 


0,3924 


+0,2671»  +0,24o5i 


0,6228 
+0,1268»- 


0,5206 


0,6481 
+0,1202» 


0,6436 


0,8688 
+0,5047» 

0,9587 
+0,8008«' 

0,8209 
+0,3525»' 

• 

0,7866 
+0,2235» 

0,8995 
+  0,1877« 

0,9906 
+0,1867» 

0,7649 
+0,1084»' 

0,8671 
+0,0908» 

0,9476 
+0,0668» 

0,9335 

0,9994 
+0,0844» 

0,7574 

0,8563 

0,9830 

1 

3 


9 


10 


m 
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analoge  Schlussfolgerung  für  die  die  Abbildung  vermittelnde  Function 
die  Formel 

Hierbei  können  die  drei  reellen  Grössen  a,  6,  c,  welche  den  drei 
Ecken  des  geradlinigen  Dreiecks  entsprechen,  willkürlich  gewählt  werden, 
wenn  sie  nur  auf  der  Begrenzung  der  Halbebene  T  in  Beziehung  auf 
das  Innere  der  Halbebene  in  demselben  Sinne  auf  einander  folgen,  wie 
die  Winkel  «jr,  /3;r,  yic  des  Dreiecks  auf  dem  Umfang  des  Dreiecks  in 
Bezieliung  auf  das  Innere, 

Mit  diesem  Resultate  war  die  Form  derjenigen  Function  gefunden, 
durch  welche  die  Fläche  einer  Halbebene  auf  die  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  irgend  eines  ebenen  geradlinig  begrenzten  Polygons 
conform  abgebildet  wird.  Nur  können  in  dem  allgemeinen  Falle  eines 
n-Ecks  von  den  w  reellen  Grössen  a^b,  c,  d  .  .  .,  welche  den  n  Ecken 
des  geradlinigen  Polygons  entsprechen,  nur  drei  willkürlich  gewählt 
werden,  die  übrigen  n— 3  sind  durch  die  gegebenen  Verhältnisse  der 
Längen  der  einzelnen  Seiten  des  betrachteten  Polygons  bestimmt. 

Ist  das  Vieleck  ein  reguläres  w-Eck  und  wird  die  Fläche  der 
Halbebene  durch  die  Fläche  eines  Kreises  ersetzt,  so  wird  diejenige 
Abbildung  der  Fläche  des  Kreises  auf  die  Fläche  eines  regulären 
n-Ecks,  bei  welcher  die  Mittelpunkte  beider  Figuren  einander  ent- 
sprechen, durch  die  Function 

«      ds 


«=/ 


'O     (1-5")" 

vermittelt. 

Diese  hier  angegebenen  Resultate  habe  ich  im  Frühjahre  1864 
im  mathematischen  Seminar  der  Berliner  Universität  vorgetragen  und 
bei  meiner  Promotion  der  philosophischen  Facultät  derselben  Univer- 
sität vorgelegt. 

Im  August  1866  sind  dieselben  von  Herrn  Weierstrass  der 
Berliner  Akademie  mitgetheilt  worden. 

In  Beziehung  auf  die  Aufgabe  der  Abbildung  der  Fläche  eines 
geradlinigen  Polygons  auf  die  Fläche  eines  Kreises  hatte  ich  die 
Freude,  die  Untersuchungen  des  Herrn  Christoffel  über  diesen 
Gegenstand:  Sul  problema  delle  temperature  stazionarie  e  la  rappre- 
sentazione  di  una  data  superficie,  Annali  di  Matematica,  II*  serie, 
tomo  r,  1867,  den  meinigen  begegnen  zu  sehen. 
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Den  Nachweis  der  Möglichkeit  der  Constantenbestiinmuiig  streng 
zu  führen,  ist  mir  für  den  Fall  n  =  4  gelungen ;  für  den  allgemeinen 
Fall  verdanke  ich  einen  strengen  Beweis  hierfür  einer  gütigen  Mit- 
tbeilung  des  Herrn  Weierstrass. 

Die  angegebene  Formel  läsät  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen, 
in  welchem  die  von  dem  geradlinigen  Polygon  begrenzte  Fläche  in 
ihrem  Innern  Windungspunkte  oder  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Ebene  enthält. 

So  wird  z.  B.  das  Innere  des  Kreises  in  der  Ebene  (s)  mit  dem 
Mittelpunkte  s  =  0  und  dem  Radius  1  durch  die  Formel 


«=/' 


H^ds 


auf  das  Aeussere  eines  Quadrates  confofm  abgebildet;  dem  Mittel- 
punkte 5  =  0  entspricht  der  unendlich  weit  entfernte  Punkt  der 
Ebene  (w). 

Hiermit  ist  zugleich  die  Aufgabe  der  Bestimmung  des  stationären 
Temperaturzustandes  unter  vorgeschriebenen  Grrenzbedingungen  für 
die  von  dem  Aeusseren  eines  Quadrates  gebildete,  sich  ins  Unendliche 
erstreckende  ebene  Fläche  grundsätzlich  als  gelöst  zu  betrachten.  — 

Es  lag  nun  der  Wunsch  nahe,  auch  für  die  Abbildung  einer  von 
einer  stetig  gekrümmten  Linie  begrenzten  Fläche  auf  die  Fläche  eines 
Kreises  ein  einfaches  Beispiel  zu  besitzen,  und  welche  Figur  konnte 
sich  hierzu  eher  darbieten  als  die  Ellipse? 

Hier  führte  die  Untersuchung  der  durch  die  einfacheren  analyti- 
schen Functionen  vermittelten  conformen  Abbildungen  auf  einem  be- 
iriedigenden  Wege  zum  Ziel. 

Das  Innere  einer  Parabel  in  der  Ebene  (m)  mit  dem  Brennpunkte 
u  =  0  und  dem  Scheitel  u  =  1  wird  auf  das  Innere  eines  Kreises 
in  der  Ebene  (s)  mit  dem  Mittelpunkte  s  =  0  und  dem  Radius  1 
conform  abgebildet  durch  die  Function 

s  =  tg>(iÄVö). 

Das  Innere  einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  u  =  ±1  und 
den  Scheiteln  w  =  ±a,  ±6*  wird  durch  die  Function 

s  =  sinam(^arcsinw) 

auf  das  Innere  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  5  =  0  und  dem 
Radius  -p  conform   abgebildet ,    wenn    der  Modul  k   durch   die   Glei- 
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chungen 

bestimmt  wird. 


Die  einfachste  krumme  Linie  ist  der  Kreis.  Bei  der  Aufgabe, 
die  Fläche  einer  von  Kreisbogenstrecken  begrenzten  Figur  in  der 
Ebene  (m)  auf  die  Fläche  einer  Halbebene  T  abzubilden,  führt  eine, 
der  oben  für  die  Abbildung  geradlinig  begrenzter  Polygone  angege- 
benen ganz  analoge  Schlussfolgerung  zum  Ziele. 

Wenn  die  von  Kreisbogen  begrenzte  Figur  in  der  Ebene  (») 
durch  Vermittelung  der  Function 

auf  eine  Ebene  (w')  conform  abgebildet  wird,  so  ist  die  entsprechende 
Figur  in  der  Ebene  (w')  ebenfalls  von  Kreisbogen  begrenzt,  unter 
denen  sich  auch  geradlinige  Strecken  befinden  können. 

Um  ein  für  alle  diese  Abbildungen,  welche  aus  einander  durch 
Transformation  mittelst  reciproker  Radien  abgeleitet  werden  können, 
zugleich  geltendes  Resultat  zu  erhalten ,  eliminire  man  die  Constan- 
ten C. 

Es  ist 

~dt^^^  dt    ~    dt    ^^It^        'C^'C^Jf' 


d' 
df 


^^^  dt    ^  dt'  ^^  dt  '^     {C,u  +  CJ  \dtJ        C,u  +  Ü,  dt'' 


Bezeichnet  man  die  Function 

so  folgt  hieraus ,  dass  ^(w',  t)  =  V(u,  t)  ist ,   dass  mithin  der  Aus- 
druck V  von  den  Constanten  C  unabhängig  ist. 

Zwei,  eine  Ecke  der  Begrenzungslinie  der  Figur  bildende  Kreis- 
bogen mögen  mit  einander  den  im  Innern  der  Figur  liegenden  Winkel 
an  einschliessen.    Die  Constanten  C  lassen  sich  so  wählen,  dass  dieser 
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von  zwei  Kreisbogenstrecken  gebildeten  Ecke  in  der  Ebene  (u)  eine 
von  zwei  geradlinigen  Strecken  gebildete  Ecke  in  der  Ebene  (t«') 
entspricht. 

Dann  hat,   wenn  dem  Eckpunkte   der  Werth  t  =  t^  entspricht, 

die  Function  -tt  log  -^  für  die  in  der  Umgebung  des  Werthes  t  =  t^ 

liegenden  Werthe  der  Grösse  t  nach  dem  Obigen  die  Entwickelung 


t-t. 


+  d,  +  d,(^~0  + 


•  •  • 
1 


in  welcher  die  Coefficienten  d  reelle  Werthe  haben. 

Also  hat  die  Function  V{u,t)  =  W{ujt)  die  für  die  Umgebung 
des  Werthes  t  =  t^  geltende  Entwickelung 

in  welcher  die  Coefficienten  S  ebenfalls  reelle  Werthe  haben. 

Enthält  die  von  dem  Kreisbogenpolygon  begrenzte  Fläche  in 
ihrem  Innern  keinen  Windungspunkt,  so  hat  die  Function  V{u,  t)  für 
alle  Werthe  des  Argumentes  t,  welche  den  im  Innern  der  Halbebene 
liegenden  Punkten  entsprechen,  den  Charakter  einer  ganzen  Function  ; 
da  dieselbe  für  alle  reellen  Werthe  des  Argumentes  t  ebenfalls  reelle 
Werthe  hat  und  den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt,  so 
ist  dieselbe  eine  rationale  Function  F{f)  von  t 

Die  Aufgabe  der  conformen  Abbildung  der  Fläche  eines  von 
Kreisbogen  gebildeten  Polygons  auf  die  Fläche  einer  Halbebene  ist 
also  zurückgeführt  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

und  die  Bestimmung  einer  Anzahl  von  Constanten. 

Diese  Lösung  lässt  sich  leicht  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  in 
welchem  die  Fläche  des  betrachteten  Kreisbogenpolygons  in  ihrem 
Innern  Windungspunkte  enthält;  es  wird  die  rationale  Function  F{t) 
in  diesem  Falle  auch  für  complexe  Werthe  der  Grösse  t  unendlich 
gross,  und  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Constanten  und  der  zu 
erfallenden  Bedingungsgleichungen  wird  vergrössert. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung V(w,  t)  =  F{t)  sich  als  Quotient  zweier  Lösungen 
derselben  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen 
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Functionen   als  Coefficienten   darstellen  lässt.     Diese  Bemerkung  ver- 
danke ich  einer  gütigen  Mittheilung  des  Herrn  Weierstrass. 

Ist  die  abzubildende  Figur  ein  Kreisbogendreieck ,  so  ist  die 
lineare  Differentialgleichung  diejenige  der  hypergeometrischen  Reihe, 
und  die  Bestimmung  der  Constanten  ist  ohne  Auflösung  transcen- 
denter  Gleichungen  ausführbar. 


Vermittelst  des  als  Function  der  oberen  Grenze  betrachteten 
Integrals 

in  welchem  a,  ft,  c  reelle,  a,  j8,  y  positive  Constanten  bezeichnen,  welche 
der  Bedingung  a  +  ß  +  y  =  1  genügen ,  wird  das  Innere  der  beiden 
Halbebenen  T  und  T",  in  welche  die  Ebene  {t)  durch  die  Axe  des 
Reellen  getheilt  wird,  auf  das  Innere  zweier  geradlinigen  und  zu 
einander  symmetrischen  Dreiecke  U'  und  J7"  mit  den  Winkeln  a«, 
/Ja,  y%  conform  abgebildet. 

Die  Ebene  {t)  möge  durch  Verwandlung  mittelst  reciproker  Ra- 
dien auf  die  Oberfläche  einer  Kugel  conform  so  abgebildet  werden, 
dass  der  Axe  des  Reellen  in  der  Ebene  {t)  ein  grösster  Kreis  der 
Kugel  entspricht.  Es  entsprechen  dann  symmetrischen  Punkten  auf 
beiden  Halbkugeln  symmetrische  Bilder  in  den  Flächen  der  beiden 
ebenen  Dreiecke. 

Bringt  man  nun  die  beiden  Dreiecke  in  eine  solche  Lage,  dass 
ihre  entsprechenden  Ecken  zusammenfallen,  und  denkt  man  sich,  dass  ihre 
in  der  Vorstellung  von  einander  verschiedenen  und  getrennten  Flächen 
die  Punkte  der  Begrenzungslinie  gemeinsam  haben  und  längs  derselben 
eine  Falte  bildend  zusammenhängen ,  so  erhält  man  eine  geschlossene 
einfach  zusammenhängende ,  ein  Dreieck  mit  den  Winkeln  «ä,  /Sä,  yar 
überall  doppelt  bedeckende  Fläche  TJ,  Längs  der  Begrenzung  dieses 
Dreiecks  besitzt  die  Fläche  TJ  eine  Falte ,  längs  welcher  die  beiden 
Blätter  mit  einander  stetig  zusammenhängen.  Diese  Fläche  kann 
auch  aufgefasst  werden  als  Oberfläche  eines  dreiseitigen  Prisma  mit 
unendlich  kleiner  Höhe. 

Dieser  geschlossenen  Fläche  U  entspricht  nun  eindeutig  die  ganze 
Kugelfläche.  In  allen  Punkten,  mit  Ausnahme  der  den  Ecken  ent- 
sprechenden, ist  die  Abbildung  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich,  in 
diesen  letzteren  Punkten  ist  die  Abbildung  eindeutig  und  stetig. 
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Wenn  über  den  Integrationsweg  nichts  festgesetzt  ist,  so  ist  die 
Integralfunction  u  eine  unendlich  vieldeutige  Function  der  oberen 
Grenze  x,  und  auch  x  ist  im  Allgemeinen  eine  unendlich  vieldeutige 
Function  von  u. 

(Ausnahmen  treten  nur  für  folgende Werthsysteme  von  aßy  ein: 

Vergl.  den  angeführten  Aufsatz  des  Herrn  Christoffel  a.a.O. 
S.  99  und  Briot  et  Bouquet,  Theorie  des  fonctions  doublement 
pöriodiques,  premi^re  Edition,  p.  306 — 308.) 

Die  verschiedenen  Werthe ,  welche  die  Grösse  u  bei  beliebig 
angenommenem  Integrationswege  für  einen  bestimmten  Werth  der 
oberen  Grenze  x  erlangen  kann ,  lassen  sich  stets  aus  einem  dieser 
Werthe  mit  Hülfe  der  Fläche  U  geometrisch  ableiten,  indem  man  sich 
vorstellt ,  dass  das  Netz  der  Fläche  U  durch  Abwickelung  derselben 
unendlich  oft  auf  die  Ebene  (m)  ausgebreitet  wird. 

Es  ergibt  sich  auf  dieselbe  Weise  aus  der  conformen  Abbildung 
der  Fläche  eines  Kreises  auf  die  Fläche  eines  geradlinigen  «-Ecks  die 
Abbildung  der  Oberfläche  einer  Kugel  auf  die  beiden  Seiten  der 
Fläche  dieses  ta-Ecks. 

Die  Umkehrung  dieser  Aufgabe  ist  ein  specieller  Fall  folgender 
allgemeinereu  Aufgabe:  Die  geschlossene,  einfach  zusammenhängende 
Oberfläche  eines  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Polyeders  ist  auf  die 
Oberfläche  einer  Kugel  eindeutig  so  abzubilden ,  dass  mit  Ausnahme 
der  den  Ecken  entsprechenden  Punkte  die  Abbildung  überall  in  den 
kleinsten  Theilen  ähnlich,  in  diesen  Punkten  aber  die  Stetigkeit  nicht 
unterbrochen  ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  Abbildung  mit  den  angege- 
benen Eigenschaften  überhaupt  möglich  ist,  gelangt  man  zu  folgender 
Xiösung :  Die  Oberfläche  des  Polyeders  denke  man  sich  auf  eine  Ebene 
abgewickelt  und  bezeichne  die  complexe  Grösse,  welche  durch  einen 
Punkt  innerhalb  des  auf  die  Ebene  ausgebreiteten  Netzes  der  Polyeder- 
oberfläche geometrisch  dargestellt  wird ,  mit  w.  Die  Oberfläche  der 
Kugel  bilde  man  direct  eindeutig  auf  eine  Ebene  (x)  ab,  deren  Punkte 
die  Werthe  einer  complexen  Grösse  x  geometrisch  darstellen.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  ergibt  sich 

du 


dx 


=  cn((p—x^)'^\ 


In    dieser  Formel,   welche  ich  Herrn  Weierstrass  im  Jahre  1866 

Schwarz,  Oesammelte  Abhandhini^ii.  H.  6 


g2  üeber  eiuige  Abbildungsaufgaben. 

mitgetheilt  habe ,  bedeutet  x^  den  einer  Ecke  des  Polyeders  entspre- 
chenden Werth  der  Grösse  x,  während  die  Summe  der  in  dieser  Ecke 
zusammenstossenden  Kantenwinkel  gleich  ia^n  ist.  Das  Product  77 
ist  über  alle  Ecken  des  Polyeders  zu  erstrecken.  Die  über  alle 
Ecken  des  Polyeders  erstreckte  Summe  2J(a^— 1)  hat  den  Werth  —2, 
wenn  der  Werth  x  =■  cx>  nicht  einer  Ecke  des  Polyeders  entspricht, 
wie  aus  dem  Eul ersehen  Satze  über  Polyeder  folgt. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  lässt  sich  —  die  Möglichkeit  einer 
aolchen  Abbildung  immer  noch  vorausgesetzt  —  durch  die  Betrachtung 

der  Function  -j-  log  -^"  beweisen ;    auch   lässt  sich  zeigen ,    dass  die 

Constanten  x^  bis  aijif  drei  willkürliche  complexe  Constanten  einer 
gebrochenen  Substitution  ersten  Grades  durch  die  Bedingungen  der 
Aufgabe  eindeutig  bestimmt  sind;  es  ist  mir  indessen  bis  jetzt  nicht 
gelungen ,  den  strengen  Nachweis  zu  führen ,  dass  es  für  jedes  vor- 
gegebene Polyeder  möglich  ist ,  diese  Constanten  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  gemäss  wirklich  zu  bestinunen. 

In  einigen  Fällen  ist  diese  Constantenbestimmung  a  priori  aus- 
führbar, z.  B.  wenn  das  vorgegebene  Polyeder  ein  reguläres  ist. 

So  wird  die  Abbildung  der  Kugeloberfläche  auf  die  Oberfläche 
eines  Würfels  vermittelt  durch  das  Integral*) 


dx 


(Vergl.  Monatsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
1865 ,  S.  150.)  Mit  der  Abbildung  der  Oberflächen  der  regulären 
Polyeder  auf  die  Kugel  lässt  sich  eine  Anzahl  analytischer  Probleme 
in  Verbindung  bringen,  unter  denen  ich  hier  folgendes  namhaft  mache: 
Alle  sphärischen  Dreiecke  zu  finden,  welche  durch  algebraische  Func- 
tionen der  Coordinaten  auf  die  Fläche  eines  Kreises  conform  abge- 
bildet werden  können. 


Dass  es  stets  möglich  ist,  die  einfach  zusanmienhängende  ebene 
Fläche,  welche  von  einer  aus  Stücken  analytischer  Curven  bestehenden 
einfachen  Linie  begrenzt  wird,  auf  die  Fläche  eines  Kreises  zusammen- 
hängend und  in  den  Meisten  Theilen  ähnlich  abzubilden,  hat  Riemann 


*)  Siehe  S.  2  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe  der  gesammeiten  Ab- 
handlungen des  Verfassers. 
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mit  Zuhiüfenahine  des  sogenannten  Dirichletschen  Principes  zu 
beweisen  gesucht. 

Da  gegen  die  Zulässigkeit  dieser  Schlussweise  bei  einem  Existenz- 
beweise hinsichtlich  der  Strenge  begründete  Einwendungen  geltend 
gemacht  worden  sind,  war  es  wünschenswerth ,  ein  Beweisverfahren 
zu  besitzen,  gegen  welches  die  bezüglich  des  Dirichletschen  Prin- 
cipes geltend  gemachten  Bedenken  nicht  erhoben  werden  konnten. 

Für  den  Fall,  dass  die  Begrenzungslinie  der  abzubildenden  Figur 
in  allen  Punkten  nach  aussen  convex  ist,  habe  ich  einen  solchen  Be- 
weis in  einer  im  November  v.  J.  Herrn  Weierstrass  überreichten 
Abhandlung  zu  führen  versucht. 

Halle  an  der  Saale,  im  Februar  1869. 
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Conforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines  Te- 
traeders auf  die  Oberfläche  einer  Kugel. 


Journal  ftn  reine  and  angpewandte  Mathematik,  Band  70,  Seite  121—180. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  stelle  ich  mir  zunächst  folgende 
Aufgabe : 

Die  Oberfläche  einer  Kugel  auf  die  Oberfläche  eines 
Tetraeders  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  so  abzubilden,  dass  jedem  Punkte  der 
einen  Fläche  ein   einziger  Punkt  der  andern  entspricht. 

Die  Untersuchung  zerfallt  in  zwei  Theile. 

Der  erste  Theil  geht  aus  von  dem  als  Function  der  oberen  Grenze 
betrachteten  Integrale 

in  welchem  a,  6,  c,  d  beliebige  complexe  und  a,  /J,  y,  S  reelle,  zwischen 
0  und  1  liegende  und  der  Bedingung  a-\- ß-\-y  +  S  =  2  genügende 
Constanten  bezeichnen,  und  beschäftigt  sich  mit  dem  Nachweise,  dass 
in  der  Ebene  (m)  dieses  Integrals  sich  stets  das  Netz  JJ^  der  Ober- 
fläche JJ  eines  Tetraeders  ABCD  angeben  lässt,  auf  welche  die  ganze 
Ebene  {x)  oder  eine  dieser  Ebene  entsprechende  Kugelfläche  conform 
abgebildet  wird,  so  dass  das  gegenseitige  Entsprechen  der  Punkte 
beider  Flächen  ein  eindeutiges  ist. 

In  dem  zweiten  Theile  der  Untersuchung  wird  der  Beweis  ge- 
führt, dass  für  jedes  gegebene,  ganz  im  Endlichen  liegende  Tetraeder 
A^  B^  6\  Dj .  sich  die  angegebenen  Constanten  stets  und  zwar,  abgesehen 
von  drei  willkürlichen  Constanten  einer  gebrochenen  Function  ersten 
Grades ,  auf  eindeutige  Weise  so  bestimmen  lassen ,  dass  das  vorhin 
charakterisirte  Tetraeder  ABCD  mit  dem  gegebenen  A^B^C^D^ 
übereinstimmt. 
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I. 
Die  Lage  eines  in  einer  Ebene  {x)  liegenden  beliebigen  Punktes 
möge  durch  den  Werth  der  unbeschränkt  veränderlichen  Grösse  x 
ausgedrückt  werden ;  a,  6,  c,  d  seien  vier  von  einander  verschiedene 
specielle  Werthe  derselben ,  welchen  ebenso  viele  in  der  Ebene  (x) 
liegende  Punkte  entsprechen. 

« 

Die  Theile  der  Ebene  (x)  mögen  nun  durch,  die  Integralfhnction 
u-u,  =  C /'%-o)«-«(a;-6y-'(a5-c)>'-'(a;-d)*-'d!B 

auf  Theile  einer  Ebene  (w)  conform  abgebildet  werden.  Hierbei  be- 
deutet C  eine  complexe  Constante ;  a,  j8,  y,  S  bezeichnen  reelle,  zwischen 
0  und  1  liegende  Constanten,  welche  durch  die  Grleichung 

cc  +  ß  +  y  +  S  =  2 

mit  einander  verbunden  sind. 

Für  das  Innere  jedes  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  X 
der  Ebene  (x),  welcher  in  seinem  Innern  keinen  der  Punkte  a,  6,  c,  d 
enthält,  kann  ein  Zweig  der  zu  integrirenden  Function  als  stetige 
Function  des  Ortes  eindeutig  erklärt  werden ,  sobald  für  einen  im 
Innern  von  X  liegenden  Wei^th  von  x  einer  der  Werthe  der  Function 
fixirt  ist.  Aus  diesem  einen  Zweige  wird  jeder  andere  Zweig  der 
Function  durch  Multiplication  mit  einem  Factor  e'*^*  erhalten ,  wenn 
mit  X  ein  Ausdruck  m^a  +  m^ß  +  m^y  +  m^d  bezeichnet  wird,  in 
welchem  die  Coefficienten  m  positive  oder  negative  ganze  Zahlen, 
einschliesslich  der  NuU,  bedeuten. 

Da  die  zu  integrirende  Function  für  keinen  Werth  von  x  unend- 
lich gross  erster  Ordnung  wird,  so  folgt,  dass  für  einen  solchen  Be- 
reich auch  ein  Zweig  u  der  Integralfunction  eindeutig  erklärt  werden 
kann,  und  dass  jeder  andere  Zweig  u^  derselben  durch  die  Gleichung 
w,  =  c**"*w  +  Const.  erhalten  werden  kann. 

Für  die  hier  näher  zu  untersuchende  conforme  Abbildung  sind 
die  Verzweigungswerthe  a,  6,  c,  d  die  einzigen  singulären  Werthe  des 
Argumentes  x.  Für  die  in  der  Umgebung  eines  solchen  Werthes, 
z.  B.  des  Werthes  a  liegenden  Werthe  von  x  hat  die  Function  u  die 
Entwickelung 

w-M.  =  ü.(«-a)«[l-Ka;-a)$(a;-a)], 

worin  5ß(a;— a)  eine  nach  Potenzen  der  Grösse  x  —  a  mit  ganzzahligen 
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positiven  Exponenten  fortschreitende  Potenzreihe  bedeutet ,  welche 
für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  kleinen  Werthe 
von  x—a  convergent  ist. 

Zieht  man  daher  vom  Punkte  a  aus  eine  einfache ,  d.  h.  durch 
keinen  Punkt  mehr  als  einmal  gehende  Linie  L(ad)j  welche  die  Punkte 
b  und  c  nicht  enj^halten  und  im  Punkte  d  endigen  möge,  so  kann 
man  die  Function  u  für  alle  in  der  Umgebung  des  Werthes  a  liegenden 
Werthe  von  a?,  welche  der  Linie  L{ad)  nicht  angehören,  als  stetige 
und  eindeutige  Function  des  Argumentes  x  erklären;  für  diejenigen 
Werthe  x  aber,  welche  in  der  Umgebung  des  Werthes  a  liegen  und 
der  Linie  L{ad)  angehören,  hat  die  Function  m  —  m^  dann  zwei  Werthe, 
deren  Quotient  gleich  a'""*  ist. 

Die  den  beiden  Ufern  der  Linie  L{ad)  in  der  Ebene  (u)  ent- 
sprechenden Curven  stimmen  aus  diesem  Grunde  der  Grestalt  nach 
mit  einander  überein  und  lassen  sich  durch  eine  Drehung  um  den 
Punkt  u^  mit  einander  zur  Deckung  bringen. 

Zieht  man,  wie  von  a  nach  d  die  Linie  L{ad),  ebenso  von  b  und 
c  nach  d  einfache  Linien  L{bd)  und  L{cd)^  welche  weder  sich  selbst, 
noch  einander  schneiden,  so  bilden  alle,  diesen  Linien  nicht  angehö- 
renden Werthe  von  x  einen  einfach  zusammenhängenden,  den  unend- 
lich weit  entfernten  Punkt  der  Ebene  {x)  enthaltenden  Bereich  X 
mit  der  in  sich  zurückkehrenden  Begrenzungslinie  L{adbdcda). 

Für  jeden  im  Innern  dieses  Bereiches  liegenden  endlichen  Werth 
des  Argumentes  x  hat  die  Integralfunction  w  den  Charakter  einer 
ganzen  Function.  Für  die  in  der  Umgebung  des  Werthes  a:  =  oo 
liegenden  Werthe  von  x  lässt  sich  m,  da«  +  j8  +  y  +  d  =  2ist,  in 
eine  Reihe  von  der  Grestalt 


„_„..„.i[i.i,(i)] 


entwickeln;  dieser  Werth  ist  also  für  die  Function  u  und  die  durch 
dieselbe  vermittelte  Abbildung  kein  eigentlich  singulärer. 

Hieraus  folgt,  dass  die  complexe  Grösse  u  für  alle  im 
Innern  des  Bereiches  X  liegenden  Werthe  der  Grösse 
o;  als  eine  eindeutige,  stetige  und  überall  endliche  Func- 
tion des  complexen  Argumentes  x  erklärt  werden  kann. 

Für  alle  Werthe  von  x  ,  welche  "den  Linien  L  angehören ,  hat  u 
im  Allgemeinen  zwei  Werthe ,  für  die  Werthe  o,  6,  c  je  einen  Werth 
und  für  den  Werth  d  drei  Werthe. 


auf  die  Oberfläche  einer  Kugel.  g7 

Das  Gebiet  aller  Werthe  von  u ,  welche  zu  den  innerhalb  des 
Bereiches  X  liegenden  Werthen  von  x  gehören,  sei  mit  U^  bezeichnet. 
Dieses  Gebiet   hat   in   seinem  Innern   keinen  Windungspunkt ,    denn 

^—  wird  für  keinen   endlichen  Werth   von   x  gleich  Null   und   dem 

Werthe  a;  =  oo  entspricht  kein  Windungspunkt  von  U^. 

Der  Begrenzungslinie  Ir(ad6dcda)  von  X  entspricht  in  der  Ebene 
(u)  die  Begrenzungslinie  von  17,  nämlich  eine  Linie  AD"'BiyCD"Ä, 
Die  einzelnen  Seiten  dieses  Curvensechseckes  AB"  und  AD'",  BD'" 
und  JBD',  CD  und  CH'  haben  beziehlich  dieselbe  Gestalt  und  bilden 
mit  einander  die  im  Innern  von  [7,  liegenden  Winkel  2 an;,  2ßjCj  2yit. 
Die  Summe  der  Winkel  in   den  Eckpunkten  D,  D",  2)'"  beträgt  28%. 

Es  wird  nun  gezeigt  werden,  dass  man  die  Linien  L{ad),  L(bd), 
L{cd)  stets  so  wählen  kann,  dass  die  entsprechenden  Stücke  der 
Begrenzung  von  17,  gerade  Linien  werden,  und  dass  gleichzeitig  die 
Figur  ZJj  das  Netz  der  Oberfläche  U  eines  Tetraeders  ABCD  darstellt, 
dessen  Kanten  mit  den  gleichbenannten  geradlinigen  Strecken  der 
Figur  ZJj  gleiche  Länge  haben. 

Es  ist  zweckmässig,  einen  speciellen  Fall  vor  der  Betrach- 
tung des  allgemeinen  besonders  in  Betracht  zu  ziehen. 

Die  vier  Punkte  a,  6,  c,  d  in  der  Ebene  (x)  können  näm- 
lich die  besondere  Lage  haben,  dass  sich  durch  diesel- 
ben ein  Kreis  oder  eine  gerade  Linie  legen  lässt. 

•  Geht  man  von  der  Ebene  (x)  durch  Transformation  mittelst 
reciproker  Badien  zu  einer  dieser  Ebene  entsprechenden  Kugelfläche 
über,  so  liegen  die  den  Punkten  a,  b,  c,  d  entsprechenden  Punkte  auf 
einem  Kreise,  welcher  die  Kugelfläche  in  zwei  Calotten  theilt. 

Durch  eine  geeignete  Wahl  des  Transformationsmittelpunktes 
kann  man  bewirken,  dass  dieser  Kreis  ein  grösster  Kreis  der  Kugel 
wird.  Die  Flächen  der  beiden  von  diesem  Kreise  begrenz- 
ten Halbkugeln  werden  durch  Vermittelung  der  Inte- 
gralfun ction  wauf  zwei  symmetrische,  ebene  geradlinige 
Vierecke  mit  den  Winkeln  «ä,  /Sä,  yjr,  8x  conf  orm  abgebil- 
det, die  ganze  Kugelfläche  also  auf  eine  geschlossene, 
einfach  zusammenhängende  Fläche  U,  bestehend  aus 
den  längs  ihrer  Begrenzungen  zusammenhängenden  und 
eine  Falte  von  ü  bildendeh  Flächen  der  beiden  symme- 
trischen Vierecke. 

[Es   sei  gestattet,   hier   eine  Bemerkung   einzuschalten.    Ist   in 
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dem  betrachteten  Falle  a  =  ß  =  y  =  d  =  \,  so  gelangt  man  zu 
dem  elliptischen  Integrale  erster  Art  mit  reellem  Modul  und  rein 
imaginärem  Periodenverhältnisse  und  erhält ,  durch  die  elliptischen 
Functionen  vermittelt,  die  conforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines 
doppelt  zu  denkenden  Rechteckes  auf  die  Oberfläche  einer  Kugel. 

Nun  kann  man  nach  Jacobi*)  mittelst  elliptischer  Integrale 
dritter  Art ,  welche  die  elliptischen  Coordinaten  eines  Punktes  des 
Ellipsoids  enthalten ,  die  Oberfläche  eines  ungleichaxigen  EUipsoids 
auf  eine  Ebene  conform  so  abbilden,  dass  einer  Hälfte  der  Ellipsoid- 
oberfläche  das  Innere  eines  Rechteckes ,  der  die  vier  Nabelpunkt« 
enthaltenden  Ellipse  der  Umfang  desselben  und  den  Nabelpunkten 
selbst  die  Ecken  des  Rechtecks  entsprechen. 

Der  ganzen  Ellipsoidoberfläche  entspricht  also  hierbei  das  dop- 
pelte Rechteck.  Durch  Zusammensetzung  dieser  Abbildung  mit  der 
soeben  betrachteten,  durch  elliptische  Functionen  vermittelten  con- 
formen  Abbildung  erhält  man  die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe; 
Die  Oberfläche  eines  ungleichaxigen  Ellipsoids  auf  die 
Oberfläche  einerKugel  conform  so  abzubilden,  dass  das 
gegenseitige  Entsprechen  der  reellen  Punkte  beider 
Flächen  ein  eindeutiges  ist. 

Es  ergibt  sich  hierbei,  dass  den  beiden  Schaaren  der  Krümmungs- 
linien auf  dem  Ellipsoid  zwei  Schaaren  von  Curven  vierter  Ordnung 
auf  der  Kugel  entsprechen,  welche  in  zwei  Schaaren  confocaler  sphä- 
rischer Kegelschnitte  übergehen  ,  wenn  den  drei  Hauptschnitten  des 
Ellipsoids  drei  grösste  Kreise  der  Kugel  entsprechen.] 

Wenn  die  vier  Punkte  a,  6,  c,  d  nicht  auf  einem  Kreise  liegen, 
so  kann  man  durch  je  drei  derselben  einen  Kreis  legen. 

Von  diesen  vier  Kreisen  theilt  jeder,  z.  B.  der  durch  die  Punkte 
a,  b,  c  gelegte,  das  Gebiet  der  veränderlichen  Grösse  x  in  zwei,  durch 
diesen  Kreis  von  einander  getrennte  Bereiche.  Der  eine  derselben 
enthält  in  seinem  Innern  den  vierten  Punkt  d ;  der  andere ,  welcher 
in  seinem  Innern  keinen  singulären  Punkt   enthält ,   möge  mit  {abc) 


*)  Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahr- 
gang 1839,  Seite  64. 

Schering:  Ueber  die  conforme  Abbildung  des  Ellipsoids  auf  der  Ebene.  Göttingen  1858. 
Jacobi:   üeber  die  Abbildung  eines  ungleichaxigen  Ellipsoids  auf  einer  Ebene,  bei 

welcher  die  kleinsten  Theile  ähnlich  bleiben.    Journal  für  reine  und  angewandte 

Mathematik,  Band  59,  Seite  74—88.     1861 .     Gesammelte  Werke,  Band  2,  Seite 

401—416. 
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bezeicimet  werden.  Den  Bezeidmungen  (bdc),  (cdo),  (adb)  ist  die 
analoge  Bedentimg  beizulegen. 

Es  kann  angenommen  werden ,  dass  das  Innere  des  G-ebietes 
(abc)  iur  einen  auf  der  Ebene  (x)  stehenden  Büobachter,  welcher  auf 
(1er  Begrenzung  dieses  G-ebietes  in  der  Richtung  abc  fortschreitet, 
links  von  seiner  Bewegungsrichtung  liegt. 

Wenn  dies  nämlich  nicht  von  vorn  berein  der  Fall  wäre ,  so 
brauchte  man  nur  die  Bezeichnung  der  Punkte  a  und  c  und  dem  ent* 
sprechend  a  und  y  mit  einander  zu  vertauschen. 


Zur  Vereinfachung  möge  nun  die  Ebene  (x)  durch  Vermittelung 
der  Function 

,  ^    b-e   x-a 
6— o  x—c 

auf  eine  Ebene  (a;')  conform  abgebildet  werden.  Den  Funkten  x  ='  a, 
b,  c,  d  entsprechen  der  Reihe  nach  die  Punkte  x'  =  0,  1,  oo,  e.  Es 
ist  bierbei 

b—c   d—a 

b—a   d—c 

Dem  (irebiete  (abc)  entspricht  das  Gebiet  (Oloo),  also  die  auf 
der  positiven  Seite  der  Axe  des  Reellen  liegende  Halbebene;  der  die 
complexe  Grösse  e  geometriach  darstellende  Punkt  liegt  mithin  in 
der  auf  der  negativen  Seite  der  Axe  des  Reellen  liegenden  Halbehene, 

Die  Integralftmetion  u  geht  über  in 
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Die  von  den  Punkten  a,  6,  c  nach  dem  Punkte  d  gezogenen  Linien  L 
sollen  so  angenomihen  werden,  dass  sie  ausserhalb  des  Gebietes  (abe) 
liegen  und  mit  der  Begrenzungslinie  desselben  nur  die  Punkte  a,  b,  e 
gemeinsam  haben. 

Gehen  nun  die  Werthe  a,b,c,d  beziehlich  in  die  Werthe  0,1, 00,^: 
über,  so  liegen  die  den  Linien  L  entsprechenden  Linien  L'  ganz  in 
der  auf  der  negativen  Seite  der  Axe  des  Reellen  liegenden  Halbebene. 

Für  alle  im  Innern  des  dem  Gebiete  X  entsprechenden  Gebietes 
X'  liegenden  Werthe  von  x'  kann  u  als  eindeutige  und  stetige  Func- 
tion des  Argumentes  x'  erklärt  werden.  Dasselbe  gilt  von  -j—,  und 
von  den  Functionen 

log^,    loga;',    log(a?'-l),    log(j;-^), 

zwischen  denen  die  Gleichung 

log-^  =  logC"+(«-l)loga;'+(^-l)log(^'-l)  +  (*-l)log(x'-^) 

besteht. 

Das  Gebiet  (abc)  in  dej  Ebene  (x),  beziehlich  die  auf 
der  positiven  Seite  der  Axe  des  Reellen  liegende  Halb- 
ebene {x')  wird  durch  Vermittelung  der  Integralfunc- 
tion  u  auf  ein  einfach  zusammenhängendesGebiet  U{abc\ 
einen  Theil  von    Z7i,    conform  abgebildet. 

Die  Begrenzungslinie  der  Figur  ü{abc)  ist  nach 
aussen  überall  convex. 

Dies  kann  wie  folgt  bewiesen  werden.  Beschränkt  man  die  Va- 
riable X  auf  die  Begrenzungslinie  des  Gebietes  (abc)  und  lässt  die 
Grösse  x'  stetig  wachsend  alle  reellen  Werthe  von  —00  bis  -|-oo  an- 
nehmen,  so   drückt  die  Abweichung  von  -tt  den  Winkel  aus,    den 

entsprechende  Elemente  du  und  dx'  der  Begrenzungslinien  beider 
Gebiete  mit  einander  einachliessen.  Dieser  Winkel  wird  daher  auch 
ausgedrückt  durch  den  reellen  Factor  des  imaginären  Theiles  von 

du 
log^  =  logC'+(«-l)loga;'+(/J-l)log(«'-l)  +  (*-l)log(a:'-«). 
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Der  imaginäre  Theil  von  loga?'  ist,  während  die  Grösse  x  stetig  zu- 
nelimend  alle  Werthe  des  Intervalles  von  —  oo  bis  0  durchläuft,  con- 
stant ,  nimmt  beim  Durchgange  der  Grrösse  x'  durch  den  Werth  0  um 
nx  ab  und  ist,  während  x'  sich  von  0  bis  +oo  bewegt,  wieder  con- 
stant.  Dasselbe  gilt  von  dem  imaginären  Theile  von  log(a;'— 1)  für 
die  Intervalle  von  — oo  bis  1  und  von  1  bis  +oo.  Der  imaginäre 
Theil  von  \o^{x'—z)  hingegen  nimmt,  während  die  Grösse  x'  stetig 
zunehmend  alle  reellen  "Werthe  durchläuft,  beständig  ab,  da  die  Ab- 
weichung der  von  dem  Punkte  z  nach  dem  Punkte  x'  führenden  Strecke 
X*  —  z  beständig  kleiner  wird. 

Der  Zuwachs,  welchen  der  imaginäre  Theil  von  lQg--z-^  erfahrt, 

während  x'  sich  innerhalb  eines  der  drei  Intervalle  —  oo  •  . .  0,  0  •  •  •  1, 
1  •  •  •  +  00  bewegt,  ist  also  gleich  dem  Zuwachse  des  imaginären  Thei- 

les  von  (d— 1)  log(a;'— xr).     Der  imaginäre  Theil  von  log-=-r  wächst 

also  beständig,  denn  8  ist  nach  der  Voraussetzung  kleiner  als  1  und 
in  den  Punkten  0  und  1  beträgt  die  Zunahme  beziehlich  (1— a)3ri  und 
(1— /J)Äi.  Folglich  ist  der  Contingenzwinkel  der  Curve,  welche  der 
den  Werth  der  complexen  Grösse  u  geometrisch  darstellende  Punkt 
beschreibt,  während  die  Grösse  x*  eines  der  Intervalle  —  oo  •  •  •  0, 
0---1,  1---+00  durchläuft,  stets  positiv,  da  derselbe  dem  Zu- 
wachse des  Factors  von  %  in  dem  Ausdrucke  log  -^-j  gleich  ist. 

(kX 

Also  ist  die  Begrenzungslinie  der  Figur  ü(abc)  in  den  drei 
Theilen,  welche  den  Intervallen  — oo---0,  0--1,  l«--+oo  entspre- 
chen, nach  aussen  convex.  In  den  Punkten  J.,  5,  C,  welche  den  Wer- 
then  a,  6,  c  von  Xj  beziehlich  0,  1,  oo  von  x'j  entsprechen,  hat  die 
Begrenzungslinie  der  Figur  U{abc)  je  zwei  Tangenten,  und  zwar  be- 
tragen die  Winkel,  welche  die  folgende  Tangente  mit  der  vorherge- 
henden einschliesst,  beziehlich 

(l~a);r,     (1-^/3)^,     (l-y)Ä. 

Die  Begrenzungslinie  des  Gebietes  ü{abc)  ist  also  auöh  in  den 
Ecken  nach  aussen  convex.  Die  inneren  Winkel  der  Figur  U(abc) 
sind  in  diesen  Punkten  beziehlich  gleich  an,  ßx,  y%. 

Die  Summe  aller  Contingenzwinkel  der  Begrenzungslinie  der  Fi- 
gur U{abc)  beträgt 

{l-a)7C  +  {l-ß)7t  +  {l-y)7C  +  {l-d)7C  =  2n, 

wie  auch  daraus  folgt,  dass  diese  ganz  im  Endlichen  liegende,  einfach 
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zusammenhäDgende  Figur  in  ihrem  Innern  keinen  Windongsponkt 
besitzt. 

Wenn  also  ein  Punkt  die  Begrenzung  der  Figur  U{abc)  in  po- 
sitivem Sinne  durchläuft,  so  wächst  der  Winkel,  den  die  Richtung 
der  Tangente  dieser  Curve  mit  der  Richtung  der  Axe  des  Reellen 
einschliesst,  beständig  und  ist  nach  einmaligem  Umlaufe  des  Punktes 
um  27C  gewachsen. 

Eine  geschlossene  Curve,  welche  diese  beiden  Eigenschaften  be- 
sitzt, kann  von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  ge- 
schnitten werden,  und  die  geradlinige  Strecke,  welche  zwei  Punkte 
einer  solchen  Curve  verbindet,  liegt  ganz  in  dem  Innern  des  von 
dieser  Linie  begrenzten  und  ganz  im  Endlichen  liegenden  Stückes 
der  Ebene,  falls  sie  nicht  selbst  einen  Theil  der  Curve  ausmacht. 

Construirt  man  daher  in  der  Figur  U(abc)  das  gerad- 
linige Dreieck  ABC^  so  folgt  aus  dem  angeführten  Satze, 
dass  die  einzelnen  Seiten  und  die  Fläche  dieses  Drei- 
ecks ganz  innerhalb  der  Figur  U{abc)  liegen,  dass  da- 
her die  Winkel  desselben  beziehlich  kleiner  sind  als 
«Ä,  ßjt,  yn. 

Die  analogen  Betrachtungen,  statt  auf  das  Gebiet  (a&c)  auf  die 
Gebiete  (6do),  (cda),  (ad6)  angewendet,  führen  auf  die  Figuren 

Er(6dc),     V{cäa),     U{adb) 
und  die  Dreiecke 

B'D'C,    CD^A^    A'"D'"B'\ 

Die  Gebiete  {abc)  und  {adb)  haben  einen  von  zwei  Kreisbogen 
begrenzten,  einfach  zusammenhängenden  Gebietstheil  gemeinsam,  wel- 
cher mit  {ab)  bezeichnet  werden  möge.  Derselbe  wird  durch  die  In- 
tegralfunction  auf  eine  Figur  U{ab)  conform  abgebildet,  deren  Be- 
grenzungslinie in  allen  Punkten  nach  aussen  convex  ist.  Also  liegt 
die  .geradlinige  Strecke  AB^  welche  die  den  Punkten  a  und  b  ent- 
sprechenden Ecken  der  Figur  U{ab)  verbindet,  ganz  im  Innern  der- 
selben. Es  gibt  also  in  der  Ebene  {x)  eine  einzige,  ganz 
innerhalb  des  Flächenstückes  (06)  liegende,  von  a  nach  h 
führende  Linie  L{ab),  deren  durch  die  Integralfunction 
u  vermittelte  Abbildung  eine  gerade  Linie  ist. 

Solcher  Linien  L  gibt  es  in  der  Ebene  {x)  oder  auf 
der,  der  Ebene  {x)  entsprechenden  Eugelfläche  sechs, 
von  denen  jede  zwei  der  Punkte   a,  6,  c,  d  verbindet. 
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Die  Ebene,  beziehungsweise  die  Kugelfläcbe,  wird 
durch  diese  Linien  in  vier  Curvendreiecke  abe,  bdc,  eda, 
adb  zerlegt,  deren  durch  die  Integralfunction  u  vermit- 
telte Abbildungen  geradlinige  Dreiecke  sind. 

Wählt  man  daher  die  drei  definirten,  vom  Punkte 
d  ausgehenden  Linien  L(ad),  L{hd),  L{cd)  zu  denjenigen 
Linien,  deren  Ufer  L(adbdcda)  die  Begrenzung  des  ein- 
fach zusammen Iiiingenden  Bereiches  X  bilden,  so  ist 
die  entsprechende  Figur  Z/,  das  Innere  eines  von  sechs 
geradlinigen  Strecken  begrenzten  Sechseckes  AB^BD'CiyA, 


von  dessen  Seiten  die  in  den  Ecken  A,  B,  C  zusammenstossenden 
paarweise  einander  gleich  sind  und  mit  einander  beziehlich  die  im 
Innern  von  U,  liegenden  Winkel  2««,  2ßn,  2^«  bilden.  Von  den  in 
der  Ecke  A  zusammenstossenden  Winkeln  D'"AB,  BAC,  CAD"  ist 
jeder  kleiner  als  ax;  da  ihre  Summe  2an  beträgt,  so  ist  die  Summe 
je  zweier  derselben  grösser  als  der  dritte.  Das  angegebene 
Sechseck  U,  ist  daher  das  Netz  der  Oberfläche  ü  ei- 
nes Tetraeders  ABCD. 

Ans  den  drei  Winkeln  am  Punkte  A  kann  man  nämlich,  weil 
die  Summe  je  zweier  derselben  grösser  ist  als  der  dritte ,  eine  kör- 
perliche Ecke  constmiren;  gibt  man  den  Kanten  beziehlich  die  Län- 
gen AB,  AC,  AD  =  ADf  ^  AD",  so  ist  hierdurch  ein  Tetraeder 
ABCD  bestimmt,  dessen  Seitenflächen  ABC,  BDC,  CDA,  ABB  den 
vier  Dreiecken  ABC,  BD'C,  GD^A,  AD"'B  beziehlich  congment  sind. 
,  Die  Oberfläche  U  dieses  Tetraeders  entspricht  der 
Ebene  {x)  und  der  derselben  entsprochenden  Kugelober- 
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fläche  eindeutig  Punkt  für  Punkt.  Die  Abbildung  der 
einen  Fläche  auf  die  andere  ist  in  den  kleinsten  Thei- 
len  ähnlich,  mit  Ausnahme  der,  den  vier  Ecken  des 
Tetraeders  entsprechenden  Punkte,  in  welchen  die 
Stetigkeit  der  Abbildung  nicht  unterbrochen  ist. 

Die  conforme  Abbildung  der  Ebene  (x)  auf  die  Ober- 
fläche U  des  Tetraeders  stellt  daher  geometrisch  den 
Zusammenhang  dar,  welcher  zwischen  den  Werthen,  die 
das  Integral  u  für  einen  bestimmten  Werth  x  der  oberen 
Grenze  annehmen  kann,  und  diesem  Werthe  x  stattfindet: 
Alle  Werthe,  welche  das  Integral  auf  verschiedenen 
Integrationswegen  erlangen  kann,  werden  aus  einem 
dieser  "Werthe  durch  Abwickelung  der  Tetraederflä- 
che   U  auf  die  Ebene   (u)  erhalten. 

[Hieraus  ergibt  sich  beiläufig,  wenn  man  a  =  ß  =  y  =  d  =  \ 
setzt,  eine  geometrische  Deutung  der  Abbildung  durch  elliptische 
Functionen  mit  complexem  Modul. 

Die  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders  sind  in  diesem  Falle  con- 
gruente  spitzwinklige  Dreiecke. 

Für  die  elliptischen  Integrale,  welche  die  conforme  Abbildung 
der  Oberfläche  der  Kugel  auf  die  Oberfläche  eines  regulären  Tetrae- 
ders vermitteln,  findet  bei  der  Multiplication  mit  dritten  Wurzeln  der 
Einheit  ein  algebraisches  Multiplicationstheorem  statt;  die  Linien  L 
sind  in  diesem  Falle  Kreisbogen. 

Gleichzeitig  ist  hierdurch  gezeigt,  wie  man  bei  einem  elliptischen 
Integral  erster  Art  mit  complexem  Modul  die  Integrationswege  zu 
wählen  hat,  um  solche  Fundamental-Perioden  zu  erhalten,  für  welche 
die  entsprechenden  ^-Reihen,  am  stärksten  convergiren.] 


n. 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  dass  sich  bei  einer  gegebenen,  ganz  im 
Endlichen  liegenden  Tetraederfläche  A^B^C^D^  die  in  der  oben  be- 
trachteten Integralfunction  enthaltenen  Constanten  stets  so  bestimmen 
lassen,  dass  das  zu  derselben  in  Beziehung  stehende  Tetrader  ASCD 
dem  gegebenen  congruent  wird. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  die  Grössen  a,  /J,  y  und  i  durch 
die  Summen  der  Winkel  in  den  Ecken  -4j,  JBj,  C,,  D^  des  Tetrae- 
ders unmittelbar  gegeben  sind.     Dieselben  sind  nämlich  so  zu  wählen, 
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dass  die  Summen  der  in  den  Ecken  A^,  B^,  C,,  D^  zusammenstossen- 
den  Winkel  beziehlieh  durch  2«^,  2 /Ja,  2y3r,  2Sjc  ausgedrückt  wer- 
den. Da  die  Summe  aller  dieser  Winkel  gleich  4;r  ist,  so  ist  die 
oben  vorausgesetzte  Gleichung  oi  +  ß  +  y  +  d  =  2   erfüllt. 

Ferner  ist  zu  beachten,  dass,  wenn  diese  Winkelsummen  gegeben 
sind,  das  Tetraeder  durch  die  Gestalt  einer  seiner  vier  Seitenflächen, 
etwa  durch  die  Gestalt  der  Seitenfläche  A^B^G^^  der  Gestalt  nach 
bestimmt  ist. 

Es  gibt  nämlich  nur  ein  Tetraeder  ABCD,  welches  mit  einem 
gegebenen  die  Grundfläche  ABC  gemeinsam  und  in  entsprechenden 
Ecken  gleiche  Winkelsummen  hat.  Fasst  man  das  Tetraeder  als 
dreiseitige  Pyramide  mit  der  Spitze  D  auf  und  breitet  die  Mantel- 
fläche DABO  dieser  Pyramide  in  eine  Ebene  aus,  so  ist  die  gebro- 
chene  Linie   A' B'C'A"B''.  .  .,    in   welche   die   Linie   ABCA   ausge- 


Pig.  5. 


breitet  wird,  in  den  Längen  der  einzelnen  Seiten  und  den  Win- 
keln je  zweier  auf  einander  folgenden  Seiten  bekannt.  (Man  erhält 
arc  A'JB'C"  =  2aic—RTcABC  u.  s.  w.).  Die  Lage  der  Spitze  D'  in  dem 
Netze  ist  nun  eindeutig  dadurch  bestimmt,  dass  die  Dreiecke  A'B'D' 
und  A"B"D'  congruent  sind,  dass  D'  also  von  den  Punkten  ^'und  A** 
und  den  Punkten  B'  und  B"  beziehlich  gleichen  Abstand  haben  muss. 
Hieraus  folgt,  dass  in  der  That  das  Tetraeder  ABCD  durch  die 
Summe  der  Winkel  in  den  einzelnen  Ecken  und  die  Gestalt  einer 
Seitenfläche  ABC  der  Gestalt  nach  schon  bestimmt  ist,  sobald  noch 
feststeht,  welche  Seite  der  Fläche  dieses  Dreiecks  nach  Aussen  lie- 
gen soll.  Die  Aufgabe  der  Constantenbestimmung  ist  dem- 
nach als  gelöst  anzusehen,  sobald  es  gelingt,  die  vier  Con- 
stanten a,  bj  Cf  d  so.  zu  bestimmen,  dass  das  in  der  Ebene  der 
Integralfunction  u  liegende  geradlinige  Dreieck  ABC,   wel- 
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ches  dem  auf  der  Kugel  liegenden  krummlinigen  Dreiecke 
abc  entspricht,  der  Seitenfläche  A^B^G^  des  gegebenen  Te- 
traeders gleichstimmig  ähnlich  wird. 

Ohne  dass  der  Allgemeinheit  Eintrag  geschieht,  kann  nun  ange- 
nommen werden,  dass  a  +  ß^l  ist;  denn  unter  den  vier  positiven 
Grrössen  a,  ^,  y,  d  deren  Summe  gleich  2  ist,  muss  es,  wenn  nicht 
jede  dieser  Grössen  gleich  ^  ist,  stets  zwei  geben,  deren  Summe 
kleiner  als  1  ist,  und  diese  können  mit  a  und  ^,  die  entsprechenden 
Ecken  des  Tetraeders  mit  -4,  und  B^  bezeichnet  werden. 

Die  noch  freistehende  Wahl  in  der  Bezeichnung  der  beiden  an- 
dern Ecken  des  Tetraeders  mit  C^  und  D,  möge  so  getroffen  werden, 
dass  die  Seitenfläche  A^B^G^  für  einen  auf  der  Fläche  A^B^G^  ste- 
henden und  ausserhalb  des  Tetraeders  befindlichen  Beobachter  auf 
der  linken  Seite  ihrer  Begrenzungslinie  A^B^C^A^  liegt.  Um  von 
den  drei  willkürlichen  Constanten  befreit  zu  sein,  welche  eine  ge- 
brochene Substitution  ersten  Grades  für  die  Grössen  a,  6,  c,  d  ent- 
hält,^ gebe  man  a,  6,  c  die  Werthe  a  =  0,  6  =  1,  c  =  oo.  Dann 
muss  nach  der  getroffenen  Uebereinkunft  dem  Innern  des  durch  a,  6,  c 
gelegten  Kreises  die  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  des  Reellen 
liegende  Halbebene  entsprechen  und  der  die  unbekannte  Constante  d, 
welche  mit  e  bezeichnet  werden  möge,  darstellende  Punkt  auf  der 
negativen  Seite  der  Axe  des  ReeUen  liegen. 

Betrachtet  man  die  Integralfunction 


wobei  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse  x  auf  das  Gebiet 
X  beschränkt  werden  soll,  so  stellen  die  Seiten  AB  und  AG  des 
Dreiecks  ABG  die  Werthe  der  bestimmten  Integrale 


XI  //»oo 

j  AG  = 


geometrisch  dar,  wo  durch  die  dem  Integralzeichen  beigefügten  Ac- 
cente  angedeutet  wird,  dass  bei  beiden  Integralen  die  Integration 
längs  solcher  Wege  ausgeführt  werden  soll,  die  dem  Innern  des  Ge- 
bietes X  angehören. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Oberfläche  einer  Kugel  auf  die 
Oberfläche  eines  bestimmten  Tetraeders   A^^B^G^D^   zusammenhän- 
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gend   und  in   den  kleinsten  Theilen  ähnlich    abzubilden,    so  ist   der 

AC 
complexe  Werth  des  Verhältnisses  -j-^  vorgeschrieben.    Es  soll  näm- 
lich 

AC   _   A,C, 

AB  ~   A,B,    ~  ^' 

sein,  wenn  -4, JB,  und  A^C^  zugleich  die  complexen  Grossen  bezeich- 
nen, welche  bei  einer  beliebigen  Annahme  des  Nullpunktes  und  des 
Einheitspunktes  in  der  Ebene  des  Dreiecks  A^Bfi^  durch  die  Strecken 
-4jjBi  und  -4j(7,  geometrisch  dargestellt  werden. 

Im  Folgenden  wird  nachgewiesen  werden,  dass  die  complexe 
Grösse  ss^  deren  Veränderlichkeit  auf  das  Innere  der  auf  der  negati- 
ven Seite  der  Axe  des  Reellen  liegenden  Halbebene  beschränkt  wird, 
nur  auf  eine  einzige  Weise  so  bestimmt  werden  kann,  dass  der  Quo- 

tient  w  der  beiden  bestimmten  Integrale   to  =    1     :   1     den   vorge- 


schriebenen Werth  to^  annimmt. 

Diese  complexe  Grösse  w,  als  Function  des  complexen  Argumen- 
tes £r  betrachtet,  ist  Quotient  zweier  Zweige  derselben  Gaussischen 
F-  oder  Riem an n sehen  P-Punction.  Die  Werthe  0,  1,  oo  sind  die 
einzigen  singulären  Werthe  für  das  Argument  £i. 

Die  Grösse  w  ist  also  eine  analytische  Function  der  complexen 
Grösse  e,  eindeutig  definirt  für  alle  diejenigen  Werthe  derselben, 
welche  geometrisch  dargestellt  werden  durch  Punkte  dör  auf  der  n  e- 
gativen  Seite  der  Axe  des  Reellen  liegenden  Halbebene.  Der  Werth 
der  complexen  Grösse  w  werde  durch  einen  Punkt  in  einer  Ebene 
geometrisch  dargestellt  und  das  Gebiet  der  Werthe,  welche  die  com- 
plexe Grösse  w  für  alle  der '  betrachteten  Halbebene  angehörenden 
Werthe  der  Grösse  z  annimmt,  mit  TT  bezeichnet ,  so  dass  TT  eine 
conforme  Abbildung  der  betrachteten  Halbebene  (z)  ist. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,    dass  alle  Punkte  des  Gebietes   TT  im 

» 

Endlichen  liegen,  ausgenommen  den  Fall  a  =  /}  =  y  =  d  =  ^,  der 
als  GrenzfaU  leicht  zu  behandeln  ist. 

Denn  der  Nenner  des  Quotienten  w  ist  für  keinen  von  0,  1,  oo 
verschiedenen  Werth  der  Grösse  £f  gleich  Null,  der  Zähler  des  Quo- 
tienten w  wird  für  keinen  von  0,  1,  oo  verschiedenen  Werth  der 
Grösse  -er  unendlich  gross,  und  die  Werthe,  welche  der  Quotient  w 
fnr  jer  =  0,  1,  00  annimmt,  ergeben  sich  mit  Ausnahme  des  eben  er- 
wähnten Falles  als  endliche. 

B  e  h  w  ft  r  z ,  OMamineli«  Abhindlmigeii.  n.  7 
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Zur  Bestimmung  der  Gestalt  des  Gebietes  W  betrachte  man  die 
Begrenzungslinie  desselben.  Diese  Begrenzungslinie  ist  diejenige 
Curve,  welche  der  den  Werth  der  complexen  Grösse  w  geometrisch 
darstellende  Punkt  unter  der  Voraussetzung  beschreibt,  dass  die 
Grösse  z  die  Begrenzung  der  betrachteten  Halbebene,  also  alle  reel- 
len Werthe  von  +00  bis  —00  durchläuft. 

Es  werde  der  Grösse  z  ein  reeller,  vorläufig  constanter  Werth 
beigelegt.    Wenn  das  Integral 


*0 


als  Function  der  oberen  Grenze  betrachtet  und  die  Veränderlichkeit 
der  complexen  Grösse  x  auf  das  Innere  und  die  Begrenzung  der  auf 
der  positiven  Seite  der  Axe  des  Reellen  liegenden  Halbebene,  welche 
ein  Theil  des  Gebietes  X  ist ,  beschränkt  wird ,  so  vermittelt  dieses 
Integral  die  conforme  Abbildung  der  erwähnten  Halbebene  auf  die 
Fläche  eines  geradlinigen  Vierecks  mit  den  Winkeln  «ä,  /Ja,  yjr,  tf«. 
Diese  Winkel  folgen  auf  einander  in  der  Reihenfolge 

aßdy,  adßy,  iaßy^ 

jenachdem  der  Werth  der  reellen  Grösse  z  dem  ersten,  zweiten  oder 
dritten  der  drei  Intervalle 

+  00  •  •  •  1,  1  •  •  •  0,  0  •  •  •  —00 

angehört. 

.Die  Eckpunkte    des   Vierecks   seien   den  Winkeln   entsprechend 

mit  denselben  Buchstaben  ccßyS  bezeichnet.    Der  Werth  des  Integrals 

Xwird  in  dem  ersten  und  in  dem  dritten  Falle  durch  die  Seite  aß, 

im  zweiten  Falle  durch  die  Diagonale  aß  des  erwähnten  geradlinigen 
Vierecks  geometrisch  dargestellt.     Ebenso  wird  der  Werth  des  Inte- 

in  dem  ersten  und  in  dem  zweiten  Falle  durch  die  Seite  ay, 

im  dritten  Falle  durch  die  Diagonale  ay  geometrisch  dargestellt. 
Der  Punkt,  durch  welchen  der  Werth  des  Quotienten 

ay 
aß 

geometrisch  dargestellt  wird,  kann  also  durch  folgende  Construction 
geftmden  werden: 
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Man  construire  ein,  zu  dem  betrachteten  geradlinigen 
Viereck  mit  den  Winkeln  «ä,  /Ja,  y«,  dn  ähnliches  Viereck, 
dessen  der  Ecke  a  entsprechende  Ecke  a'  mit  dem  Punkte  0, 
dessen  der  Ecke  ß  entsprechende  Ecke  ß'  mit  dem  Punkte +1 
zusammenfällt.  Die  der  Ecke  y  entsprechende  Ecke  y'  dieses 
Vierecks  stellt  den  Werth  der  complexen  Grösse  w  geome- 
trisch dar. 

Wenn  der  Werth  der  Grösse  sf  dem  Intervalle  +oo  ■  •  -1  ange- 
hört, so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  Ecken  des  betrachteten  Vier- 
ecks ccßöy,  und  die  Ecke  y'  liegt  auf  einer  durch  den  Punkt  0  ge- 
henden Geraden ,  die  mit  der  Strecke  0  •  •  •  1  den  Winkel  cc  n  ein- 
schliesst. 

Fig.  6. 

k 


Liegt  der  Werth  der  Grösse  e  in  dem  Intervalle  0  •  •  •  —  oo, 
so  folgen  die  Ecken  des  Vierecks  auf  einander  wie  daßy,  die  Ecke 
y'  liegt  daher  in  diesem  Falle  auf  einer  durch  den  Punkt  +1  gehen- 
den Geraden,  mit  welcher  die  Strecke  1  •  •  •  0  den  Winkel  ßx  ein- 
schliesst. 

Diese  beiden  Geraden  schneiden  sich,  da  der  Voraussetzung  zu- 
folge a  +  ß  kleiner  als  1  ist,  in  einem  Punkte  k,  welcher  den  Werth 
der  Grösse  w  für  jgr  s=  ±oo  darstellt;  für  diesen  Werth  geht  das  ge- 
radlinige Viereck,  auf  welches  die  Halbebene  (x)  im  Allgemeinen 
abgebildet  wird,  in  das  geradlinige  Dreieck  01k  über.  (In  dem 
Falle  a  =  ß  =  ^  sind  die  beiden  Geraden  parallel  und  k  liegt  in 
der  Richtung  der  Strecke  0  •  •  •  +  i  im  Unendlichen.) 

Wenn  a  dem  Intervalle  1  •  •  •  0  angehört  und  demnach  die  Ecken 
des  Vierecks  in  der  Reihenfolge  adßy  auf  einander  folgen,  so  ist  der 
geometrische  Ort  der  Ecke  y  ein  über  der  Strecke  0  •  •  •  1  auf.  deren 
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positiver  Seite   errichteter  Kreisbogen,    welcher  den  Winkel   yn   als 
Peripheriewinkel  fasst.    . 

Der  Punkt  Tc  liegt  ausserhalb  des  durch  den  Kreisbogen  und  die 
Strecke  0  •  •  •  1  begrenzten  Kreisabschnittes,  denn  es  ist 

y  =  2-(a  +  /J  +  *) 
=  [l-(«  +  ^)]  +  (l-.(J), 
also  ist  der  Winkel  yjt  grösser  als  der  Winkel  Oä;1,  der  gleich 
[1— (a  +  /J)]«  ist.  Der  Kreisbogen  schneidet  daher  von  der  Fläche  des 
Dreiecks  01t  ein  Stück  ab,  welches  der  Fläche  des  Kreisabschnittes 
angehört;  das  von  der  Fläche  des  Dreiecks  übrig  bleibende  Stück, 
das  Kreisbogen dreieck  klfttj  ist  das  Gebiet  TT  der  complexen  Grösse  w. 
(Siehe  Fig.  6  auf  Seite  99.) 

Man  überzeugt  sich  nämlich,  dass  die  Punkte  l  und  w,  mögen 
sie  nun  mit  den  Punkten  0  und  1  zusammenfallen  oder  nicht,  die 
Werthe  der  Grösse  w  für  die  Werthe  £  =  1  und  £  =  0  geometrisch 
darstellen.  Für  beide  Werthe  hört  das  geradlinige  Viereck,  auf  welches 
im  Allgemeinen  die  Halbebene  (x)  abgebildet  wird,  auf,  ein  eigentliches 
Viereck  zu  sein,  und  geht  in  je  eins  der  Dreiecke  OIJ,  01m  über, 
wenn  es  solche  von  0  und  1  verschiedene  Schnittpunkte  l  und  m  des 
Kreisbogens  mit  den  Geraden  Ok  und  Ik  gibt.  Aber  auch  für  den 
Fall,  dass  l  mit  0,  m  mit  1  zusammenfallt,  überzeugt  man  sich,  dass 
diese  Werthe  die  wahren  Werthe  der  Grösse  w  für  die  Werthe  ;er  =  1 
und  js  =  0  sind. 

Während  e  die  Axe  des  Reellen  von  +oo  bis  —  oo  durchläuft, 
bewegt  sich  der  die  Grösse  w  geometrisch  darstellende  Punkt  auf 
der  Begrenzung  des  angegebenen  Flächenstückes  W  stets  in  dem 
Sinne  klm. 

Dies  kann  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes  bewiesen  werden: 

Wenn  bei  der  conformen  Abbildung  der  Fläche  einer  Halbebene 
auf  die  Fläche  eines  geradlinigen  Vierecks  die  drei,  Eckpunkten  des- 
selben entsprechenden  Punkte  0,  1,  oo  festgehalten  werden  und  der 
dem  vierten  Eckpunkte  entsprechende  Punkt  js  sich  innerhalb  eines 
der  drei  Intervalle  +oo  •  •  •  1,  1  •  •  •  0,  0  •  •  •  —oo  und  zwar  stets  in 
demselben  Sinne  bewegt,  so  ändert  sich  während  dieser  Bewegung 
der  Grösse  e  innerhalb  eines  dieser  drei  Intervalle  das  Verhältnis.«* 
der  Längen  je  zweier  anstossenden  Seiten  des  Vierecks  stets  in  dem- 
selben Sinne. 

Aus  den  angestellten  Betrachtungen  folgt,  dass  durch  die 
analytische   Function  w  des  Argumentes  z   die  auf  der 
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negativen  Seite  der  Axe  des  Reellen  liegende  Halb- 
ebene (i8^)  conform  auf  das  Innere  W  des  Kreisbogen- 
dreieeks  klm  abgebildet  wird,  wie  auch  aus  der  Theorie  der 
conformen  Abbildung  der  Fläche  einer  Halbebene  auf  die  Fläche  ei- 
nes Kreisbogendreiecks  geschlossen  werden  kann.  Weil  die  Begren- 
zungslinie des  Grebietes  W  eine  einfache  Linie  ist,  so  ist  auch  um- 
gekehrt die  conforme  Abbildung  der  Figur  W  auf  die 
Fläche  der  Halbebene  eine  eindeutige:  Jedem  Punkte 
innerhalb  des  Kreisbogendreiecks  klm  entspricht  ein 
und  nur  ein  Werth  der  Grösse  js. 

Es  ist  noch  der  Nachweis  zu  führen,    dass   der   vorgeschriebene 

A  C  AG 

Werth    .^   '   =  w^  des  Quotienten  w  =  -r-yr  innerhalb  des  Grebietes 

IT  Hegt. 

Man  construire  ein  Dreieck  OIm;^  ähnlich  dem  Dreieck  A^B^Ü^. 
Weil  die  Winkel  des  Dreiecks  A^B^Gi  beziehlich  kleiner  als  «ä,  ßn, 
yjc  sind,  so  ist 

arclOM?^  <  arc  lOi,    arci(;olO  <:  arcÄlO,    arcOu;^!  <:  y%. 
Von  diesen  drei  Ungleichheiten  beweisen  die  beiden  ersten,    dass  der 
Punkt  w^  innerhalb  des  Dreiecks  OlA  liegt  und  die  letzte,    dass  der- 
selbe  ausserhalb   der  Fläche    des   über   der   Strecke  Ol   construirten 
Kreisabschnittes  liegt,  der  den  Winkel  y%  fasst.   (Siehe  Fig.  6  auf  S.  99.) 

Folglich  liegt  der  gegebene  Werth  w^  der  Grösse  xo 
in  dem  Gebiete  W  des  Quotienten  der  beiden  bestimm- 
ten Integrale  und  es  gibt  nur  einen  Werth  z^  der  Grösse 
z^   für  den  die  Grösse  w  den  Werth  w^  annimmt. 

Das  Tetraeder  ABCDj  welches  der  Integralfunction 


entspricht,  ist  also  dem  gegebenen  ähnlich.  Durch  geeig- 
nete Bestimmung  der  Constante  C  kann  bewirkt  werden,  dass  beide 
Tetraeder  auch  der  Grösse  nach  übereinstimmen. 

Die  Aufgabe  der  conformen  Abbildung  der  Oberfläche  eines  Te- 
traeders auf  die  Oberfläche  einer  Kugel  mit  der  Bedingung,  dass  die 
Punkte  beider  Flächen  einander  eindeutig  entsprechen  sollen,  ist  also 
stets  lösbar,  und  zwar  lässt  diese  Aufgabe  nur  eine  Lösung  zu,  wenn 
festgesetzt  wird,  dass  drei  gegebenen  Punkten  der  einen  Fläche  be- 
ziehlich drei  gegebene  Punkte  der  andern  entsprechen  sollen. 

Halle  an  der  Saale ;  im  September  1868. 


Notizia  suUa  rappresentazione  conforme  di  un' 
area  ellittica  sopra  un'  area  circolare. 


Annali  di  Matematic«  pnra  ed  applicata,  11^  serie,  tomo  IIlo,  pag.  106—170, 

Nella  sua  dissertazione  inaugurale  (Annali  di  Matematica  I*  serie, 
tomo  n°)  Riemann  enunciö  il  teorema,  come  sia  sempre  possibile  di 
rappresentare  la  superficie  di  una  figura  semplicemente  connessa  {U) 
sopra  di  un  circolo  (S),  conservando  la  connessione  e  la  simiglianza 
nelle  parti  infinitesime ,  e  ci6  soltanto  in  una  maniera,  quando  si 
voglia  che  al  centro  corrisponda  un  punto  interno  fissato  ad  arbitrio, 
e  ad  un  punto  qualsivoglia  della  circonferenza  un  punto  del  contomo 
di  quella  figura,  pure  dato  arbitrariamente. 

La  rappresentazione  conforme  della  figura  U  sul  circolo  S  si 
compie  mediante  una  funzione  analitica  di  variabile  complessa  s  =  f{u), 
indicando  ogni  valore  determinato  dell'  argomento  u  =  x  +  yi  la,  po- 
sizione  di  un  punto  determinato  nelP  interno  della  figura  ?7,  ed  il 
valore  corrispondente  8  della  funzione  la  posizione  del  punto  omologo 
nell'  interno  di  Ä 

La  fanzione  analitica  f{u)  dipende  dalla  forma  del  contomo  della 
figura  Uj  dalla  posizione  dei  punti  di  diramazione  nell*  interne  della 
medesima  ed  inoltre  da  tre  costanti;  e  propriamente  alla  soluzione 
completa  dell'  indicato  problema  basta  la  conoscenza  di  una  funzione 
8  =  f{u),  mediante  la  quäle  si  rappresenti  la  superficie  della  figura 
U  sopra  la  superficie  di  un  circolo  8.  Infatti,  se  si  rappresenta  l'in- 
temo  deUa  stessa  figura  U  mediante  due  funzioni  s  ed  s'  sopra  l'in- 
temo  di  due  circoli  8  ed  8',  ciascuna  delle  due  funzioni  s  ei  $'  e 
una  fanzione  razionale  di  primo  grado  dell'  altra;  basta  adunque 
trovare  in  ogni.caso  particolare  una  unica  soluzione  e  determinare 
conyenientemente  le  tre  costanti. 
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La  determinazione  effettiva  della  fanzione  rappresentatrice  non 
riuscl  sino  ad  ora  che  in  alcuni  casi  particolari. 

Nella  memoria  del  sig.  Christoffel:  Sul  problema  deUe  tempera- 
twre  stcufionarie  e  la  rappresentimone  di  una  data  superficie  (Annali  di 
Matematica,  ü*  serie,  tomo  P),  il  problema  della  rappresentazione 
della  superficie  di  un  circolo  sulla  superficie  di  un  poligono  Umitato 
da  segmenti  rettilinei  h  ridotto  ad  una  quadratura  ed  alla  determi- 
nazione di  un  nnmero  finito  di  costanti.  In  modo  analoge  si  puo 
ridurre  il  problema  di  rappresentare  una  area  circolare  sopra  una  fi- 
gura  limitata  da  archi  circolari  alla  soluzione  di  una  equazione  difFe- 
renziale  ordinaria  ed  alla  determinazione  di  un  numero  finito  di  co- 
stanti. Riguardo  a  cio  si  veda  una  memoria  contenuta  nel  giornale 
di  Borchardt,  tomo  70,    Ueber  einige  Äbbüdungsaufgaben.*) 

La  presente  nota  ha  per  oggetto  la  soluzione  del  problema  indi- 
cato ,  quando  il  contorno  della  figura  U  h  una  ellisse.  Sia  data  nel 
piano,  i  cui  punti  rappresentano  geometricamente  i  valori  della  quan- 
titä  complessa  u  =  x  +  yi,  una  ellisse,  i  cui  fuochi  siano  i  punti 
u  =  +1  e  u  =  — ledi  cui  semi-assi  maggiore  e  minore  siano 
eguali  ad  a  e  6. 

Si  imagini  tagliata    rettilineamente   quest'   area   ellittica  lungo 
Tasse  maggiore  dai  fuochi  sino  ai  vertici,  cio&  dal  punto  u  =  +1  al' 
punto  u  =  +a  e  dal  punto  u  =  —1  al  punto  u  =  — a,   e  si  rap- 
presenti  l'interno  della  superficie  semplicemente  connessa,  in  tal  guisa 
ottenuta,  mediante  la  fanzione  analitica 

V  =s  arcsenu 

sul  -piano  (t;).  H  campo  della  variabile  complessa  v  k  Tintemo  di  un 
rettangolo,  i  punti  di  mezzo  dei  cui  lati  corrispondono  ai  valori 
i;  =  ±  --  Ä,  t?  =  ±  y  log  -^^ .  **)  Se  ora  si  rappresenta  Tintemo 
di  questo  rettangolo  mediante  la  funzione 

8  =  senam(^v) 

sul  piano  (8)y  essende  il  modulo  k  scelto  secondo  le  seguenti  con- 
dizioni 


*)  Si  Ycda  pag.  78  del  presente  volame. 

**)  Si  veda  una  memoria  del  sig.  Sieb  eck  nel  Qiornale  di  Grelle-Borchardti 
tomo  66,  pag. 246— 262  e:  Gasorati,  Teoriea  deiU  funnoni  di  variahiH  complß$90, 
pag.  248—246. 
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2  ,      0+6 


=  e-^"  =  ( 


u-ftV 
0+6/' 


Tc  = 


*—  l2g*+2g*+2g^+ 
1  +  22  +  22*+ •• 


si  avrä  in  quest'  ultimo  piano  un  circolo  di  raggio  -^,  per  modo 
che  combinando,  le  due  rappresentazioni,   ossia  adoperando  la  funzione 

s  =  senam(^arcsen  w), 

avremo  rappresentato  rinterno  della  data  ellisse,  serbata  la  connes- 
sione  e  la  simiglianza  nelle  parti  infinitesime,  sopra  Tintemo  di  questo 
circolo.  AI  centro  della  ellisse  w  =  0  corrisponde  il  centro  del  cir- 
colo  s  =  0 ,    ai  vertici  m  =  ±  a,    m  =  ±  W    corrispondono    i  punti 

Fig.  7. 


Le  linee ,  lungo  le  quali  h  costante  la  parte  reale  o  imaginaria 
di  t?,  sono  nella  superficie  della  ellisse  rispettivamente  iperboli  o  el- 
lissi  confocali,  nella  superficie  del  circolo  ciirve  confocali  del  quarto 
ordine  coi  fuoclii  s=  ±1,  ±y-=  curve,  le  cui  proprieta  geometriche 
fiirono  studiate  piü  accuratamente  dal  sig.  Siebeck  e  dal  sig.  Casey**). 

♦)  Si  veda  Siebeck,  lieber  eine  Qattuny  von  Curven  vierten  Grades,  welche 
mit  den  elliptischen  Functionen  zusammenhängen ,  Gioruale  di  Crelle-Borchardt,  tomo 
57  e  59,  e  neir  opera  suacceuuata  del  sig.  Casorati,  pag.  246— 249. 

**)  On  hicircular  quarlics,    Transactions  of  tbe  Royal  Irish  Academy.    1869. 
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La  seguente  soluzione  analitica  del  problema  proposto  completerä 
la  precedente  sintetica. 

Per  determinare  sulla  superficie  della  ellisse  una  fanzione  della 
variabile  complessa  w,  la  quäle  sia  monodroma,  finita  e  continua  per 
tutti  i  valori  di  u  nelP  intemo  della  ellisse,  e  la  cui  parte  reale 
per  tutti  i  punti  del  contorno  eoincida  in  valore  eolla  funzione 
Jlog(a;*  +  y*),*)  s'introduca  in  luogo  di  u  una  nuova  variabile  com- 
plessa js  =  re^j  per  modo  che 


u 


-^{z-z-'),     X  =.^(r-*+r)sen9,     y  =  |(r  '— r)cos9, 


e  si  indichi  la  costante    \/^  conr^,    o  in  altri  termini,    si  rappre- 

senti  la  superficie  della  ellisse  nel  piano    (m)   sopra   la   superficie   di 
una  Corona  circolare  giacente  nel  piano   (5^)    e  limitata  dai  circoli  di 


Fig.  8. 


raggi  r^  e  r^.  Ad  ogni  valore  di  m  corrispondono  due  valori  di  ^,  e 
la  funzione  cercata  di  ti  si  trasforma  in  una  funzione  di  ;?,  la  quäle 
fe  monodroma,  finita  e  continua  insieme  colle  sue  derivate  per  tutti  i 
valori  di  ^8^,  il  cui  valore  assoluto  h  compreso  tra  r^  e  r^'. 

La  funzione  cercata  si   puo   adunque-  svolgere   per  tutti   questi 
valori  di  z  nella  foima 

(m  =  1,  2,  3  .  .  .  00) 


*)  Yedi  art.  21  della  dissertazione  inauguralc  di  Ricmann. 
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mentre  i  coefficienti  ancora  ignoti  A  e  B  ai  possono  determinare  in 
guisa  che  la  parte  reale  di  ^(^e^),  tanto  per  ß  =  %c^  quanto  per 
z  =  ^o*^"^>  s^^  eguale  a 

ilog(a?»  +  ff')  =  -log(2r,)  +  ilog(l-2r;cos29  +  rJ)  = 

=  —log  (2r J— rj  cos 2g)— JrJ  cos 49— JrJ cos  69—, . . 

La  fimzioDe 

^(^)  =  log,i X  —  -J^     U'^  +  js-^) 

Y-v  /  &  2r^     ^*n    1+rJ"  ^  ^ 

(«  =  1,  2,  3  .  .  .  00) 

soddisfa  alle  condizioni  proposte,  e,  per  espressione  della  fanzione, 
mediante  la  quäle  si  rappresenta  in  modo  conforme  la  superficie  della 
ellisse  su  quella  di  un  circolo  Ä'  di  raggio  1,  essende  i  centri  delle 
due  figure  punti  corrispondenti,  si  ottiene 

s'  =  ue"^^'^  =  ßiog«-v(«). 
Se  si  pone  si  =  e"*,  rj  =  2,  riesce  u  =  sen  v,  js^*+£r^*  =  2cos2»t7,  e 

2(7  1         2(7* 

logs'  =  log(2v^sent;)+  ^  ^     cos2t?  + y*  i  ^  »  cos4t?  + 

1        2(2» 

espressione  equivalente  (Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  functio- 
num  ellipticarum,  pag.  99,  form.  6)  a 

log  sen  am  (^  v)  +  log  >Jk  . 

£  manifesta  adunque  la  esattezza  della  fatta  asserzione,  come 
cio&  si  possa  rappresentare  Tinterno  della  suaccennata  ellisse  mediante 
la  fiinzione 

8  =  senam(^arcsent*) 

neU'  interne  di  un  circolo  di  raggio  -=. 

Per  rendere  intuitiva  questa  rappresentazione  si  sono  costruite 
le  figure  annesse,  ponendo 
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La  tabella  qui  unita  fornisce  pel  modulo  k  =  ^^  i  valori  di 

— i —   ) 

per  le  coppie  di  valori  interi  m,  n  giacenti  fra  i  limiti 


n 

3 

1,180 1 

0,576 
+  1,04W 

0,985 
+  0,784  t' 

1,099 
+  0,466  t' 

1,162 
+  0,254  t 

1.184 
+  0,112 1 

1,189 

2 

0.6841 

0.898 
+0,624 1 

0,707 
+  0,482  t' 

0,906 
+  0,826  t' 

1,016 
+  0,198  t 

1.074 
+  0,088  t 

1,091 

1 

0,817  • 

0328 
+ 0,294  t 

0,697 
+  0,286 1 

0,799 

+  0,166^ 

0,980 
+  0,102^ 

1,001 
+  0,048  t 

1,024 

0 

0 

0,802 

0,665 

0,766 

0,900 

0,976 

1 

* 

0 

1 

2 

8 

4 

5 

6 

m 

Znrigo,  Maggio  1869. 


Zur  Theorie  der  Abbildung. 

FrogTamm  der  eidgondssischen  polytechnischen  Schale  in  ZOrich  fbi  das  Scha^jahr  1889-70. 
Die  nachfolgende  Abhan'llung  ist  eine  theilwoise  Umarbeitung  derjenigen ,  welche  in  don  an- 
geführten Programm  verölTentlicht  worden  ist. 

Im  Artikel  21  seiner  Dissertation  hat  Riemann  den  Satz  aus- 
gesprochen, (lass  es  stets  möglich  sei,  die  Fläche  einer 
einfach  zusammenhängenden  Figur  auf  die  Fläche  eines 
Kreises  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Thei- 
len  ähnlich  abzubilden. 

Der  am  angeführten  Orte  für  diesen  wichtigen  Lehrsatz  gegebene 
Beweis  beruht  auf  einer  scharfsinnigen  Anwendung  der  unter  dem 
Namen  des  Dirichletschen  Princips  bekannten  Schlussweise,  — 
unterliegt  jedoch  damit  auch  den  Bedenken ,  welche  hinsichtlich  der 
Strenge  gegen  diese  Schlussweise  geltend  zu  machen  sind. 

Bei  dem  Versuche,  obigen  Lehrsatz  direct  zu  beweisen,  hat  sich 
mir  ein  Verfahren  dargeboten,  welches  dazu  dienen  kann,  diesen  Satz, 
wenn  auch  nicht  in  seinem  ganzen  Umfange,  so  doch  für  alle  dieje- 
nigen einfach  zusammenhängenden  Gebiete  zu  beweisen,  welche  die 
Ebene  nirgends  mehrfach  bedecken  und  deren  Begrenzungslinie  nach 
aussen  überall  convex  ist. 

Da,  soviel  ich  weiss,  bis  jetzt  (1869)  überhaupt  noch  kein  Ver- 
fahren bekannt  ist,  den  angegebenen  Lehrsatz  in  seinem  ganzen  Um- 
fange streng  zu  beweisen,  so  wird  die  Mittheilung  einer  Methode,  durch 
welche  ein  Theil  des  Satzes  bewiesen  werden  kann ,  nicht  ohne 
Interesse  sein. 

I. 

Unter  Bezugnahme  auf  eine  Abhandlung  des  Herrn  Christoffel: 
Sul  problcnia  delle  temperature  stazionarie  e  la  rappresentaeiane  di  una 
data  superficie ,  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  diretti  da 
Brioschi  e  Cremona,  torao  P,  und  auf  eine  im  70.  Bande  von  Bor- 
chardt*s    Journal    für    Mathematik    mitgetheilte    Abhandlung   des 
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Verfassers :  Ueher  einige  Abhüdungsaufgaben  *),  wird  in  dem  Folgenden 
vorausgesetzt,  dass  für  die  Fläche  jedes  von  geraden  Strecken  be- 
grenzten ,  die  Ebene  nirgends  mehrfach  bedeckenden  Vielecks  die 
Möglichkeit  der  conformen  Abbildung  derselben  auf  die  Fläche  eines 
Kreises  bereits  bevpiesen  sei. 

Von  dieser  Voraussetzung  wird  in  folgender  Form  Gebrauch  ge- 
macht werden. 

In  der  Ebene  («),  deren  Punkte  durch  ihre  Lage  die  Werthe 
einer  complexen  Grösse  u  geometrisch  darstellen,  sei  ein  von  geraden 
Strecken  begrenztes  Vieleck  gegeben,  dessen  Fläche  U  die  Ebene  (w) 
nirgends  mehrfach  bedeckt.  Der  Nullpunkt  0  liege  im  Innern  des 
Gebietes  ?7,  dei»  Abstand  desselben  von  einem  beliebigen  Punkte  des 
Kandes  werde  mit  q  bezeichnet ;  es  bezeichne  q^  den  kleinsten,  q^  den 
grössten  Werth,  den  die  Grösse  q  annehmen  kann. 

In  einer  anderen  Ebene  (5) ,  der  Constructionsebene  für  eine 
complexe  Grösse  5,  sei  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  1  ein  Kreis 
beschrieben.  Das  durch  die  Fläche  dieses  Kreises  bestimmte  Gebiet 
werde  mit  S  bezeichnet. 

Es  gibt  eine  analytische  Function  u  des  complexen  Argumentes 
Sf  u  sss  f(^s),  —  eindeutig  erklärt  mit  dem  Charakter  einer  ganzen 
Function  für  alle  Werthe  des  Argumentes  5,  deren  absoluter  Betrag 
kleiner  ist  als  1 ;  endlich  und  stetig  für  alle  Werthe  des  Argu- 
mentes 5,  deren  absoluter  Betrag  die  Einheit  nicht  überschreitet,  — 
durch  deren  Vermittlung  die  Fläche  S  des  in  der  Ebene  (s) 
liegenden  Kreises  in  der  Weise  zusammenhängend  und  in  den  klein- 
sten TheUen  ähnlich  auf  das  Gebiet  U  abgebildet  wird ,  dass  dem 
Mittelpunkte  der  Kreisfläche  S  der  Punkt  0  im  Innern  des  Gebietes 
U  entspricht. 

Diese  Function  u  =  f{s)  ist  darstellbar  durch  eine  nach  Poten- 
zen der  Grösse  s  mit  ganzzahligen  positiven  Exponenten  fortschreitende 
Potenzreihe 


u  =  f(s)  =  A,s  +  A,s'+'"+A,s''  + 


•  •  •  > 


welche  für  alle  Werthe  der  Grösse  s ,  deren  absoluter  Betrag  die 
Einheit  nicht  überschreitet,  unbedingt  convergirt.  Das  vollständige 
Gebiet  aller  Werthe  der  Summe  u  dieser  Reihe  entspricht  dem  Ge- 
biete U. 


*)  Siehe  Seite  76  dieses  Bandes. 
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Nach  einem  von  Cauchy  bewiesenen  Lehrsätze  wird  der  Coeffi- 
cient  A^  des  die  Potenz  s*  enthaltenden  Grliedes  dieser  Reihe  durch 
den  Ausdruck 


/an 


gegeben,  in  welchem  der  Integrationsvariablen  %•  alle  reellen  Werthe 
von  0  bis  2^  beizulegen  sind.  Sämmtliche  Coefficienten  A^  sind  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  q^. 

Die  Grösse  s  kann  ohne  Nachtheil  für  die  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  mit  einem  Factor  multiplicirt  werden,  dessen  absoluter 
Betrag  den  Werth  1  besitzt.  Dieser  Factor  möge  so  gewählt  werden, 
dass  der  Werth  der  Ableitung  ^  für  den  Werth  s  =  0  reell  und 
positiv  ist. 

Man  betrachte  nun  die  Function  log(Y).    Der  Werth  derselben 

ist  für  alle  Werthe  des  Argumentes  5,  deren  absoluter  Betrag  die 
Einheit  nicht  überschreitet,  endlich,  ändert  sich  mit  dem  Werthe  des 
Argumentes  8  stetig  und  ist  eindeutig  erklärt,  wenn  noch  die  Fest- 
setzung getroflFen  wird,  dass  der  imaginäre  Theil  der  Function  für 
den  Werth  0  des  Argumentes  s  ebenfalls  den  Werth  0  annehmen  soll. 
Der  Werth  des  reellen  Theiles  der  Function  log(Y)  fiir  den 
Werth  5  =  0  des  Argumentes  ist  gleich  dem  Werthe  des  Ausdruckes 


lf'"mogae^*)d», 


wobei  das  Zeichen  SR  bedeutet,  dass  der  reelle  Theil  der  auf  dasselbe 
folgenden  Grösse  zu  nehmen  ist. 

Für  den  Werth  s  =  0  ist  also  der  reelle  Theil  des  Werthes  der 
Function  log(7)  grösser  als  logp,  und  kleiner  als  logp,.  Der 
Werth  der  Ableitung  —-  für  den  Werth  s  =  0  liegt  mithin  zwi- 
schen Pj  und  p,. 

Für  diejenigen  Werthe  des  Argumentes  5,  deren  absoluter  Betrag 
gleich  1  ist ,  stimmt  der  Werth  des  reellen  Theiles  der  Function 
log(j)  mit  dem  Werthe  der  Grösse  logp  überein. 

Der  kleinste  Werth  dieser  Grösse  ist  gleich  logp, ,  der  grosste 
ist  gleich  logp,.    Daher  liegt   für  keinen  Werth  des  Argumentes  $, 
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dessen  absoluter  Betrag  gleich  1  oder  kleiner  als  1  ist ,  der  abso- 
lute Betrag  des  Quotienten  y  ausserhalb  des  Intervalles  p,  •  •  •  p,. 

Aus  der  Umkehrung  der  Function  u  =  f{s)  entsteht,  wenn 
die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse  u  auf  diejenigen  Werthe 
beschränkt  wird,  welche  durch  Punkte  des  Innern  oder  durch  Punkte 
der  Begrenzung  des  Grebietes  U  geometrisch  dargestellt  werden ,  eine 
analytische  Function  s  =  s{u),  welche  für  die  angegebenen  Werthe 
des  Argumentes  u  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  den  Eckpunkten 
des  Gebietes  U  entsprechen,  den  Charakter  einer  ganzen  Function 
besitzt.  Auch  für  die  den  Eckpunkten  des  Gebietes  U  entsprechenden 
Werthe  bleibt  die  Function  s(w)  endlich  und  stetig. 

Durch  Vermittelung  dieser  Function  s  =  s{u)  wird  das  Gebiet 
U  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich,  auf  die 
Fläche  S  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  abgebildet,  und  zwar  ent- 
spricht dem  Punkte  0  im  Innern  des  Gebietes  U  der  Mittelpunkt  der 
Kreisfläche  S. 

n. 

In  der  Ebene  (u)  sei  ein  einfach  zusammenhängendes  ganz  im 
Endlichen  liegendes  Gebiet  ü  gegeben,  welches  die  Ebene  nirgends 
mehrfach  bedeckt,  also  auch  in  seinem  Innern  keinen  Windungspunkt 
besitzt. 

Von  der  Begrenzungslinie  G  des  Gebietes  ü  wird  vorausgesetzt, 
dass  dieselbe  in  jedem  ihrer  Punkte  eine  oder  zwei  Tangenten  besitzt, 
und  dass  dieselbe  ganz  auf  einer  Seite  jeder  ihrer  Tangenten  liegt. 
Die  Begrenzungslinie  G  ist  also  überall  nach  Aussen  convex.  ffier- 
bei  ist  indessen  nicht  ausgeschlossen,  dass  Theile  der  Begrenzungs- 
linie  C  geradlinig  sind. 

Im  Innern  des  Gebietes  ü  werde  ein  Punkt  0  als  Pol  für  die 
Polarcoordinaten  p,  (p  und  zugleich  als  derjenige  Punkt  angenommen, 
welchem  bei  der  geometrischen  Darstellung  der  Werthe  der  complexen 
Grösse  u  der  Werth  m  =  0  entspricht.  Für  die  Punkte  der  Begren- 
zungslinie C  ist  der  Radiusvector  q  eine  eindeutige  Function  der 
Grösse  9.    Ueberhaupt  besteht  die  Gleichung  u  =  pe^. 

Es  bezeichne  S  eine  von  Null  verschiedene  positive  Grösse ,  m' 
eine  veränderliche  complexe  Grösse,  welche  mit  der  complexen  Grösse 
u  durch  die  Gleichung  u  =  (l  +  d)u'  verbunden  ist. 

Wird,  analog  der  Gleichung  u  =  pe^,  w'  =  p'e^*  gesetzt,  so  er- 
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Q  =  (l  +  *)p',         9>  =  9>' 


Bei  der  geometrischen  Darstellung  der  Werthe  der  complexen 
(xrösse  m'  durch  Punkte  der  Ebene  (u)  entspricht  dem  Gebiete  U  ein 
Gebiet  U\  dessen  Begrenzungslinie  C"  und  dessen  Inneres  ganz  im 
Innern  des  Gebietes  U  liegt.  Die  beiden  Begrenzungslinien  C  und  C 
haben  den  angegebenen  Voraussetzungen  zufolge  keinen  Punkt  mit 
einander  gemeinsam. 

Wird  mit  q^  der  kleinste,  mit  (>,  der  grösste  unter  den  Abständen 
des  Punktes  0  von  den  Punkten  der  Begrenzungslinie  C  bezeichnet, 
so  liegt  für  keine  Tangente  der  Linie  C  der  Abstand  derselben  von 
dem  Punkte  0  ausserhalb  des  Intervalles  (>,•••  p,. 

Es  bezeichne  s^  eine  von  Null  verschiedene  positive  Grösse,  s  eine 
von  Null  verschiedene  positive  Grösse,  welche  kleiner  als  e^  ist;  rj  be- 
zeichne die  Grösse  £V^2. 

Zu  der  Begrenzungslinie  C  des  Gebietes  U  denke  man  sich  in 
der  Ebene  (w)  im  Abstände  7}  eine  ausserhalb  des  Gebietes  U  liegende 
äquidistante  Linie  C  construirt.    (Siehe  die  schematische  Fig. 9.) 

Fig.  9. 


Einem  Punkte  P  der  Begrenzungslinie  C  entspreche  der  Punkt 
P"  der  Linie  C".  Ist  PT  die  Tangente  der  Linie  G  in  dem  Punkte 
P,  so  liegt  der  angegebenen  Voraussetzung  zufolge  die  Linie  C  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  PT,  auf  welcher  der  Punkt  0  liegt;  der 
Punkt  P"  liegt  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Geraden  PT. 

Denkt  man  sich  zu  der  Geraden  PT  eine  durch  den  Punkt  P" 
hindurchgehende  parallele  Gerade  P'^T"  construirt,  so  liegt  die  Linie 
C  auf  derjenigen  Seite  dieser  Geraden ,  auf  welcher  der  Punkt  0 
liegt.  Es  sei  Q  der  Schnittpunkt  der  Geraden  P"r,  Q"  der  Schnitt- 
punkt der  Linie  C"  mit  der  Verlängerung  des  Strahles  OP, 
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Werden  die  Fusspunkte  der  vom  Punkte  0  auf  die  parallelen 
Geraden  PT  und  PT"  gefällten  Perpendikel  mit  JVund  N^  bezeichnet, 
so  liegen  die  drei  Punkte  0,  N,  N^  in  gerader  Linie ,  und  es  hat  die 
Strecke  NN^  dieselbe  Länge  wie  die  Strecke  PP",  nämlich  die  Länge  r^. 

Da  OQ'^^OQ  ist,  so  besteht  die  Beziehung 

OP  ^  OP'     OP  ~   ON   ~  ^'^  ON   '      ON   ^  Q, 

und,  falls  der  Werth  des  Quotienten  —  mit  d  bezeichnet  wird, 

^<2''  =  l4.Ä 

Wird  nun  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grrosse  u  vorübergehend 
auf  diejenigen  Werthe  beschränkt,  welche  durch  Punkte  der  Linie  C 
geometrisch  dargestellt  werden,  und  wird  sodann  durch  Vermittelung 
der  bereits  betrachteten  Gleichung  u  =  (l  +  d)u'  zu  derjenigen  Linie 
C"  übergegangen,  deren  Punkte  die  Werthe  der  complexen  Grosse  w' 
geometrisch  darstellen,  so  liegt  kein  Punkt  der  der  Linie  C  ent- 
sprechenden Linie  C"  ausserhalb  des  Gebietes  U.  (Siehe  die  schema- 
tische Figur  10  auf  Seite  114.) 

Die  Grösse  s^  möge  von  vornherein  so  klein  angenommen  werden, 

dass   der  Werth   des  Quotienten  — —  kleiner  ist  als  eine  gewisse 

kleine  Grösse  S^.    Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Grösse 

Pi  Qt 

kleiner  als  die  Grösse  d„. 

Die  Ebene  (w)  des  Gebietes  U  denke  man  sich  in  der  Weise  mit 
einem  Quadratnetze  überzogen,  dass  die  einzelnen  Maschen 
dieses  Netzes  von  Quadraten  gebildet  werden,  deren  Seiten  die  Länge 
£  haben ,  und  dass  zu  den  Eckpunkten  dieser  Quadrate  auch  der 
Punkt  0  gehört. 

Die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Maschen  dieses  Quadratnetzes, 
welche  in  ihrem  Linem  oder  auf  ihrer  Begrenzung  Punkte  enthalten, 
die  dem  Innern  oder  der  Begrenzung  des  Gebietes  U  angehören,  bildet 
ein   einfach   zusammenhängendes   Gebiet ,   welches   mit  ü^  bezeichnet 

9 

werden  möge.  Die  gebrochene  Linie,  welche  die  Begrenzung  des  Ge- 
biel^s  U^  bildet,  werde  mit  C^  bezeichnet. 

Sehwftri,  Gflnmmelte  Abbsodtengtii.  U.  8 
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Durch  folgende  sehematische  Figur  wird  ein  Sector  des  von  den 
Linien  C  und  C"  begrenzten  Ringgebietes  und  der  demselben  ent- 
sprechende Sector  des  von  den  Linien  C  und  C"  begrenzten  Ring- 
gebietes veranschaulicht.  Die  Figur  veranschaulicht  femer  den  im 
Linern  des  zuerst  erwähnten  Sectors  liegenden  Theil  der  Begrenzungs- 
linie C,  des  Gebietes  U^  und  den  demselben  entsprechenden  Theil  der 
Begrenzungslinie  C[  des  dem  Gebiete  ü^  entsprechenden  Gebietes  ÜJ. 

Fig.  10. 


Das  Gebiet  U^ ,  welches  das  Gebiet  U  als  einen  Theil  enthält, 
ist  durch  die  im  Vorhergehenden  angegebenen  Festsetzungen  unzwei- 
deutig bestimmt,  sobald  die  Wahl  des  Quadratnetzes  den  angegebenen 
Bedingungen  gemäss  getroffen  ist.  Die  Begrenzung  C,  des  Gebietes 
U^  ist  eine  einfache  geschlossene  Linie,  welche  ganz  ausserhalb  des 
Gebietes  U  liegt ,  und  deren  Punkte  ohne  Ausnahme  einem  ringför- 
migen Gebiete  angehören,  dessen  vollständige  Begrenzung  von  den 
Linien  C  und  C"  gebildet  wird.  Die  complexe  Grösse,  welche  durch 
einen  Punkt  im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung  des  Gebietes  P, 
unter  der  Voraussetzung  geometrisch  dargestellt  wird,  dass  die  be- 
züglich der  geometrischen  Darstellung  der  complexen  Grösse  u  getrof- 
fenen Festsetzungen  aufrecht  erhalten  bleiben,  möge  mit  w,  bezeichnet 
werden. 

Nun  halbire  man  die  Grösse  s  und  theile  jede  dem  Gebiete  U^ 
angehörende  Masche  des  Quadratnetzes  in  vier  Maschen,  gebildet  von 

vier  Quadraten,  deren  Reiten  die  Länge  -^  haben. 

Von  den  so  entstandenen  Maschen  werden  alle  diejenigen  aus- 
geschieden ,  welche  ganz  ausserhalb  des  Gebietes  U  liegen  und  auch 
auf  ihrer  Begrenzung  keinen  Punkt  der  Begrenzungslinie  C  des  (Je- 
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bietes  U  enthalten,  wenn  es  solche  Masehen  gibt.  Die  übrig  bleibenden 
Maschen  bilden  ein  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  f7j,  dessen 
Begrenzung  C,  ganz  ausserhalb  des  Gebietes  TJ  liegt  und  mit  der 
Begrenzungslinie  G  desselben  keinen  Punkt  gemein  hat.  Da  das  Ge- 
biet U^  ein  Theil  des  Gebietes  U^  ist,  so  liegt  kein  Punkt  seiner 
Begrenzungslinie  C,  ausserhalb  der  Linie  C^ ;  es  kann  jedoch  die  Linie 
C,  zum  Theil  oder  ganz  mit  der  Linie  C^  zusammenfallen.  Letzteres 
tritt  ein,  wenn  das  Gebiet  V^  mit  dem  Gebiete  ü^  zusammenföllt. 

Wie  das  Gebiet  0,  aus  dem  Gebiete  CT,  durch  Halbirung  der 
Grösse  s  entstanden  ist,  so  möge  analogerweise  durch  Halbirung  der 

Grösse  -^  aus  dem  Gebiete  U^  das  Gebiet  TJ^  entstehen.    Durch  Fort- 

Setzung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  zu  einer  Reihe  von  Gebieten 
üj,  ü,,  üj,  •  •  Z7^,  von  denen  jedes  aus  dem  vorhergehenden  ebenso 
entsteht,  wie  das  Gebiet  D,  aus  dem  Gebiete  U^  entstanden  ist.    Das 

Gebiet  ü.  wird  also  von   einer  endlichen  Anzahl  von  Quadraten  ge- 

s 
bildet,  deren  Seiten  die  Länge  ~^^  haben.  Von  den  Begrenzungs- 
linien Cj,  Cj,  C„  •  •  C^  der  Gebiete  U^^  ü^j  ?7„  •  •  U^  liegt  jede  einzelne 
innerhalb  der  vorhergehenden,  wobei  indessen  ein  theilweises  oder 
vollständiges  Zusammenfallen  nicht  ausgeschlossen  ist;  alle  diese  Be- 
grenzungslinien liegen  aber  ausserhalb  der  Begrenzungslinie  C  des 
Gebietes  U  und  haben  keinen  Punkt  mit  derselben  gemein. 

Die  complexe  Grösse,  welche  durch  einen  Punkt  des  Linem  oder 
der  Begrenzung  je  eines  der  Gebiete  ü^,  C/,,  •  •  U^  geometrisch  dar- 
gestellt wird,  möge  beziehlich  mit  m^,  «,,  •  •  t*^  bezeichnet  werden. 

Jedes  dieser  Gebiete  denke  man  sich  nach  dem  Lihalte  des  Ab- 
schnittes I  auf  die  Fläche  S  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  conform 
abgebildet,  so  dass  dem  Punkte  0  der  Mittelpunkt  der  Kreisfläche 
entspricht.    Dieses  geschehe  durch  die  Functionen 

Hierbei  soll  zugleich  die  Bedingung  gestellt  werden,  dass  die  Ablei- 
tungen 

du^  '  dw,  '  dif^ 

für  den  Werth  w,  =  w,  =  . .  =  w^  =  0  sämmtlich  reelle  positive 
Werthe  annehmen.  Die  Werthe  dieser  Ableitungen  fiir  den  Werth 
0  der  Argumente  w,,  m„  •  •  u^  liegen,    wenn  die  Grösse  (l  +  dj(),  mit 

Pj  bezeichnet  wird,  sämmtlich  zwischen  den  Grenzen  —  und  — r. 

8* 
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Es  wird  behauptet,  dass  die  Function  s^{u^)  des  complexen  Ar- 
gumentes w„  sich  mit  wachsendem  Index  m  einer  bestimmten  Grenz- 
function 

s  =  8{u)  =  lims,(M) 

(msoo) 

nähert,  welche  eine  analytische  Function  des  Argumentes  u  ist.  Es 
wird  femer  behauptet,  dass  durch  Vermittelung  dieser  Function  s{u) 
das  Grebiet  U  auf  die  Fläche  S  eines  in  der  Ebene  (s)  liegenden 
Kreises  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  ab- 
gebildet wird. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  beiden  Behauptungen  zer- 
fallt in  zwei  Theile. 

In  dem  ersten  Theile  (Abschnitt  HI)  wird  nachgewiesen  werden, 
dass  der  Werth  der  Function  s^{u^)  für  alle  diejenigen  Werthe  u 
des  Argumentes  u^,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  eine  gewisse 
G-rösse  q^  nicht  überschreiten ,  sich  für  lim  m  =  oo  einer  bestimmten 
Grenze  s{u)  nähert,  und  dass  diese  Grenze  dem  Werthe  nach  über- 
einstimmt mit  dem  Werthe  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe,  welche 
nach  Potenzen  der  Grösse  u  mit  ganzzahligen  positiven  Exponenten 
fortschreitet  und  für  alle  Werthe  der  Grösse  u,  deren  absoluter  Be- 
trag kleiner  ist  als  q^,  unbedingt  convergirt. 

In  dem  zweiten  Theile  (Abschnitt  IV)  wird  bewiesen  werden, 
dass  durch  Vermittelung  der  analytischen  Function  s{u)  des  Argu- 
mentes M,  welche  durch  analytische  Fortsetzung  des  auf  die  angege- 
bene Weise  erhaltenen  Functionenelementes  entsteht,  vorausgesetzt 
dass  hierbei  die  Veränderlichkeit  des  Argumentes  u  auf  die  den 
inneren  Punkten  des  Gebietes  U  entsprechenden  Werthe  beschränkt 
wird ,  das  gegebene  Gebiet  U  auf  die  Fläche  S  des  mit  dem  Radius 
1  um  den  Punkt  5  =  0  beschriebenen  Kreises  zusammenhängend  und 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  wird. 

m. 

Man  betrachte  das  unendliche  Product 

Das  Product  der  ersten  m  Factoren  dieses  Productes  ist  sj^u). 
Es  wird  gezeigt  werden,  dass  dieses  unendliche  Product  unbedingt 
convergirt,   wenn  der  absolute  Betrag  des  complexen  Argumentes  u 
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eine  gewisse  Grosse  q[  nicht  überschreitet,  und  dass  die  Function  s(u) 
des  complexen  Argumentes  m,  welche  durch  dieses  unendliche  Product 
dargestellt  wird,  durch  eine  nach  Potenzen  des  Argumentes  u  mit 
ganzzahligen  positiven  Exponenten  fortschreitende  Reihe 

dargestellt  werden  kann,  welche  für  alle  Werthe  des  Argumentes  m, 
deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  Qi  ist,  unbedingt  convergirt. 

Hierzu  ist  eine  nähere  Betrachtung  der  einzelnen  Factoren  des 
unendlichen  Pro^uctes  erforderlich. 

Es   reicht   hin,   einen   Factor   desselben,    etwa   den   Quotienten 

';  l  ,  zu  betrachten,   da  aus  diesem  Factor  alle  folgenden  Factoren 

Si(t*)  .SS 

durch  Verwandlung  von  «  in  y,  -r>  ^*  s.  w.  erhalten  werden  können. 

Zunächst  wird  also  der  Quotient     '.   {  näher  untersucht. 

Man  denke  sich  die  Linie  C,  durch  Vermittelung  der  Function 
Sj(«i)  conform  abgebildet.  Alle  Punkte  des  Bildes,  welche  nicht  auf 
der  Begrenzung  der  Kreisfläche  S  liegen,  fallen  hierbei  in  das  Innere 
dieser  Kreisfläche.  Denn  es  liegt  die  Linie  C,  innerhalb  der  Linie 
Cj,  wobei  indessen  ein  theilweises  oder  vollständiges  Zusammenfallen 
der  Linie  C,  mit  der  Linie  C^  nicht  ausgeschlossen  ist.  Das  Gebiet 
der  Veränderlichkeit  des  den  Werth  der  complexen  Grösse  w,  geome- 
trisch darstellenden  Punktes  ist  das  Gebiet  üi',  dieses  Gebiet  wird 
durch  Vermittelung  der  Function  s^u^)  auf  die  Kreisfläche  S  conform 
abgebildet.  Wird  daher  w,  =  w,  gesetzt,  so  ist  für  alle  Werthe  der 
complexen  Grösse  t*„  welche  durch  Punkte  der  Curve  C,  geometrisch 

dargestellt  werden,  der  absolute  Betrag  des  Quotienten    '^  *^  grösser 

als  1  oder  mindestens  gleich  1. 

Nun  ist  der  Quotient    *J:  *^   eine  Function  des  complexen  Argu- 

mentes  ti, ,  also  auch  des  complexen  Argumentes  5,  =  5,(Mj),  welche 
für  keinen  Werth  des  Argumentes  s„  dessen  absoluter  Betrag  kleiner 
als  1  oder  gleich  1  ist,   unendlich  klein  oder  unendlich  gross  wird. 

Es  ist  daher  die  Function  log  -7-^  ft"*  alle  diese  Werthe  des  Argu- 

mentes  s^  als  eine  überall  endliche  und  stetige  Function  dieses  Ar- 
gumentes eindeutig  erklärt,  wenn  noch  festgesetzt  wird,  dass  der 
imaginäre  Theil  derselben  für  den  Werth  5,  =3  0,  für  welchen  auch 
die  Grösse  w,  den  Werth  0  erhält,  ebenfalls  den  Werth  0  haben  soll. 

Der  reelle  Theil  der  Function  log  ^';  '(  kann  daher  längs   der 


118  Zur  Theorie  der  Abbildung. 

Begrenzung  des  Gebietes ,  auf  welches  die  veränderliche  Grösse  5, 
beschränkt  ist,  ausser  dem  Werthe  0  nur  positive  Werthe  annehmen. 

Also    hat   der   reelle   Theil    der  Function   log    *)  ^i    im  Innern   des 

angegebenen  Gebietes  überall  positive  Werthe ,  es  sei  denn ,  dass  die 

betrachtete  Function  log     ,  ^i   sich  auf  eine  Constante  und  zwar  auf 

den  Werth  0  reducirt.  Dieser  Ausnahmefall  tritt  dann  und  nur  dann 
ein ,  wenn  die  Linie  C,  vollständig  mit  der  Linie  Cj  zusammenfallt ; 
in  diesem  Falle  ist  aber  Sj(Wg)  =  s^{u^). 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  mod  ■  -7— y  beständig  grosser  als  1  oder 

mindestens  gleich  1  ist. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Grösse  der  Differenz 

„,odi^-l 

abzuschätzen.    Zu  diesem  Zwecke  wird  folgender  Weg  eingeschlagen. 

Man  setze ,  mit  u[  eine  neue  veränderliche  complexe  Grösse  be- 
zeichnend, u^  =  (l  +  #)w|,  wobei  die  Grösse  d,  wie  in  dem  vorherge- 
henden Abschnitte,  durch  die  Gleichung  q^Ö  =  £^2  bestimmt  wird. 

Wenn  die  Veränderlichkeit  der  oomplexen  Grösse  Mj  auf  diejenigen 
Werthe  beschränkt  wird,  welche  durch  Punkte  des  Linern  des  Ge- 
bietes U^  oder  durch  Punkte  der  Begrenzung  6\  desselben  geometrisch 
dargestellt  werden,  so  entspricht  bei  der  geometrischen  Darstellung 
der  Werthe  der  complexen  Grösse  u[  durch  Punkte  der  Ebene  (w) 
dem  Gebiete  Ui  ein  diesem  Gebiete  ähnliches  und  in  Bezug  auf  den 
Punkt  0  als  Aehnlichkeitspunkt  ähnlich  liegendes  Gebiet  Ü[,  dessen 
Begrenzungslinie  C[  ganz  innerhalb  der  Begrenzungslinie  C  des  Ge- 
bietes ü  liegt.     (Siehe  die  schematische  Figur  10  auf  Seite  114.) 

Die  Begrenzungslinie  C,  des  Gebietes  CT,  wird  nämlich  von  der 
Linie  C"  umschlossen,  und  die  durch  Vermittelung  der  Gleichung 

u  =  (l  +  *)w' 

der  Linie  C  entsprecliende  Linie  C"  liegt,  wie  im  vorhergehenden 
Abschnitte  nachgewiesen  ist,  ganz  im  Innern  des  Gebietes  ü',  umso- 
mehr  liegt  daher  die  der  Linie  C,  entsprechende  Linie  C[  im  Innern 
des  Gebietes  U. 

Das  Gebiet  t/J  möge  nun  in  der  Weise  auf  die  Fläche  S  eines 
Kreises  vom  Radius  1  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Theilen 
ähnlich  abgebildet  werden,   dass  dem  Punkte  0  der  Mittelpunkt  der 


Zur  Theorie  der  Abbildung.  119 

Kreisfläche  entspricht.    Eine    solche  conforme  Abbildung  wird  durch 
die  Function  5,((l  +  d)wJ)  =  s[{u[)  vermittelt. 

Wird  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse  u[  zunächst  auf 
diejenigen  Werthe  beschränkt ,  welche  durch  Punkte  der  Linie  C[ 
geometrisch  dargestellt  werden,  so  ergibt  sich 

Dieselbe  Beziehung  bleibt  auch  dann  bestehen ,  wenn  die  Ver- 
änderlichkeit der  complexen  Grösse  u[  auf  alle  diejenigen  Werthe 
ausgedehnt  wird,  welche  durch  Punkte  des  Gebietes  ü[  geometrisch 
dargestellt  werden. 

Aus  den  beiden  Beziehungen 

niod4H^U         mod44l<:l 

ergeben  sich  aber  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Veränderlichkeit 
der  complexen  Grösse  m,  auf  diejenigen  Werthe  beschränkt  wird, 
welche  durch  Punkte  des  Gebietes  t/J  geometrisch  dargestellt  werden, 
wenn  m,  =  u[  gesetzt  wird,  die  Beziehungen 

modSj(uJ)  <mod  s^{u[)  ^mod  s[{u[), 

1  <  mod  4^  <  mod  4^;|. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Differenz 
mod     ,  tv  —  1  sicher  kleiner  ist  als  die  Differenz  mod-~-/N-  — 1- 

Durch  diesen  Lehrsatz  ist,  wenn  die  Grösse  u[  zur  Vereinfachung 
mit  u  bezeichnet   wird ,    die  Abschätzung   des  Grades   der  Kleinheit 

der  Differenz   mod    *;   {  —  1    auf  die  Abschätzung   des   Grades  der 

Kleinheit  der  Differenz 

mod44-l  =  modii«^^~.l 

zurückgeführt. 

Für  diejenigen  Werthe  des  Argumentes  w,  deren  absoluter  Betrag 
den  Werth  q^  hat,  ist  der  Werth  der  Function  s,(w)  dem  absoluten 
Betrage  nach  kleiner  als  1.  Für  alle  diejenigen  Werthe  des  ArgU' 
mentes  w,   deren  absoluter  Betrag  die  Grösse  ^j  nicht  überschreitet, 
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ist  die  Function  s^{u)  durch  eine  Potenzreihe  von  der  Form 

5,(m)  =  a,^iW  +  a,^,ti'  +  a,^,tt*+  •  •  +a,^,M*+ '  •  •  in  inf. 

darstellbar. 

Für  jeden  Werth  der  ganzen  Zahl  n  ist  der  absolute  Betrag  des 

Coefficienten  a,^,  kleiner  als  — ;^,  denn  es  besteht  die  Gleichung 

während  mod5i(9jC^*)  <:  1  ist. 

Es  bezeichne  a  einen  bestimmten  positiven  ächten  Bruch,  q\ 
eine  von  0  verschiedene  positive  Grösse,  welche  der  Bedingung 
(l  +  do)pJ  <:ap,  gemäss  gewählt  ist. 

Wenn  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse  u  auf  solclie 
Werthe  beschränkt  wird,  deren  absoluter  Betrag  die  Grösse  q[  nicht 
überschreitet,  so  ergibt  sich 

j?,((l+d)u)     ^  ^  jaM+ai;»((l+J)+l)u+«,,.((l+J)'+(l+J)+l)^'  +  - 

Unter   den  bezüglich   der  Veränderlichkeit   der   complexen  Grosse  u 
getroffenen  Voraussetzungen  ist  der  Werth  der  Summe  der  Reihe 

«M  +  «U(l  +  *)  +  l)w  +  M(l+*r  +  (l  +  *)  +  l)w'  +  -- 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 


9 

oder  kleiner  als 


(1-«)"   P.  ' 
während  der  Werth  der  Summe  der  Reihe 

als  Werth  des  Quotienten     '^     ,  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser 
ist  als  — r. 

Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  der  Werth  der  Differenz 

sSi,l  +  S)u) 
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unter  der  bezüglich  der  Veränderlichkeit  der  Grösse  u  gemachten 
Voraussetzung,  dem  absoluten  Betrage  nach  stets  kleiner  ist  als  Dö, 
wenn  dem  Fjactor  D  der  durch  die  Gleichung 

bestimmte,  von  dem  Werthe  der  Grössen  S  und  e  nicht  abhängende 
Werth  beigelegt  wird. 

Folglich  ist  auch  der  "Werth  der  Differenz 

mod^^-l 

unter  der  bezüglich  der  Veränderlichkeit  der  Grösse  u  getroffenen 
Festsetzung  stets  kleiner  als  Dd. 

Also   weicht   auch   der  absolute   Betrag  des   Quotienten     '^  ^, 

welcher  grösser  als  1  oder  mindestens  gleich  1  ist,  für  keinen  Werth 
des  Argumentes  u,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  q[  oder  gleich 
q[  ist,  von  der  Einheit  um  mehr  ab,  als  Dd. 

Hieraus  ergibt  sich  zunächst,  dass  der  reelle  Theil  der  Function 

log     .  V   für  alle  Werthe  des  Argumentes  w,  deren  absoluter  Betrag 

gleich  q[  oder  kleiner  als  q[  ist,  ausser  dem  Werthe  0  nur  positive 
Werthe  annehmen  kann,  welche  kleiner  sind  als  DS. 

Für  alle  Werthe  des  Argumentes  w,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 

als  p,  ist,  kann  die  Function  log  -7— r  durch  eine  Reihenentwickelung 

von  der  Form 

log  "nS  =  <''.o  +  ^i<*  +  «>,.«*  +  •  •  +  ^.""  +  •  •  • 

dargestellt  werden,  in  welcher  die  Constante  c,o  einen  reellen  Werth 
besitzt.    Wenn  der  Werth  des  reellen  Theiles  der  Function 

logiÄ!! 

zur  Abkürzung  mit  f{q>)  bezeichnet  wird,  so  werden  die  Werthe  der 
Constanten  c,  „  und  c,^,  durch  die  Gleichungen 


gegeben. 
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Der  absolute  Betrag  der  Constanten  c,,,  ist  also  kleiner  als  Dd, 

während  der  absolute  Betrag  der  Constanten  c^ ,  kleiner  als  — ,,-  ist. 

'    s  (u)  ^i 

Lässt  man  nun  an  die  Stelle  des  Quotienten      ,  i   den  Quotienten 

s(u)      .  ^i(**) 

~^-r-  treten,  so  gelten,  wenn  den  Grössen  D  und  p!  dieselben  Werthe 

S^(U)  7  o  7  sri 

beigelegt  werden,  wie  im  Vorhergehenden,  alle  Schlüsse  in  analoger 
Weise  mit  der  Abänderung,  dass  an  die  Stelle  der  Grössen  8  und  « 
beziehlich  die  Grössen  Jd  und  ^6  zu  setzen  sind. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Schlussverfahrens  ergibt  sich,  dass  die 
von  unendlich  vielen  Potcnzreihen  gebildete  Doppelreihe 

log i?(!0  +  log it-W  +  . .  +  log  ^»    +..  ininf 

für  alle  Werthe  des  Argumentes  w,  deren  absoluter  Betrag  q  kleiner 
als  q[  ist ,  eine  endliche  Summe  hat ,  und  dass  der  Werth  dieser 
Summe  durch  eine  nach  Potenzen  des  Argumentes  u  mit  ganzzahligen 
positiven  Exponenten  fortschreitende  Reihe  darstellbar  ist,  welche  in 
dem  angegebenen  Bereiche  unbedingt  convergirt. 

Wenn  nämMch  alle  Glieder  der  betrachteten  Doppelreihe  durch 
ihre  absoluten  Beträge  ersetzt  werden ,  so  ergeben  sich  Grössen ,  die 
beziehlich  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  folgender 
Doppelreihe 


Dd    +    Wo    (±  +  -?!-  +  ..) 


9x      9i 


+  i.|+2i,|(i  +  -^  +  ..) 


Pi       Qx 


+%^  +  2D^-,-(A  +  -^  +  ..) 


Qi      9x 

.  •  • 

Die  Summe  dieser  Grössen  hat  aber ,  wenn  q  kleiner  als  q\  ist ,   den 

Werth  22)4^*. 
9i-9 

Es   möge  jetzt   die   Veränderlichkeit   der   Grösse  u   auf  solche 

Werthe  beschränkt  werden ,  deren  absoluter  Betrag  eine  gewisse 
Grösse  Qq  nicht  überschreitet,  wo  q^  eine  Grösse  bezeichnet,  welche 
kleiner  ist  als  q\.    Dann  ist  die  Summe  aller  Glieder  der  Doppelreihe 

kleiner  als  22)4^^-*  oder,  wenn    die  Grösse  22)^}^^^    zur    Ab- 

kürzung  mit  D'  bezeichnet  wird,  kleiner  als  D'd. 
Die  durcli  die  Gleicliung 
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W  £(^  =  Z  log  ^■(") 

(m=  1,2,   ..  +  ») 

bestimmte  Function  s(u)  ist  durch  eine  Potenzreihe 

ilaxstellbar ,  welche  für  alle  Werthe  des  Argumentes  u,  deren  abso- 
luter Betrag  kleiner  ist  als  q[,  unbedingt  convergirt. 

Für  alle  Werthe  des  Argumentes  w,   deren  absoluter  Betrag  die 
Grösse  q^  nicht  überschreitet,   ist  der  absolute  Betrag  der  Differenz 

}  {  — 1  kleiner  als  e^^— 1,  also  auch  kleiner  als  D'e^^^'d. 

Wenn  die  Grösse 

Qi 

zur  Abkürzung  mit  d'  bezeichnet  wird,  so  lässt  sich  das  Ergebniss 
der  vorhergehenden  Untersuchung  durch  folgenden  Satz  ausdrücken: 
Für  alle  Werthe  des  Argumentes  u,  deren  absoluter  Betrag  die  Grösse 

Qq  nicht  überschreitet,  ist  der  absolute  Betrag  der  Differenz  —7—^ — 1 

kleiner  als  die  Grösse  6',  wo  d'  eine  der  Grösse  e  proportionale  Grösse 
bezeichnet. 

In  Folge  der  Gleichungen 

s   =   6j  tt  +  6,  M*  +  •  • 
ergibt  sich 

Der  absolute  Betrag  des  Quotienten  — .—^  ist  für  keinen  der  in  Be- 

tracht  kommenden  Werthe  des  Argumentes  u  kleiner  als  q^,  folglich 
ist  der  absolute  Betrag  des  Werthes  der  Summe  der  Reihe 

für  alle  Werthe  des  Argumentes  w,  deren  absoluter  Betrag  die  Grösse 
Po  nicht  überschreitet,  kleiner  als  — . 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Differenz  6,— «, «  für  jeden  einzelnen 
Werth  des  Index  n  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als --:  • 
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Es  werden  also  die  Differenzen 

einzeln  unendlich  klein,  wenn  die  Grösse  s  unendlich  klein  wird. 

Der  angegebenen  Erklärung  zufolge  geht,  wenn  der  Werth  der 
Grösse  s  in  den  Werth  |  s  übergeht ,  der  Werth  der  Grösse  d'  in 
den  Werth  ^d'  über,  während  jede  einzelne  der  Functionen 

in  die  unmittelbar  auf  dieselbe  folgende  übergeht. 
Der  Werth  des  unendlichen  Productes 

s{u)  -  s,{u)-j^-^^...-j-^^y. .  m  inf. 

ändert   sich   hingegen   nicht,    wenn   an   die  Stelle   der  Grösse  b    die 
Grösse  ^s  gesetzt  wird,  denn  es  besteht  auch  die  Gleichung 

Hieraus   folgt:    Wenn   an   die   Stelle   der  Grösse  e   die   Grösse 

'2;;^zr^  gesetzt  wird,  so  geht  die  Function  s^u)  in  die  Function  s^(u) 

über,   aber   der  Werth  s{u)   des   betrachteten  unendlichen  Productes 
wird  durch  diese  Aenderung  des  Werthes  der  Grösse  €  nicht  beeinflusst. 
Also  sind  die  Grenzwerthe  der  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder 
der  Potenzreihen 

8^{u)  =  a,^iW  +  a,^,w'+ ••+«,,«<*"  +  •  •• 

•  •  •  • 

«-(«)  =  »-,1«  +  o-..«**  +  •  •  +  «-,.«"  +  •  •  • 

•  •  •  • 

für   limm  =  oo  beziehlich   die   Coefficienten   der   einzelnen   Glieder 
der  Potenzreihe 

s{u)  =    &,w  +  6jW'  +  •  •  +  &«w"  + . . . 

Hieraus  wird  nun  der  Schluss  gezogen,  dass  die  Potenzreihe, 
durch  welche  die  Function  s{u)  für  alle  Werthe  des  Argumentes  u 
dargestellt  wird,  deren  absoluter  Betrag  die  Grösse  q^  nicht  übersteigt, 
unbedingt  convergirt  für  alle  Werthe  des  Argumentes  w,  deren  abso- 
luter Betrag  kleiner  ist  als  q^. 
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Für  keinen  endlielien  Wertli  des  Index  m  ist  nämlich  der  absolute 

Betrag   des   Coefficienten  a^,  grösser  als  -^,    folglich   ist  auch  die 

Grosse  6,  =  lima^,»  dem   absoluten  Betrage   nach  nicht  grösser   als 

~;^'j  also  convergirt  die  Potenzreihe,    durch  welche  die  Function  s{u) 

fiir  die  Umgebung  des  Werthes  m  =  0  dargestellt  wird ,  nicht  bloss 
für  solche  Werthe  des  Argumentes  w,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
ist  als  die  Grösse  Po,  wie  schon  aus  der  Herleitung  hervorging,  son- 
dern für  alle  Werthe  des  Argumentes  u ,  deren  absoluter  Betrag 
kleiner  ist  als  q^, 

IV. 

Es  ist  nun  der  Nachweis  zu  fuhren, 

erstens,  dass  sich  der  Bereich  des  Argumentes  u  der  durch 
das  Functionenelement 

für  alle  Werthe  des  Argumentes  u ,  welche  dem  absoluten  Betrage 
nach  kleiner  sind  als  p,,  erklärten  analytischen  Function  s(u)  durch 
analytische  Fortsetzung  auf  alle  diejenigen  Werthe  ausdehnen  lässt, 
welche  durch  innere  Punkte  des  Gebietes  U  geometrisch  dargestellt 
werden,  ohne  dass  die  Function  s{u)  bei  dieser  Ausdehnung  des  Be- 
reiches ihres  Argumentes  aufhört,  den  Charakter  einer  ganzen  Func- 
tion zu  besitzen; 

zweitens,  dass  durch  Vermittelung  der  auf  diese  Weise  erklär- 
ten analytischen  Function  s  =  s{u)  das  Gebiet  ü  auf  das  Innere 
der  in  der  Ebene  (ä)  liegenden  Kreisfläche  S  zusammenhängend  und 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  wird. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptungen  ist  bewiesen ,  sobald  Fol- 
gendes dargethan  ist. 

Die  Potenzreihe,  durch  welche  die  Function  s  =  s{u)  für  die 
Umgebung  des  Werthes  w  =  0  dargestellt  wird ,  kann  umgekehrt 
werden ,  d.  h,  es  ist  möglich ,  die  Grösse  u  in  der  Gestalt  einer  Po- 
tenzreihe 

auszudrücken,  in  welcher 

-^t  —  T-7      -t^j  =  —J3,     ^s  == IH »    •  •    -t^»  = J^i >  •  •  •  ist. 

C/j  C/j  C/,  Wj 
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Hierbei  bezeichnet  6r^(&„  6j,  '  •  K)  eine  bestimmte  ganze  Function 
der  Argumente  h^,  6„  •  •  6,  mit  ganzzahligen  Zahlencoefficienten. 

Von  dieser  Potenzreihe  ist  nachzuweisen 

erstens,  dass  dieselbe  für  alle  Werthe  der  Grösse  s,  die  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  1,  unbedingt  convergirt; 

zweitens,  dass,  —  wenn  der  die  complexe  Grösse  5  geometrisch 
darstellende  Punkt  der  Ebene  (s)  eine  Kreislinie  Ka  beschreibt,  deren 
Mittelpunkt  dem  Werthe  s  =  0  entspricht,  und  deren  Radius  6  zwar 
kleiner  als  1  ist ,  aber  dem  Werthe  1  hinreichend  nahe  kommt ,  — 
der  entsprechende,  den  Werth  der  complexen  Grösse  u  geometrisch 
darstellende  Punkt  der  Ebene  (m)  eine  Linie  beschreibt ,  welche  in 
allen  ihren  Punkten  der  Begrenzungslinie  C  des  Bereiches  U  beliebig 
nahe  kommt. 

Dies  reicht  für  den  Beweis  der  Richtigkeit  der  angegebenen  Be- 
hauptungen aus. 

Man  betrachte  die  Reihen 

^1  =  «1,1  Wt  +  a,^,  wj  +  . .  +  o,^.«:  +  . . 

^2  =  a.,«w, +  a,,,ti;  +  ..  +  a,^.wJ  +  .. 

...  . 

s»  =  «-,1«-+  «-,."1+ •  +  o.,.«:+  •  • 

•  •  •  • 

s    =    b^u   +  6,  «•  +  •  •  +  6, «"  +  •  • 
Durcli  Umkehrung  dieser  Reihen  möge  sich  ergeben 

•  •  •  • 

...  • 

u    =     B, «  +  2?5,  s*  + . .  +  jB,  5"  +  •  • 

Hierbei  sind  die  Coefficienten 

.  ■  • 


beziehlich  dieselben  rationalen  Functionen  der  Grössen 
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«1,1» 

«1,S) 

•       • 

«i,.» 

•       • 

««,17 

■ 

• 

•      • 

• 

•      • 

««.,1» 

«-,«» 

•       • 

»•.,«» 

•       • 

• 

• 

• 

^»     *2,     ••    Kl     •• 

Es  ergibt  sich  nämlich 

««,1 

In   Folge    der   Gleichung   liina^„  =  6,    besteht    die    Gleichung 
lim^      =  B. 

(mssoo) 

Jeder  einzelne  Coefficient  A^^  hat   demnach  für  limn»  =  oo  den 


m.» 


Grenzwerth  JB.,  und  dieser  Grenzwerth  kann  durch  Umkehrung  der 
Reihe  s  =  b^u  +  b^u^  +  -  -  -  und  Ermittelung  des  Coefficienten  des 
n-ten  Gliedes  in  der  nach  Potenzen  der  Grösse  s  fortschreitenden, 
hierbei  sich  ergebenden  Reihenentwickelung  für  die  Grösse  u  gefunden 
werden. 

Für  die  folgende  Untersuchung  ist  es  erforderlich,  den  Grad  der 
Kleinheit  des  absoluten  Betrages  der  Differenz  A^^—B^  zu  schätzen. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man 

«1,1— ^  =  *i»     «i,.-&2  =  *2>     ••     «I,«-*»  =  *«» 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Grossen 

*i »  *2 »  •  •  *» 

dem  absoluten  Betrage  nach  bezielilich  kleiner  sind  als  die  Grössen 

r  i  il  .  1     S' 

In  Folge  der  Gleichung 

A.-S.  =  ^Jrs=i[*r  <^.(«'.+*.,6.+*,,-&.+*.)-(ft.+«.)'"-'ö.(»..6.,-M 

«1,1  ^l 

ist  «?","' &!""*( ^1,»""-^»)  ^^^  ganze  Function  der  Grössen  d„  *„  •  •  tf,, 
welche,  wenn 

*,  =  0,    *.  =  0,    ..    d.  =  0 

gesetzt  wird,  ebenfalls  den  Werth  0  annimmt.     Es  ist  daher  möglich, 
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da  jede  der  beiden  Grössen  ttj,,  b^  grösser  ist  als  —7,   eine  von  dem 

Werthe  s  nicht  abhängende  positive  Grösse  g^  von  der  Beschaffenheit 
zu  bestimmen,  dass  die  Differenz  A^^^—B^  für  alle  Werthe  der  Grosse 
€,  welche  kleiner  sind  als  e^^  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist 
als  g^S\ 

Wenn  der  Grösse  s  der  Werth  -^^^^r  beigelegt  wird,    so  gehen 

die  Reihen 

beziehUch  in  die  Reihen 

über,  während  die  Reihen 

s   =   s{u)    =    6,tt  +  6g  tt'  +••,    u   =   u{s)   =    B^s  +  JB,s*  +•• 

und  die  Grössen  g^,  g^,  '  *  9ni  "  hierbei  ungeändert  bleiben. 

Hieraus   ergibt  sich,   dass  die  Differenz  A^^—B^  dem  absoluten 

Betrage  nach  kleiner  ist  als  flr.-gülT- 

Da  die  Coefficienten  -4^,,,  wie  im  Abschnitte  I  bewiesen  worden 
ist ,  nur  solche  Werthe  annehmen  können ,  deren  absoluter  Betrag 
kleiner  ist  als  pi,  so  sind  auch  die  Coefficienten  B^  dem  absoluten 
Betrage  nach  nicht  grösser  als  q*^]  folglich  convergirt  die  Reihe 

w  =  w(s)  =  B^s  +  B^s^-\ — 

für  alle  Werthe  des  Argumentes  5,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
als  1  ist. 

Es  ist  nun  zu  beweisen ,  dass ,  bei  Festhaltung  der  angegebenen 
Beschränkung  der  Veränderlichkeit  der  Grösse  s,  die  G^sammtheit 
aller  Werthe  der  Summe  dieser  Reihe  mit  derjenigen  Gesammtheit 
von  Werthen  übereinstimmt ,  welche  durch  Punkte  des  Bereiches  IJ 
geometrisch  dargestellt  werden. 

Es  bezeichne  6  eine  positive ,  nachher  noch  genauer  zu  bestim- 
mende Grösse,  deren  Werth  kleiner  als  1  ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Veränderlichkeit  der  complexen 
Grösse  s  auf  diejenigen  Werthe  beschränkt  wird,  deren  absoluter 
Betrag  die  Grösse  6  nicht  überschreitet,  soll  nun  der  Grad  der  Klein- 
heit des  absoluten  Betrages  der  Differenz 
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einer  Sehätzung  unterworfen  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  wird  die  Differenz  w^(s)—w(5)  in  zwei  Theile 
getheilt. 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  Reihenentwickelung,  durch 
welche  die  Differenz  u^is)—u{s)  dargestellt  wird,  bildet  den  ersten, 
die  Summe  aller  übrigen  Glieder  dieser  Reihentwickelung  bildet  den 
zweiten  dieser  beiden  Theile. 

Der  erste  Theil  ist  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 

Der  zweite  Theil  ist  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 


Es  ist  also  möglich,  nachdem  über  die  Wahl  der  Grösse  0  eine 
geeignete  Verfügung  getroffen  ist,  zunächst  dadurch  über  die  Klein- 
heit des  absoluten  Betrages  des  zweiten  Theiles  zu  verfügen,  dass 
der  ganzen  Zahl  n  ein  hinreichend  grosser  Werth  beigelegt  wird. 

Nachdem  dies  geschehen  ist,  ist  es  möglich,  über  die  Kleinheit 
des  absoluten  Betrages  des  ersten  Theiles  dadurch  zu  verfugen,  dass 
der  ganzen  Zahl  m  ein  hinreichend  grosser  Werth  beigelegt  wird. 

Die  Wahl  der  Grösse  6  wird  durch  folgende  Betrachtungen  be- 
stimmt. 

Das  Gebiet  U  ist,  wie  im  Abschnitte  11  nachgewiesen  wurde, 
ein  Theil  des  Gebietes  ü",;  die  Begrenzungslinie  C  des  Gebietes  U 
liegt  ganz  innerhalb  des  Gebietes  U^  und  hat  mit  der  Begrenzungs- 
linie Cj  dieses  Gebietes  keinen  Punkt  gemeinsam. 

Wenn  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  u  auf  diejenigen  Werthe 
beschränkt  wird,  welche  durch  Punkte  der  Linie  C  geometrisch  dar- 
gestellt werden,  so  ist  für  alle  diese  Werthe  der  absolute  Betrag 
des  Werthes  der  Function  5,(w)  kleiner  als  1. 

Unter  allen  Werthen,  welche  der  absolute  Betrag  der  Function 
s^{u)  bei  der  angegebenen  Beschränkung  der  Veränderlichkeit  des 
Argumentes  u  annehmen  kann,  gibt  es  einen  grössten  Werth. 
Dieser  grösste  Werth,  welcher  mit  r  bezeichnet  werden  möge,  ist 
ebenfalls  kleiner  als  1. 

Die  Grösse  6  wird  so  gewählt,  dass  der  Bedingung 

8«hwftrs,  OMamnelte  AbhandliuiffeB.  H.  9 
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r  <:  <y  <:  1 
genügt  wird. 

Wenn  der  Grösse  8  die   im  Vorhergehenden  erklärte  Bedentnng 

beigelegt  wird,  so  entspricht  bei  der  durch  die  Function  «'  =  -= — -r 

1+0 

vermittelten  conformen  Abbildung  des  Gebietes  U^  auf  das  Gebiet 
U[  der  ganz  im  Innern  des  Gebietes.  ?7j  liegenden  Begrenzungslinie 
C  des  Gebietes  U  eine  ganz  im  Innern  des  Gebietes  ü[  liegende  Li- 
nie C.  Die  Betrachtung  dieser  Linie  und  des  von  derselben  begrenz- 
ten Gebietes  U'  ist  für  die  folgende  Untersuchung  von  Wichtigkeit. 

Der  Quotient  -yT-y  besitzt  für  alle  Werthe  des  Argumentes  u, 

welche  durch  innere  Punkte  des  Gebietes  ü[  geometrisch  dargestellt 
werden,  den  Charakter  einer  ganzen  Function  und  erlangt  für  keinen 
dieser  Werthe  den  Werth  0. 

Die  Veränderlichkeit  des  Argumentes  u  werde  auf  diejenigen 
Werthe  beschränkt,  welche  durch  Punkte  des  Inneren  oder  der  Be- 
grenzung des  Gebietes  U[  geometrisch  dargestellt  werden. 

Der  grosste  Werth,  welchen  der  absolute  Betrag  des  Quotienten 

7,    l   unter  dieser  Voraussetzung  annehmen  kann,   entspricht  einem 

solchen  Werthe  des  Argumentes  w,  welcher  durch  einen  Punkt  der 
Begrenzung  C[  des  Gebietes  ü[  geometrisch  dargestellt  wird.  Da 
für  die  den  Punkten  der  Begrenzungslinie  C[  entsprechenden  Werthe 
des  Argumentes  u  der  absolute  Betrag  des  Zählers  des  betrachteten 
Quotienten  kleiner  als  1,  der  absolute  Betrag  des  Nenners  gleich  1 
ist,    so  ist  für  alle  Werthe  des  Argumentes  m,   welche  den  Punkten 

des  Gebietes  U[  entsprechen,  der  Quotient  7/  i  ^^^  absoluten  Be- 
trage nach  kleiner  als  1. 

Für  alle  diejenigen  Werthe  des  Argumentes  u,  welche  den  Punk- 
ten der  Linie  C  entsprechen,  ist  daher  der  absolute  Betrag  der 
Function  8^{u)  kleiner  als  die  Grösse  t,  folglich  auch  kleiner  als  die 
Grösse  6;  denn  der  grösste  Werth  des  absoluten  Betrages  der  Func- 
tion 8[{u)  für  die  den  Punkten  der  Linie  C  entsprechenden  Werthe 
des  Argumentes  u  stimmt-  überein  mit  dem  grössten  Werthe  des  ab- 
soluten Betrages  der  Function  s^(u)  für  die  den  Punkten  der  Linie 
C  entsprechenden  Werthe  des  Argumentes  u,  und  dieser  grosste 
Werth  war  mit  r  bezeichnet. 

Hieraus  ergibt  sich:  Wenn  die  Veränderlichkeit  des  Argumentes 
u  auf  diejenigen  Werthe  beschränkt  wird,   welche  den  Punkten  des 
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Gebietes    ü'  entsprechen,    so  ist  der  absolute  Betrag  jeder  einzelnen 
der  Functionen 

für  alle  diese  Werthe  des  Argumentes  u  kleiner  als  6. 
Bei  den  durch  die  Functionen 

vermittelten  conformen  Abbildungen  der  Kreisfläche  8  auf  die  Gebiete 

entsprechen  daher  jeder  zu  der  Ejreisfläche   S  concentrischen  Kreis- 
linie Ka,  deren  Radius  0  der  Bedingung 


genügt,  solche  Linien  der  Ebene  (u),  welche  die  Linie  C  umschliessen 
und  beziehlich  von  den  Linien 

umschlossen  werden. 

Hieraus  folgt,  dass  diese  Linien  sämmtlich  dem  von  den  Linien 
C  und  C"  begrenzten  Ringgebiete  angehören;  alle  Punkte  derselben 
sind  daher  von  den  nächsten  Punkten  der  Linie  C  nicht  weiter  ent- 
fernt als  -?^i?« 

Dadurch,  dass  der  Zahl  m  ein  hinreichend  grosser  Werth  beige- 
legt wurde,  war  es  möglich  zu  bewirken,  dass  für  alle  Werthe  des 
Argumentes  5,  deren  absoluter  Betrag  gleich  6  ist,  der  absolute  Be- 
trag der  Differenz  u^(s)'-u{8)  eine  bestimmte  Grösse  von  vorge- 
schriebener Kleinheit  nicht  überschreitet. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  nicht  allein  bei  der  durch  die  Function 
u^(s)j  sondern  auch  bei  der  durch  die  Function  u(s)  vermittelten 
conformen  Abbildung  der  Kreisfläche  8  auf  einen  Theil  der  Ebene 
(w)  die  der  Kreislinie  Ka  entsprechende  Linie  dem  von  den  Linien 
C  und  C"  begrenzten  Ringgebiete  angehört.  Da  alle  Punkte  der 
Linie  C^  der  Linie  C  unendlich  nahe  kommen,  wenn  dem  Lidex  m 
unendlich  grosse  Werthe  beigelegt  werden,  so  kommt  von  diesem  Ring- 
gebiete nur  derjenige  ringförmige  Theil  in  Betracht,  dessen  vollstän- 
dige Begrenzung  von  der  Linie  C  und  der  Linie  C  gebildet  wird. 

Das  Ergebniss  der  vorhergehenden  Untersuchung  ist  also:  Bei 
der  durch  die  Function  u(s)  vermittelten  conformen  Abbildung  der 

9* 


132  Zur  Theorie  der  Abbildung. 

Kreisfläche  S  auf  einen  Theil  der  Ebene  (u)  entspricht  der  Kreislinie 
Ka  eine  Linie,  welche  die  Linie  C  umschliesst  und  von  der  Linie 
C  umschlossen  wird. 

Lässt  man  hierauf  die  Grösse  s  die  Werthe 

1  1  1 

—  p £       •    •    r       .    . 

annehmen,  so  bleibt  die  Function  u{8)  und  die  durch  dieselbe  ver- 
mittelte conforme  Abbildung  bei  dieser  Aenderung  des  Werthes  der 
Grösse  e  unbeeinflusst ,  während  alle  Punkte  der  Linie  C  der  Linie 
C  unendlich  nahe  rücken. 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  das  Gebiet  aller  Werthe  der 
Grösse  u  =  u(s)j  welche  für  die  dem  absoluten  Betrage  nach  die 
Einheit  nicht  überschreitenden  Werthe  der  Grösse  s  durch  die  Summe 
der  gefundenen  Reihe  u(s)  dargestellt  werden,  das  ursprünglich  ge- 
gebene Gebiet  U  ist,  dass  also  durch  Vermittelung  der  Function  u(s) 
die  Kreisfläche  S  auf  das  von  der  Linie  C  begrenzte  Gebiet  ü  zu- 
sammenhängend und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  wird. 

Hiermit  ist  der  Beweis  der  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Be- 
hauptungen geführt. 

Durch  die  vorstehende  Untersuchung  ist  der  Satz  bewiesen : 

Wenn  in  der  Ebene  (w),  deren  Punkte  die  Werthe  einer  com- 
plexen  Grösse  u  geometrisch  darstellen,  ein  die  Ebene  überall  nur  ein- 
fach bedeckender,  einfach  zusammenhängender  Bereich  U.  gegeben  ist, 
dessen  Begrenzung  von  einer  überall  convexen  Linie  C  gebildet  wird, 
so  gibt  es  stets  eine  analytische  Function  $(u)  des  Argumentes  i», 
—  eindeutig  erklärt  mit  d^m  Charakter  einer  ganzen  Function  für  alle 
diejenigen  Werthe  des  Argumentes  u,  welche  inneren  Punkten  des 
Gebietes  U  entsprechen ,  endlich  und  stetig  für  alle  Werthe  des  Ar- 
gumentes w,  welche  Punkten  der  Begrenzungslinie  C  desselben  ent- 
sprechen, —  durch  deren  Vermittelung  der  Bereich  ü  zusammenhängend 
und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  die  Fläche  S  eines  Kreises 
abgebildet  wird. 


Ueber  einen  Grrenzübergang  durch  alternirendes 

Verfahren. 


VierteljahrsBchrift  der  Naiorforsclienden  Geeellsebaft  in  Zürich,  löter  Jahrgang,  Seite  272—286. 
Auszug  ans  einem  am  30.  Mai  1870  in  der  Natnrforsdienden  Qesellichaft  gehaltenen  Vortrage. 

Die  unter  dem  Namen  Dirichletsches  Princip  bekannte  Schluss- 
weise, welche  in  gewissem  Sinne  als  das  Fundament  des  von  ßie- 
mann  entwickelten  Zweiges  der  Theorie  der  analytischen  Functio- 
nen angesehen  werden  muss,  unterliegt,  wie  jetzt  wohl  allgemein  zu- 
gestanden wird,  hinsichtlich  der  Strenge  sehr  begründeten  Einwen- 
dungen, deren  vollständige  Entfernung  meines  Wissens  den  Anstren- 
gungen der  Mathematiker  bisher  nicht  gelungen  ist. 

Durch  Fortsetzung  einiger  Untersuchungen,  welche  gewisse  Arten 
von  Abbildungsaufgaben  betreifen ,  und  von  denen  ein  Theil  *)  im 
70. Bande  von  Borchardt^s  Journal  und  in  dem  das  Programm  der 
eidgenössischen  polytechnischen  Schule  für  das  Wintersemester  1869 
—  70  begleitenden  Aufsatze:  ;,Zur  Theorie  der  Abbildung'^**)  veröf- 
fentlicht ist,  bin  ich  auf  ein  Beweis  verfahren  geführt  worden,  durch 
welches,  wie  ich  mich  überzeugt  zu  haben  glaube,  alle  Sätze,  deren 
Beweis  Riemann  in  seinen  veröffentlichten  Abhandlungen  mittelst 
des  Dirichl  et  sehen  Princips  zu  führen  gesucht  hat,  mit  Strenge 
bewiesen  werden  können. 

Die  nachfolgende  Mittheilung  ist  im  Wesentlichen  ein  Auszug 
aus  einer  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  Ju  =  0 
betreffenden  Abhandlung,  welche  ich  im  November  vorigen  Jahres 
Herrn  Kronecker  und  einigen  andern  Mathematikern  mitgetheilt 
habe. 


*)  Siehe  S.  65  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  108  dieses  Bandes. 
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Es  handelt  sich  wesentlich  nur  darum,  den  Nachweis  der  Exi- 
stenz einer  Function  u  zu  führen,  welche  für  einen  gewissen  gegebe- 
nen Bereich  T  der  unabhängigen  reellen  Variablen  x  und  y  der  par- 
tiellen  Differentialgleichung  ^u  =  T^'^'a^  ^^  ^  '"^^  ausserdem 
gewissen  vorgeschriebenen  Grrenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  ge- 
nfigt. 

Der  Kürze  wegen  beschränke  ich  mich  hier  auf  den  Fall,  in 
welchem  die  Nebenbedingungen  nur  Grrenzbedingungen  sind,  in  wel- 
chem also  gefordert  wird,  es  solle  die  Function  u  stets  endlich  sein 
und  längs  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  vorgeschriebene  endliche 
Werthe  haben,  welche  einer  oder  mehreren  stetigen  Folgen  angehö- 
ren. Auf  diesen  Fall  kann  nämlich  durch  das  in  der  Folge  mitzu- 
theilende  Verfahren  der  allgemeine  Fall  zurückgeführt  werden. 

Für  die  Anwendbarkeit  des  gedachten  Beweisverfahrens  ist  es 
keineswegs  erforderlich,  die  Voraussetzung  zu  machen,  dass  die  Be- 
grenzungslinie von  T  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Ecken  und  im 
Allgemeinen  in  jedem  Punkte  einen  endlichen  bestimmten  Ejümmungs- 
radius  besitze,  eine  Voraussetzung,  welche  die  Herren  Weber  und 
Carl  Neumann  bei  ihren  auf  dasselbe  Ziel  gerichteten  Untersuchun- 
gen gemacht  haben.  (S.  Borchardt's  Journal,  Band  71,  Seite  29, 
und  Berichte  der  mathematisch-physischen  Classe  der  Königlich  Säch- 
sischen Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Sitzung  vom  21.  April  1870.) 
Es  wird  nicht  einmal  die  Stetigkeit  in  der  Aenderung  der  Richtung 
der  Tangente  der  Begrcnzungslinie  erfordert ;  es  genügt  vielmehr  zu 
wissen,  dass  die  Begrenzungslinie  sich  in  eine  endliche  Zahl  von 
Stücken  theilen  lasse ,  so  dass  im  Innern  jedes  dieser  Stücke  die 
Aenderung  der  Richtung  der  Tangente  stets  in  demselben  Sinne  ge- 
schehe, wenn  dieselbe  auch  unendlich  oft  sprungweise  erfolgt,  so  dass 
also  die  Begrenzungslinie  unendlich  viele  Ecken  besitzen  kann. 

Auch  Spitzen  der  Begrenzungslinie  sind  nicht  ausgeschlossen. 
Für  solche  Spitzen,  welche  durch  die  Berührung  zweier  analyti- 
schen Linien  entstehen,  die  in  der  Umgebung  des  Berührungspunk- 
tes den  Charakter  algebraischer  Curven  haben,  habe  ich  die  Unter- 
suchung durchgeführt;  um  jedoch  hier  unnöthige  Weitläufigkeiten  zu 
vermeiden,  ist  im  Folgenden  auf  das  Auftreten  von  Spitzen  keine 
Rücksicht  genommen. 

Das  Gelingen  des  Beweises,  dessen  Grundgedanke  hier  mitge- 
theilt  wird,  beruht  in  letzter  Instanz  auf  folgendem  Hülfssatze : 
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Die  Begrenzungslinie  eines  Bereiches  T,  für  welchen  es  möglich 
ist,  die  partielle  Differentialgleichung  -Jw  =  0  beliebigen  Grenzbe- 
dingongen  gemäss  zu  integriren,  werde  in  eine  endliche  Anzahl  von 
Strecken  (Theilen)  getheilt.  Diese  mögen  zu  zwei  Gruppen  ange- 
ordnet werden,  so  dass  in  jeder  Gruppe  mindestens  eine  Strecke  ent- 
halten ist.  Den  einzelnen  Strecken  lege  man,  jenachdem  sie  der  ex'- 
sten  oder  zweiten  Gruppe  angehören ,  ungrade  oder  grade  Ordnungs- 
zahlen bei  und  bezeichne  die  Punkte,  welche  die  Strecken  mit  grader 
Ordnungszahl  von  denen  mit  ungrader  Ordnungszahl  trennen,  mit  P. 
Im  Innern  von  T  denke  man  sich  eine  endliche  Anzahl  analytischer 
Linien  L  gegeben,  welche  mit  den  Strecken  ungrader  Ordnungszahl 
entweder  keinen  Punkt  oder  nur  Endpunkte  P  derselben  gemein  ha- 
ben, ohne  sie  jedoch  in  diesen  Punkten  zu  berühren. 

Hierauf  denke  man  sich  für  den  Bereich  T  eine  Function  u  be- 
stimmt, welche  der  partiellen  Differentialgleichung  ^du  =  0  genügt 
und  in  allen  Punkten  der  Begrenzung  von  T  den  Werth  0  oder  1 
hat,  je  nachdem  die  Ordnungszahl  der  Strecke,  in  deren  Innerem  der 
betreffende  Punkt  liegt,  grade  oder  ungrade  ist.  Dann  ist  die  obere 
Grenze,  beziehungsweise  das  Maximum  aller  Werthe,  welche  die 
Function  u  längs  der  Linien  L  annimmt,  eine  positive  Zahl  j,  welche 
kleiner  als  1   ist. 

Wird  nun  für  denselben  Bereich  T  bei  derselben  Eintheilung  der 
Begrenzung  in  Strecken  mit  grader  und  ungrader  Ordnungszahl  und 
für  dieselben  Linien  L  eine  Function  u^  bestimmt,  welche  der  Diffe- 
rentialgleichung ^M,  =  0  genügt,  auf  der  Begrenzung  von  T  längs 
der  Strecken  mit  grader  Ordnungszahl* den  Werth  Null  hat,  und  de- 
ren längs  der  Strecken  mit  ungrader  Ordnungszahl  beliebig  vorge- 
schriebener Werth  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Grösse  g  nicht 
überschreitet,  so  überschreitet  der  absolute  Betrag  der  Werthe,  welche 
die  Function  u^  in  den  Punkten  der  Linien  L  annehmen  kann ,  nir- 
gends den  Werth  gq,  wo  g  die  im  Vorhergehenden  angegebene  Be- 
deutung hat,  also  kleiner  als  1  ist.  — 

Für  die  Fläche  eines  Kreises  und  für  alle  einfach  zusammen- 
hängenden Flächen,  deren  conforme  Abbildung  auf  die  Fläche  eines 
Kreises  bekannt  ist,  bietet  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung ^w  «=  0  unter  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen  keine 
Schwierigkeit  dar.  Hinsichtlich  dieser  Aufgabe  möge  es  gestattet 
sein,    auf  einen*  in   dieser  Zeitschrift   (S.  113  — 128   des  laufenden 
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Jahrgangcij)  *)  mitgetbellteB  Aufsatz  Bezug  zu  nehmen ;  in  dem* 
selben  sind  zwar  Stetigkeitsunterbrecbungen  in  der  für  die  Function 
«  längs  der  Begrenzung  vorgeschriebenen  Werthereihe  der  Kurze 
wegen  ausdriicklich  ausgeschlossen  worden ;  indessen  gelten  die  dort 
entwickelten  ScMüsse  mutatis  mittandis  auch  dann  noch,  wenn  in  einer 
endlichen  Anzahl  von  Rand-Punkten  die  Reihe  der  vorgeschriebenen 
Randwerthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erßhrt. 

Nachdem  gezeigt  ist,  dass  für  eine  Anzahl  von  einfacheren  Be- 
rcicheu  die  Differentialgleichung  ^u  =  0  beliebigen  Grenzbedingun- 
gen  gemäss  integrirt  werden  kann,  handelt  es  sich  darum,  den  Nach- 
weis zu  führen ,  dass  auch  für  einen  weniger  einfachen  Bereich ,  der 
aus  jenen  auf  gewisse  Weise  zusammengesetzt  ist,  die  Integration 
der  Differentialgleichung  beliebigen  Grenzbedingungen  gemäss  mög- 
lich ist.  Zum  Beweise  dieses  Satzes  kann  ein  Grenzübergang  die- 
nen, welcher  mit  dem  bekannten,  zur  Herstellung  eines  luftverdünn- 
ten Raumes  mittelst  einer  üweistiefeligen  Luftpumpe  dienenden 
Verfahren  grosse  Analogie  liat.  Die  Periode  der  Operation  besteht 
nämlich  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  aus  zwei,  altemirend 
zur  Wirkung  gelangenden  Einzeloperationen,  welche  zwar  denselben 
Zweck  haben,  aber  in  Hinsicht  auf  die  Art  und  Weise  der  Wirkung 
nicht  identisch,  sondern  in  gewissem  Sinne  symmetrisch  sind. 

Ein  solcher  Grenzübergang  möge  Grenzübergang  durch 
altornirendea  Verfahren  genannt  werden. 

Es  seien  zwei  Bereiche  3",  und  T,  gegeben,  welche  einen  oder 
mehrere  Bereiche  T*  gemeinsam  haben,  und  deren  Begrenzungslinien 


sich  nicht  berühren,    (In  der  schematischen  Figur  10  ist  T^  die  Fläche 
eines  Kreises,    T,    die  Fläche  eines  Quadrats.) 

Die  Gesammtheit  aller  Theile  der  Begrenzung  von    T„    welche 

•)  Siehe  3. 175  üieseB  Bandes. 


J 
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ausserhalb  T,  liegen,  werde  mit  Xr^,  die  Gesammtheit  aller  übrigen, 
innerhalb  T^  liegenden  Theile  werde  mit  Xr,  bezeichnet. 

Ebenso  zerfallt  die  Begrenzung  von  T,  in  die  Gesammtheiten 
ij  und  Z„  wenn  nämlich  mit  i,  die  Gesammtheit  aller  Stücke,  welche 
innerhalb  des  Gebietes  T^  liegen,  mit  Z,  die  Gesammtheit  aller  Stücke, 
die  ausserhalb  T^  liegen,  bezeichnet  wird. 

Es  wird  vorausgesetzt,  es  sei  sowohl  für  den  Bereich  T^  als 
auch  für  den  Bereich  T,  möglich,  die  partielle  Differentialgleichung 
^u  =  0  beliebigen  Grenzbedingungen  gemäss  zu  integriren;  es 
handelt  sich  darum,  zu  zeigen,  dass  dies  auch  für  den  Bereich 
T,+  T^-T*  =  T  möglich  ist,  welcher  die  Bereiche  T,  und  T,  als 
Theile  enthält,  bei  welchem  aber  das  den  Gebieten  T^  und  T,  ge- 
meinsame Gebiet  T*  nur  einfach  zu  zählen  ist. 

Sowohl  für  das  Gebiet  T,  und  die  Linie  Lj,  als  auch  für  das 
Gebiet  T^  und  die  Linie  i,  sind  die  Bedingungen  des  vorher  erwälm- 
ten  Hülfssatzes  erfüllt;  im  ersten  Falle  möge  die  Linie  i^,  im 
zweiten  die  Linie  L^  an  die  Stelle  der  Gruppe  der  Strecken  mit 
grader  Ordnungszahl  treten.  Es  ist  daher  möglich,  zwei  Zahlen  ^j 
und  g,  zu  bestimmen,  welche  die  Rolle  der  Zahl  q  in  dem  Hülfssatze 
vertreten,  und  welche  beide  kleiner  sind  als  1. 

Dem  Recipienten  der  Luftpumpe  entspricht  in  Beibehaltung  der 
obigen  Analogie  das  Gebiet  T*,  dem  Linern  der  beiden  Pumpency- 
linder  entsprechen  die  Gebiete  T^^T*^  T^—T*,  den  Ventilen  die 
Linien  L^  und  i,. 

Es  seien  für  die  Begrenzung  von  T,  also  längs  L^  und  L^y  die 
Werthe  für  die  Function  u  willkürlich  vorgeschrieben ;  g  sei  die  obere, 
k  sei  die  untere  Grenze  dieser  Werthe;  die  Differenz  g  —  k  werde 
mit  G  bezeichnet. 

Nun  nehme  man  längs  i,  eine  Werthereihe  willkürlich  an,  z.  B. 
in  allen  Punkten  von  L^  den  Werth  Ä-,  und  bestimme  für  das  Gebiet 
Tj  eine  Function  w^,  welche  längs  L^  die  vorgeschriebenen  Werthe, 
längs  L,  den  Werth  k  hat  und  im  Inneren  von  Tj  der  Differential- 
gleichung z/Mj  =  0  genügt.  Nach  der  über  das  Gebiet  T^  gemach- 
ten Voraussetzung  gibt  es  eine  solche  Function.  (Erster  Zug  des 
ersten  Kolbens.) 

Die  Werthe,  welche  die  Function  w,  längs  L^  hat,  denke  man 
sich  festgehalten  und  für  das  Gebiet  T,  eine  Function  w,  bestimmt, 
welche  längs  Z,  die  vorgeschriebenen  Werthe  hat,  längs  Zj  mit  der 
vorher  bestimmten  Fimction  Wj  übereinstimmt,  und  für  welche  z^/w,  =  0 
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ist.  Nach  der  über  das  Gebiet  T,  gemachten  Voraussetzung  gibt  es 
eine  solche  Function.    (Erster  Zug  des  zweiten  Kolbens.) 

Der  Werth  von  w,— Mj  oder  von  m,— Ä;  längs  i,  ist  kleiner  als 
g-^h  =  G. 

Man  bestimme  nun  für  das  Gebiet  T^  eine  Function  u,,  welche 
längs  Xq  die  vorgeschriebenen  Werthe  hat,  längs  L,  mit  w,  überein- 
stimmt und  für  welche  ^/w,  =  0  ist.  (Zweiter  Zug  des  ersten  Kol- 
bens.) 

Die  Differenz  u^—u^  ist  im  Inneren  von  T^  in  keinem  Punkte 
negativ ;  dem  absoluten  Betrage  nach  ist  die  Differenz  Wj— Mj  kleiner 
als  6r,  längs  L^  aber  nach  dem  erwähnten  Hülfssatze  kleiner  als 
CrQii  weil  u^—u^  längs  L^  den  Werth  0  hat  und  längs  i,  kleiner  als 
G  ist. 

Die  Werthe  der  Function  t*,  längs  L^  denke  man  sich  festgehal- 
ten und  für  das  Gebiet  T,  eine  Function  u^  bestimmt,  welche  längs 
L^  mit  M3  übereinstimmt,  längs  i,  die  vorgeschriebenen  Werthe  hat 
und  für  welche  z/tt^  =  0  ist.     (Zweiter  Zug  des  zweiten  Kolbens.) 

Die  Differenz  w*— w,  hat  längs  L^  den  Werth  0  und  ist  längs 
Ztj,  wo  dieselbe  mit  Wg— w,  übereinstimmt,  positiv  und  kleiner  als 
6rg, ;  daher  ist  w^— m,  im  Innern  von  T,  nirgends  negativ  und  bestän- 
dig kleiner  als  Gq^j  längs  L,  aber  kleiner  als   Gq^q^. 

Durch  Fortsetzung  dieses  altemirenden  Verfahrens  gelangt  man 
zu  einer  Reihe  von  unendlich  vielen  Functionen  mit  ungradem  und 
mit  gradem  Index.  Die  einen  sind  für  das  Gebiet  T^,  die  andern 
für  das  Gebiet  T,  so  erklärt,  dass  sie  beziehlich  längs  L^  und  L,  die 
vorgeschriebenen  Werthe  haben  und  im  Inneren  der  Gebiete,  für  welche 
sie  erklärt  sind,  der  partiellen  Differentialgleichung  ^u  =  0  genügen. 

Für  das  Gebiet  T*  sind  sowohl  die  Functionen  mit  ungradem  als 
die  mit  gradem  Index  erklärt,  und  zwar  stimmen  dieselben  abwech- 
selnd längs  i,  und  längs  L,  mit  einander  überein.  Längs  L^  ist 
nämlich  w,^_j  =  w,,  und  längs  L,  w^^^.,  =  w^h« 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  nachzuweisen,  dass  die  Functionen  mit 
ungradem  und  diejenigen  mit  gradem  Index  sich  mit  wachsendem  In- 
dex bestimmten  Grenzfunctionen  w'  und  u"  unbegrenzt  nähern,  welche 
durch  die  Gleichungen 

u'  ==  u,+  (W3- u^ )  +  (W5-W3)  +  •  •  •  +  (w,„+i— W2,_j)  + . . .  in  inf . 
erklärt  sind.    Die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Reihen   convergi- 
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ren  unbedingt  und  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthepaare  x,  y 
in  gleichem  Grade;  es  ist  nämlich 

K»+i~w,^i)  <:  G(^,3,r""  und 

Sowohl  längs  i^,  als  längs  L,  ist  w'=  u".  Im  Inneren  von  T, 
ist  z/tt'  =  0,  im  Inneren  von  T,  ist  Ju"  =  0,  daher  ist  für  jeden  Punkt 
von  T*  u'  =  m",  weil  längs  der  ganzen  Begrenzung  von  T*  beide 
Functionen  mit  einander  übereinstimmen. 

Es  sind  daher  die  beiden  Functionen  u'  und  u"  Werthe  dersel- 
ben Function  u,  welche  für  das  ganze  Grebiet  T  =  T^  +  T,— T*  er- 
klärt ist,  für  das  Innere  desselben  der  partiellen  Differentialgleichung 
jdu  =  0  genügt  und  längs  der  Begrenzung  L^  +  L^  die  vorgeschrie- 
benen Werthe  annimmt. 

Hiermit  ist  der  Beweis  für  die  Richtigkeit  'der  oben  ausgespro- 
chenen Behauptung  angedeutet :  Unter  den  angegebenen  Voraussetzun- 
gen ist  es  auch  für  den  Bereich  T  möglich,  die  partielle  Differential- 
gleichung z/tt  =  0  willkürlich  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen 
gemäss  zu  integriren.  — 

Durch  wiederholte  Anwendung  und  geeignete  Modification  des 
erwähnten  Grenzüberganges  durch  alternirendes  Verfahren  kann   die 

•  

Existenz  einer  Function  u  für  ein  gegebenes  Gebiet  auch  dann,  wenn 
ausser  den  Grenzbedingungen  noch  Unstetigkeitsbedingungen ,  oder 
wie  bei  den  Ab  eischen  Integralen  Unstetigkeitsbedingungen  allein 
vorgeschrieben  sind,  in  den  Fällen  dargethan  werden,  für  welche 
Kiemann  in  seinen  Abhandlungen  die  Existenz  behauptet  und  mit- 
telst des  Diricblet sehen  Princips  zu  beweisen  gesucht  hat. 

Das  erläuterte  Beweisverfahren  erstreckt  sich  nicht  bloss  auf 
den  Fall,  in  welchem  die  das  Gebiet  T  geometrisch  darstellende,  ein- 
fach oder  mehrfach  zusammenhängende  Rie  mann  sehe  Fläche  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  derselben  Ebene  oder  auf  derselben  Ku- 
gelfläche enthalten  ist,  sondern  gilt  im  Wesentlichen  unverändert  auch 
für  den  Fall,  in  welchem  diese  Fläche  auf  einer  aus  mehreren  ebenen 
oder  sphärischen  Flächen  zusammengesetzten  Polyederoberfläche 
ausgebreitet  ist. 

Mit  Hülfe  dieser  Erweiterung  kann  unter  Anderem  auch  der 
Beweis  geführt* werden ,  dass  ein  einfach  zusammenhängender,  auf 
einer  solchen  Polyederoberfläche  ausgebreiteter  Bereich  conform  ab- 
gebildet werden   kann  auf  die  Fläche  eines  Kreises,   wenn  dieser 
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Bereich  eine  in  sich  zui'ückkehi'ende  Begrenzungslinie  besitzt,  und 
auf  die  Fläche  einer  Kugel,  wenn  derselbe  ein  einfach  zusanunen- 
hängender  und  geschlossener  Bereich  ist. 

Hiermit  ist  auch  die  Frage  nach  der  Möglichkeit  der  Constanten- 
bestimmung ,  auf  welche  die  conforme  Abbildung  der  einfach  zusam- 
menhängenden Oberfläche  eines  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Polye- 
ders auf  eine  Kugel  zurückgeführt  werden  kann  (s.  Borchardt's  Jour- 
nal, Bd.  70,  S.119),*)  beantwortet. 

Ein  specieller  Fall  der  soeben  erwähnten  Abbildungsaufgabe  tritt 
ein,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  einfach  zusammenhängende 
Fläche  eines  von  geradlinigen  Strecken  begrenzten  ebenen  Polygons 
auf  die  Fläche  eines  Kreises  conform  abzubilden,  mag  die  Fläche  des 
Polygons  ganz  im  Endlichen  liegen,  oder  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Ebene  ein-  oder  mehrmals  in  ihrem  Inneren  enthalten ;  auch  Win- 
dungspunkte im  Inneren  derselben  sind  nicht  ausgeschlossen.  Bei  die- 
ser Aufgabe  liegt  ebenfalls  die  einzige  Schwierigkeit  in  dem  Nach- 
weise der  Möglichkeit,  eine  gewisse  Anzahl  zum  Theil  reeller,  zum 
Theil  conjugirter  complexer  Constanten,  von  denen  die,  die  conforme 
Abbildung  vermittelnde  Function  abhängig  gemacht  wird,  so  zu  be- 
stimmen, dass  allen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt  wird." 

Diese  Schwierigkeit  kann  durch  Anwendung  eines  von  Herrn 
Weierstrass  entwickelten  Verfahrens  überwunden  werden.  Die 
Anwendung  des  obigens  Grenzverfahrens  bietet  ein  neues  Mittel  zur 
Ueberwindung  derselben  dar. 

Aehnliches  gilt  von  dem  Nachweise  der  Möglichkeit  derjenigen 
Constantenbestimmung ,  auf  welche  die  Aufgabe  der  conformen  Ab- 
bildung einer  von  Kreisbogenstrecken  begrenzten,  einfach  zu- 
sammenhängenden Figur  auf  die  Fläche  eines  Kreises  zurückgeführt 
wird.    (a.  a.  0.  S.  117.)  **) 

Auch  in  diesem  Falle  kann  die  Fläche  in  ihrem  Inneren  Win- 
dungspunkte oder  den  unendlich  fernen  Punkt  enthalten. 

Nachtrag.  Vor  Kurzem  sind  drei  Abhandlungen  des  Herrn 
Christoffel  mir  bekannt  geworden  (Annali  di  Matematica  diretti 
da  Brioschi  e  Cremona,  tomo  IV  °,  pag.  1—9;  Nachrichten  von  der 
Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Jahrgang 


*)  Siehe  S.  82  dieses  Baudes. 
**)  Siehe  S.  79  dieses  Bandes. 
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1870,  S.  283-298  und  359-369),  deren  zu  der  obigen  Mittheilung  in 
Beziehung  stehender  Inhalt  zu  einigen  Bemerkungen  Anlass  gibt. 

Auf  pag.  1  des  vierten  Bandes  der  Annali  liest  man:  „  .  .  .  la 
determinazione  delle  temperature  stazionarie  sopra  una  superficie  ret- 
tangolare  F  non  offre  alcuna  difficolta,  il  problema  associato  delle 
temperature  stazionarie  suUa  superficie  complementare  F'  e  rimasto 
completamente  inaccessibile  ai  metodi  adoperati  finqui  .  .  .^ 

und  auf  S.  284  der  erwähnten  Nachrichten:  „...  (man)  ge- 
langt dann  zu  einer  merkwürdigen  Gattung  von  Problemen,  welche 
so  auffallende  Schwierigkeiten  darbietet,  dass  die  Lösung  einer  Auf- 
gabe dieser  Art  ungeachtet  aller  Anstrengungen  bisher  nur  in  dem 
einzigen,  durchaus  elementaren  Falle  gelungen  war,  wo  die  Begren- 
zung von  ?ßi  ( —  die  nach  allen  Richtungen  in's  Unendliche  reichende 
Fläche,  welche  von  einer  Ebene  übrig  bleibt,  wenn  aus  dieser  ein 
einfach  zusammenhängendes ,  endliches  Stück  5ß  herausgeschnitten 
wird  — )  ein  Kreis  ist.  Namentlich  sind,  was  im  Folgenden  seine 
Erklärung  finden  wird,  alle  Versuche  gescheitert,  irgend  einen  der 
besondern,  vorzugsweise  interessanten  Fälle  zu  behandeln,  wo  5ßj  von 
einer  geradlinigten  Figur  begrenzt  ist." 

Dieser  Behauptung  gegenüber  erscheint  es  angemessen,  auf  einige 
einfache  Beispiele  aufmerksam  zu  machen,  welche  vielleicht  auch  an 
und  für  sich  denen,  welchen  sie  neu  sind,  einiges  Interesse  darbieten. 

1.  Es  sei  in  der  Ebene,  deren  Punkte  die  Werthe  der  comple- 
xen  Grösse  e  geometrisch  darstellen,  eine  Parabel  gegeben,  deren 
Brennpunkt  der  Punkt  ;8r  =  0,  deren  Scheitel  der  Punkt  £r  =  + 1 
ist.  Durch  Vermittelung  der  Function  Z  =  tg^Cr^V^)  wird  das 
Innere  und  durch  Vermittelung  der  Function    Zj  =  -t=  — 1   wird  das 

Aeussere  der  Parabelfläche  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  auf  die  Fläche  je  eines  Kreises  abgebildet ,  womit 
^bekanntlich  die  betreffende  Wärme- Aufgabe  für  das  Aeussere  und  iiir 
das  Innere  der  Parabel  als  gelöst  zu  betrachten  ist. 

2.  Es  sei  die  Gleichung  einer  Ellipse  ^  +  -^  =  1  gegeben; 
a*— &'  =  1.    Durch  Vermittelung  der  Function  Z  =  sin  am  (4^  arc  sin  e), 

q  rs  (^)*,    wird  das  Innere  und  durch  Vermittelung  der  Function 

^1  =  '"a-V^  ynTi  das  Aeussere  der  Ellipse  auf  die  Fläche  eines 
Kreises  conform  abgebildet,  womit  die  betreffende  Wärme-Aufgabe 
auch  für  diesen  Fall  als  gelöst  zu  betrachten  ist. 


142  Grenzübergang  durch  alternireudes  Verfahren. 

3.  Es  sei  ein  Quadrat  gegeben,  dessen  Ecken  die  vier  Punkte 
£f  =  +l,  +t,  —1,  — i  bilden.  Durch  Vermittelung  der  Function 
Z  =  sin  am  Kzy  h  =  i  wird  das  Innere  des  Quadrates  auf  die  Fläche 
eines  Kreises  conform  abgebildet  und  durch  Vermittelung  der  Func- 
tion 

z  =  — ^  /         r^  ^  dZ,,     ^  =    /    V/sin^dg) 

wird  umgekehrt  die  Fläche  des  mit  dem  Radius  1  in  der  Ebene  der 
complexen  Grösse  Z,  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises  auf  das 
Aeussere  jenes  Quadrates  conform  abgebildet,  wenn  die  complexe 
Integrations variable  Z^  auf  jene  Kreisfläche  beschränkt  wird  und 
die  Integrationsconstante  aus  der  Bedingung  bestimmt  wird,  dass 
lim  {js—-^z~)  ^  Zj  =  0  auch  gleich  0  sei.  Durch  die  angegebenen 
Abbildungen  darf  aber  die  Wärme-Aufgabe  für  das  Innere  und  für 
das  Aeussere  des  Quadrates  als  gelöst  angesehen  werden.  (Vergl. 
Borchardt's  Joum.  Bd.  70,  S.  116.)*) 

4.  Es  sei  ein  Kreisbogendreieck  gegeben.  Die  conforme 
Abbildung  der  Fläche  eines  Kreises  auf  das  Innere  und  auf  das 
Aeussere  eines  Kreisbogendreiecks  ist  mittelst  hypergeometrischer 
Reihen  ohne  Schwierigkeit  ausführbar.    (Am  angef.  Orte  S.  117.)  ♦*) 

Die  Zahl  dieser  Beispiele  könnte  noch  vermehrt  werden.  — 

Es  darf  nicht  unerwähnt  gelassen  werden,  dass  auch  gegen  den 
übrigen  Inhalt  der  genannten  Abhandlungen,  wie  mir  scheint,  erheb- 
liche Einwendungen  geltend  zu  machen  sind. 

An  einen  vollständigen  Beweis  würde  zweifellos  die  Forderung 
zu  stellen  sein,  dass  auch  bewiesen  werde,  es  sei  in  der  That  mög- 
lich, sämmtliche  Constanten,  auf  deren  Bestimmung  es  ankommt,  so 
zu  bestimmen,  dass  allen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt  wird. 

Es  ist  femer  wohl  zu  beachten,  dass  in  den  beiden  erwähnten 
Abhandlungen  in  den  Göttinger  Nachrichten  die  Untersuchung  aus- 
drücklich auf  den  Fall  beschränkt  wird,  in  welchem  die  Begrenzungs- 
linie des  abzubildenden  Bereiches  durch  eine  „unzerfallbare  Glei- 
chung^ gegeben  ist.  Hierdurch  werden  also  von  vornherein  sowohl 
die  Fälle  ausgeschlossen,  in  denen  die  Begrenzungslinie  aus  mehreren 
Stücken  verschiedener  analytischer  Linien  besteht,  als  auch  der  Fall, 


*)  Siehe  S.  77  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  80  dieses  Bandes. 
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in  welchem  diese  Linie  an   keiner  Stelle  den  Charakter   einer  alge- 
braischen Curve  besitzt. 

Endlich  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  in  einer  grossen  An- 
zahl von  Fällen,  zu  welchen  auch  der  einfache  Fall  der  conformen 
Abbildung  des  Inneren  einer  EUipse  auf  das  Innere  eines  Kreises  ge- 
hört, die  in  den  genannten  Abhandlungen  aufgestellten  Schlussformeln 
mit  einer  ungehobenen  Schwierigkeit  noch  behaftet  bleiben;  ein  Um- 
stand, welcher  es  als  fraglich  erscheinen  lässt,  ob  diese  Formeln  als 
ein  Beweis  für  die  Möglichkeit  der  Lösung  der  gestellten  allgemeinen 
Aufgabe  angesehen  werden  dürfen, 

Zürich,  im  August  1870. 


lieber  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung 


+  ^-r  =  0 


unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Unstetig- 

keitsbedingungen. 


Im  October  1870  von  Herrn  Weierstrass  der  Efiniglielien  Akademie  der  Winenacliafleii 
EU  Berlin  roitgetheflt.  —  Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenechaflen  ra  Berilii, 
Jahrgang  1870,  Seite  767-795. 

Im  August  1866  hat  Herr  Weierstrass  der  Königlichen  Aka- 
demie  von  einer  Arbeit  (des  Verfassers)  Mittheilung  gemacht,  welche 
die  conforme  Abbildung  eines  einfach  zusammenhängenden  Bereiches 
T  auf  die  Fläche  5»  eines  Kreises,  beziehungsweise  auf  die  Fläche 
E  einer  Halbebene  für  den  Fall  betrifft,  dass  die  Begrenzungslinie 
des  Bereiches  T  von  geradlinigen  Strecken  oder  von  Kreisbogen  ge- 
bildet wird.  Für  den  allgemeinen  Fall  wurde  die  Lösung  der  ange- 
gebenen Abbildungsaufgabe  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  über- 
haupt eine  Lösung  derselben  gebe,  auf  die  Integration  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  und  die  Bestimmung  einer  endlichen  An- 
zahl von  Constanten  zurückgeführt. 

Diese  Zurückführung  beruht  im  Wesentlichen  auf  folgenden  Be- 
trachtungen. 

Es  sei  jg  =  x  +  yi  eine  complexe  Variable,  in  einer  Ebene  geo- 
metrisch dargestellt  durch  einen  Punkt  mit  den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x,  y.  Die  auf  der  positiven  Seite  der  a;-Axe  liegende  Halb- 
ebene sei  der  Bereich  E.  Der  von  geradlinigen  Strecken  oder  von 
Kreisbogen  begrenzte  Bereich  T  sei  der  geometrische  Ort  eines  Punk- 
tes, durch  welchen  eine  zweite  complexe  Variable  5"=  S-f-i^i  geome- 
trisch dargestellt  wird. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  für  alle  im  Inneren  von  E  liegenden 
Werthe  des  Argumentes  sf  die  Variable  g  als  eine  eindeutige  analy- 
tische Function  des  Argumentes  a  mit  dem  Charakter  einer  ganzen 
oder  gebrochenen  rationalen  Function   so  erklärt  ist,    dass   vermöge 
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der  Beziehung   t  =  f{^)   der  Bereich  E  auf  den  Bereich    T  zusam- 
menhängend und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  wird. 
Nun  bilde  man  die  Functionen 


ds 

Hierbei  sind  für  die  Function  E(a)  als  singulare  Werthe  von  e  ausser 
dem  Werthe  z  =  oo  alle  diejenigen  Werthe  im  Inneren  und  auf  der 
Begrenzung  von  E  anzusehen,  welche  den  der  Fläche  T  angehörenden 
Ecken,  Windungspunkten  und  unendlich  fernen  Punkten  entsprechen. 

Für  die  Function  F{e)  hingegen  gehören  die  vorkommendenfalls 
den  unendlich  fernen  Punkten  von  T  entsprechenden  Werthe  von  e 
nicht  zu  den  singulären  Werthen  des  Argumentes,  wenn  jene  Punkte 
nicht  zugleich  Windungspunkte  oder  Ecken  von  T  si;id. 

Die  Function  F{z)  hat  für  alle  reellen  Werthe  von  0  ebenfalls 
reelle  Werthe.  Es  ist  daher  möglich,  das  Gebiet  des  Argumentes  is, 
welches  zufolge  der  ursprünglichen  Erklärung  der  Function  F{e)  zu- 
nächst auf  die  Halbebene  E  beschränkt  ist ,  dadurch  auf  die  ganze 
Ebene  auszudehnen,  dass  conjugirten  Werthen  des  Argumentes  z  con- 
jugirte  Werthe  von  F{z)  zugeordnet  werden.  Hierbei  ergibt  sich, 
dass  die,  durch  die  erweiterte  Definition  für  alle  Werthe  der  unbe- 
schränkt veränderlichen  complexen  Grösse  z  definirte  analytische 
Function  F{s)  in  der  Umgebung  aller  singulären  Werthe  den  Cha- 
rakter einer,  rationalen  Function  besitzt  und  daher  —  nach  einem 
Fundamentalsatze  der  Theorie  der  analytischen  Functionen  —  selbst 
eine  rationale  Function  von  z  ist. 

Wenn  die  Begrenzungslinie  von  T  nur  aus  geraden  Strecken 
besteht ,  so  ergibt  sich  durch  analoge  Betrachtungen ,  dass  schon  die 
Function  E{e)  eine  rationale  Function  ihres  Argumentes  ist. 

Es  darf  hierbei  nicht  übersehen  werden,  dass  diese  Beweisführung 
wesentlich  auf  der  von  vorn  herein  gemachten  Voraussetzung  beruht, 
dass  es  eine  Function  f  =  f{z)  gebe ,  durch  welche  die  geforderte 
Abbildung  vermittelt  wird ,  —  dass  es  demnach  nicht  erlaubt  ist, 
hieraus  umgekehrt  auf  die  Möglichkeit  der  Lösung  der  angegebenen 
Abbildungsaufgabe  zu  schliessen,  bevor  nicht  der  Nachweis  geführt 
ist,  dass  es  möglich  ist,  für  jede  einfach  zusammenhängende,  von  ge- 
raden   Strecken   oder    Kreisbogen    begrenzte   Fläche    T   die    in    die 

Schwärs,  Oatammelte  ilbhandlingon.  II.  10 
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rationalen  Functionen  E(js),  beziehungsweise  F{£)  eingehenden  Constan- 
ten so  zu  bestimmen,  dass  allenBedingungen  der  Aufgabe  Genüge  geschieht. 

Während  es  leicht  ist,  specielle  Fälle  anzugeben,  für  welche  die 
Bestimmung  der  Constanten  ohne  Weiteres  gelingt,  liegt  bei  der  be- 
trachteten allgemeinen  Aufgabe  die  einzige  sich  darbietende  Schwie- 
rigkeit von  Belang  in  dem  zu  leistenden  Beweis  für  die  Möglichkeit 
dieser  Constantenbestimmung. 

Der  Königlichen  Akademie  habe  ich  die  Ehre,  im  nachfolgenden 
Auszuge  von  einem  Verfahren  Mittheilung  zu  machen,  durch  dessen 
Anwendung  es ,  wie  ich  mich  überzeugt  zu  haben  glaube ,  gelingt, 
nicht  nur  die  Frage  nach  der  Möglichkeit  der  Constantenbestimmung 
bei  der  erwähnten  Aufgabe  allgemein  zu  beantworten,  sondern  über- 
haupt die  von  Riemann  in  seiner  Inauguraldissertation  und  in  seiner 
Abhandlung  , Theorie  der  Ab  eischen  Functionen^  ausgesprochenen 
allgemeinen  Lehrsätze  über  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung z/m  =  ^-y  +  ^-r  =  0  unter   vorgeschriebenen  Grenz-  und 

Unstetigkeitsbedingungen  streng  zu  beweisen. 

1.  Bezeichnet  f{(p)  eine  nach  dem  Intervalle  2«  periodisch  sich 
wiederholende,  endliche,  stetige  und  eindeutige  reelle  Function  des 
reellen  Argumentes  %  so  stellen  die  Gleichungen 

«(l,9)  =  r(9),  (r  =  1) 

eine  für  alle  Punkte  g  =  x  +  yi  =  re^*  einer  mit  dem  Radius  1  um 
den  Punkt  j?  =  0  beschriebenen  Kreisfläche  S  (0<r=l)  ein- 
deutig definirte,  endliche  und  stetige  Function  u  dar,  welche  für  das 
Innere  von  S  (0<r<:l)  der  partiellen  Differentialgleichung 

genügt.  Die  durch  die  obigen  Gleichungen  mit  der  Beschränkung 
0  <  r  <  1  dargestellte  Function  ist  zugleich  die  einzige ,  welche  für 
alle  Punkte  von  S  endlich ,  stetig  und  eindeutig  ist ,  welche  für  das 
Innere  von  S  der  partiellen  Differentialgleichung  zf  u  =  0  in  der  Art 

genügt,   dass  die  partiellen  Ableitungen  von  u  -^,  -r— ,  -r-y»  *^t  ^ 

demselben  Umfange  existiren,  endliche,  stetige  und  eindeutige  Func- 
tionen von  X  und  y  sind,  und  welche  überdies  auf  dem  Rande  von  S 
mit  f(g))  übereinstimmt. 


Zar  Integration  der  partiellen  Dififerentialgleichung  Ju  =  0.  147 

Einen  Beweis  dieser  Sätze,  welcher  nach  der  von  Riemann  im 
Artikel  10  seiner  Dissertation  mitgetheilten  Methode  geführt  ist,  habe 
ich  im  15ten  Jahrgange  der  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden 
Gesellschaft  in  Zürich,  S.  113 — 128  veröffentlicht.*) 

2.  Die  eben  definirte  Function  u  ist  für  alle  Werthe  von  r, 
welche  kleiner  als  1  sind,  in  eine  nach  Producten  aus  den  Potenzen 
von  r  und  den  Sinus  und  Cosinus  der  gleichnamigen  Vielfachen  von 
4p  fortschreitende  Reihe  entwickelbar,  und  es  finden  auf  diese  Function 
diejenigen  Betrachtungen  Anwendung,  welche  überhaupt  die  analyti- 
sche Fortsetzung  von  Functionen  betreffen ,  welche  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen genügen.  Insbesondere  gilt  der  Satz:  Wenn  zwei 
Functionen  u^  und  «,,  welche  für  zwei  Bereiche  Tj  und  T, ,  die  ein 
einfach  zusammenhängendes  Gebiet  T*  von  zwei  Dimensionen  gemein- 
sam haben,  als  endliche,  eindeutige  und  stetige  Functionen  erklärt  sind 
und  in  dem  erklärten  Sinne  der  partiellen  Differentialgleichung  zf  m  =  0 
genügen,  in  einem  noch  so  kleinen  Theile  dieses  gemeinsamen  Gebietes 
mit  einander  übereinstimmen,  so  stimmen  sie  für  alle  Punkte  desselben 
mit  einander  überein,  lassen  sich  unter  Aufrechterhaltung  der  ange- 
gebenen Eigenschaften  beide  simultan  gleich  weit  analytisch  fortsetzen 
und  stimmen  längs  jeder  solchen  Fortsetzung  mit  einander  überein. 

3.  Wenn  eine  Function  u  für  einen  Bereich  T  einschliesslich 
der  Begrenzung  desselben  endlich ,  stetig  und  eindeutig  ist  und  im 
Inneren  desselben  der  partiellen  Differentialgleichung  ^u  =  0  im  an- 
gegebenen Sinne  genügt ,  so  hat  dieselbe  entweder  in  einem  Theile 
des  Gebietes  einen  constanten  Werth  und  dann  ist  dieselbe  überhaupt 
eine  Constante ,  oder  dieses  ist  nicht  der  Fall.  Im  letzteren  Falle 
möge  der  grösste  Werth  von  u  mit  g ,  der  kleinste  Werth  mit  k 
bezeichnet  werden.  Einen  Beweis  des  Satzes,  dass  eine  stetige  Func- 
tion einer  oder  mehrerer  Veränderlichen,  welche  nicht  eine  Constante 
ist,  einen  grössten  Werth  mindestens  für  einen  Punkt  im  Inneren  oder 
auf  der  Begrenzung  des  Bereiches  der  Variablen,  für  welchen  jene  Func- 
tion erklärt  ist,  wirklich  erreicht,  falls  die  Function  einschliesslich 
der  Begrenzung  des  Bereiches  stetig  ist,  hat  Herr  Weierstrass  in 
seinen  Vorlesungen  gegeben,  auf  den  Bezug  zu  nehmen  ich  mir  erlaube. 
Im  vorliegenden  Falle  müssen  die  Punkte,  in  denen  die  Function  u 
ihre  extremen  Werthe  erreicht,  auf  der  Begrenzung  liegen.  (Vergl. 
Riemann 's  Inauguraldissertation  Art.  11.  HI.) 


*)  Siehe  S.  175  dieses  Bandes. 
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Wenn  also  die  Function  u  nicht  constant  ist,  so  liegen  alle  Werthe, 
welche  dieselbe  für  die  inneren  Punkte  des  Bereiches  T  unter  den 
angegebenen  Voraussetzungen  annehmen  kann,  zwischen  dem  gröss- 
ten  Werthe  g  und  dem  kleinsten  Werthe  Je  unter  denjenigen  Werthen, 
welche  die  Function  u  auf  der  Begrenzung  von  T  annimmt. 

Wenn  daher  alle  Werthe  von  u  am  Rande  von  T  gleich  0 
sind,  so  ist  u  auch  für  alle  inneren  Punkte  gleich  0. 

Wenn  es  mithin  eine  Function  u  gibt,  welche  unter  den  angege- 
benen Bedingungen  fiir  den  Bereich  T  erklärt  ist  und  in  jedem  Punkte 
der  Begrenzung  einen  vorgeschriebenen ,  nach  der  Stetigkeit  sich 
ändernden  Werth  besitzt,  so  gibt  es  nur  eine  solche  Function. 

4.  Wenn  ein  einfach  zusammenhängender  Bereich  (jsr)*,  für  wel- 
chen eine  Function  u  den  angegebenen  Bedingungen  gemäss  erklärt 
ist,  durch  Vermittelung  einer  analytischen  Function 

auf  ein  Gebiet  (g)*  conform  abgebildet  wird  und  die  Function  F(£) 
für  alle  Punkte  im  Inneren  des  Gebietes  (js)*  den  Charakter  einer 
ganzen  Function  besitzt,  während  F\j8f)  im  Inneren  desselben  nicht 
gleich  0  wird,  so  geht  die  Function  u  von  x  und  y  in  eine  Func- 
tion von  5  ^^nd  ri  über  und  genügt  für  das  Gebiet  (5)*  und  die  Va- 
riablen I  und  1]  ebenfalls  den  allgemeinen  Bedingungen. 

Dieser  bekannte  Satz  macht  es  in  Verbindung  mit  der  in  no.  1 
angegebenen  Formel  möglich,  für  jeden  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  T,  welcher  ganz  im  Endlichen  liegt  und  in  seinem  Inneren 
keinen  Windungspunkt  besitzt ,  die  partielle  DifferentialgleichuDg 
^u  =  0  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen  gemäss  zu  integriren, 
wenn  die  conforme  Abbildung  dieses  Bereiches  T  auf  die  Fläche  S 
eines  Kreises  bekannt  ist.  Unter  denjenigen  Bereichen,  welche  durch 
Vermittelung  einfacher  Functionen  auf  die  Fläche  eines  Kreises  con- 
form abgebildet  werden  können,  sind  hervorzuheben: 

a.    Die  von  zwei  Kreisbogen  begrenzte  Sichel  oder  Mondfigur. 

Wenn  die  Werthe  z  ^='  e^  und  z  ^=  s\  die  beiden  Ecken  der 
Mondfigur  bestimmen  ,  und  der  Winkel ,  den  die  Tangenten  beider 
Kreisbogen  in  diesen  Punkten  mit  einander  bilden,  mit  a%  bezeichnet 
wird,  so  wird  diese  Figur  durch  Vermittelung  der  Function 


^  -  (j^)-" 
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auf  eine  in  der  Ebene  der  complexen  Grösse  g  liegende  Halbebene 
eonform  abgebildet.  Die  conforme  Abbildung  einer  Halbebene  auf 
das  Innere  eines  Kreises  wird  aber  bekanntlich  durch  eine  gebrochene 
Function  ersten  Grades  vermittelt,  welche  für  einen  jener  Halbebene 
nicht  angehörenden  Punkt  unendlich  gross  wird. 

Zu  den  Gebieten  dieser  Art  gehört  auch  das  Kreissegment 
und  der  Halbkreis. 

6.  Ein  von  drei  Kreisbogen  oder  geraden  Strecken  begrenztes 
Stück  der  Ebene  oder  Kreisbogendreieck,  wenn  zwei  der  Win- 
kel desselben  Rechte  sind  und  der  dritte  gleich  an  ist,  wobei  jedoch 
a  weder  gleich  0,  noch  einer  ganzen  Zahl  gleich  ist. 

Bezeichnet  ^  =  ^^  die  Ecke  des  Bereiches  mit  dem  Winkel  «ä, 
z  =i  si'^  den  zweiten  Schnittpunkt  der  im  Punkte  z  ^=^  z^  sich  schnei- 
denden Kreise,  so  wird  dieser  Bereich  durch  Vermittelung  der  Function 


^ = (s)^ 


auf  die  Fläche  eines  Halbkreises  conform  abgebildet,  wodurch 
dieser  Fall  auf  den  vorhergehenden  zurückgeführt  ist. 

Zu  den  Gebieten  dieser  Art  gehört  auch  der  Kreissector; 
in  diesem  Falle  ist  jer^  =  oo  und  man  hat  g  =  (jer— ^e^J«  zu  setzen. 

Den  unter  a.  und  h,  genannten  Gebieten  reiht  sich  an: 

c.  Ein  von  drei  Kreisbogen  begrenztes  ebenes  Kreisbogen- 
dreieck, in  welchem  eine  Ecke  eine  Spitze  ist  und  die  beiden 
anderen  Winkel  Rechte  sind. 

Bezeichnet  z  =  e^  die  Lage  der  Spitze  dieses  Bereiclies  und 
z  =  z^  +  e'^'^H  für  positive  Werthe  von  t  die  Tangente  der  Spitze, 
so  wird  dieser  Bereich  durch  Vermittelung  der  Functionen 


er' 


5  =  ----- ,  r  =  e-^ 


^  — ^0 


auf  die  Fläche  eines  in  der  Ebene  der  complexen  Grösse  g'  liegenden 
Kreissectors  conform  abgebildet,  und  hierdurch  ist  dieser  Fall 
auf  den  vorhergehenden  zurückgeführt. 

Für  die  genannten  drei  Bereiche  also ,  sowie  für  alle  diejenigen 
Bereiche ,  welche  auf  diese  conform  abgebildet  werden  können ,  kann 
die  partielle  Diiferentialgleichung  jdu  =  0  vorgeschriebenen  Grenz- 
bedingungen gemäss  integrirt  werden. 

5.     Unter  einer  ebenen  analytischen  Linie  versteht  man  eine 
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ebene  Linie,  für  welche  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  eines 
beliebigen  Punktes  analytische  Functionen  einer  reellen  Veränderlichen 
t  sind.  Es  sei  t  ^=  t^  ein  specieller  Werth  der  Grosse  ^,  welchem 
ein  im  Endlichen  liegender  Punkt  der  analytischen  Linie  entspricht, 
in  dessen  Umgebung  dieselbe  den  Charakter  einer  algebraischen  Cnrve 
besitzt.    Die  Gleichung 

^  =  Co  +  c,(^-^o)  +  c.it-t.y  +  .  - .  in  inf.  =  f(t;  Q  , 

in  welcher  c^,  c,,  c,  •  •  •  complexe  Constanten  von  der  BeschafFenheit 
bezeichnen,  dass  die  Reihe  für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreitenden  Werthe  von  t-^t^  convergirt, 
ist  die  allgemeine  Gleichung  eines  im  Endlichen  liegenden  Zweiges 
einer  analytischen  Linie.  Man  betrachte  ein  Stück  dieses  Zweiges, 
welches  so  beschaffen  ist ,  dass  für  keinen  im  Lineren  desselben  lie- 
genden Punkt  die  Ableitung  ^  den  Werth  0  annimmt. 
Li  der  analytischen  Gleichung 

^  =  fit;K)    . 

können  der  Variablen  t  auch  complexe  Werthe  beigelegt  werden; 
dann  vermittelt  diese  Gleichung  eine  conforme  Abbildung  eines  Theiles 
der  Ebene  der  complexen  Grösse  ^,  welcher  jene  in  Betracht  gezogene 
Strecke  der  Axe  des  Reellen  enthält,  auf  einen  Theil  der  Ebene  der 
complexen  Grösse  e,  welcher  jenen  betrachteten  Bogen  der  analyti- 
schen Linie  in  seinem  Inneren  enthält.  Es  ist  auch  möglich,  zu  beiden 
Seiten  der  geraden  Strecke  zwei  solche  Gebietatheile  T^  und  T,  abzu- 
grenzen, dass  für  keinen  Punkt  im  Inneren  der  so  abgegrenzten  Ge- 
bietstheile  ~  gleich  0  wird.  Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  mag 
angenommen  werden ,  dass  die  beiden  Bereiche  T^  und  T,  zwei  zu 
einander  symmetrische  Kreisabschnitte  seien.  Die  beiden  Theile 
Tj  und  T,  werden  durch  die  analytische  Function  auf  zwei,  zu  beiden 
Seiten  der  analytischen  Linie  Hegende  Theile  Z,  und  Z,  der  Ebene 
der  complexen  Grösse  z  conform  abgebildet.  Für  diese  Bereiche  kann 
also  nach  dem  Inhalte  von  no.  1  und  no.  4  die  partielle  Differential- 
gleichung z/w  =  0  beliebig  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen  gemäss 
integrirt  werden. 

Es  ist  auch  umgekehrt  möglich,  wenn  in  der  Ebene  der  complexen 
Grösse  z  eine  analytische  Linie  gegeben  ist,  ein  Gebiet  Z^  +  Z,  anzu- 
geben ,  welches  ein  Stück  der  analytischen  Linie  in  seinem  Inneren 
enthält,   und  welches  auf  die  Ebene  der  complexen  Grösse  t  conform 
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so  abgebildet  werden  kann ,  dass  dem  Stücke  der  analytischen  Linie 
eine  gerade  Strecke  entspricht. 

Diese  Eigenschaft  ist  für  die  analytischen  Linien  charakteristisch. 

Li  einigen  Fällen  bietet  es  Vortheile ,  statt  der  Variablen  t  die 
Bogenlänge  s  der  Curve,  von  einem  festen  Punkte  bis  zu  einem  be- 
weglichen gerechnet,  als  unabhängige  Variable  einzuführen. 

Es  gibt  zwar  unendlich  viele  Functionen,  welche  die  Eigenschaft 
haben,  die  Gebiete  Z^  und  Z^  auf  zwei  andere,  durch  eine  geradlinige 
Strecke  getrennte  Gebiete  2\  und  T,  conforra  abzubilden.  Werden 
aber  die  Punkte  von  T^  und  T,  durch  Symmetrie  einander  zuge- 
ordnet, so  ist  das  aus  dieser  Zuordnung  hervorgehende  punktweise 
Entsprechen  der  Gebiete  Z^  und  Z,  allein  von  der  betrachteten  ana- 
lytischen Linie,  nicht  aber  von  der  besonderen  Wahl  der  die  Abbildung 
vermittelnden  Function  abhängig.  (Vergl.  Borchardt's  Journal  Bd.  70. 
S.  106  und  107.)*) 

Die  Mob  ins  sehe  Kreisverwandtschaft  ist  ein  specieller  Fall  eines 
solchen  Entsprechens ,  welcher  eintritt ,  wenn  die  analytische  Linie 
ein  Kreisbogen  ist. 

6.  Längs  einer  analytischen  Linie  L  im  Inneren  eines  Bereiches 
T,  für  welchen  eine  Function  u  im  angegebenen  Sinne  der  partiellen 
Differentialgleichung  z/m  =  0  genügt,  besitzt  diese  Function  in  Bezug 
auf  den  Bogen  s  dieser  Linie  den  Charakter  einer  ganzen  Function. 
Umgekehrt :  Wenn  der  Bogen  L  einer  analytischen  Linie  einen  Theil  der 
Begrenzung  eines  Bereiches  T  bildet,  für  welchen  eine  Function  u  der 
partiellen  Differentialgleichung  z/w  =  0  genügt,  und  die  Werthe  von  u 
längs  der  Linie  L  mit  f{s)  bezeichnet  werden,  so  ist  die  nothwendige 
Bedingung  dafür,  dass  sich  die  Function  w  über  die  Linie  L  hinaus 
analytisch  fortsetzen  lasse,  —  nämlich  dass  f{s)  eine  analytische  Func- 
tion der  Grösse  s  ist,  welche  fär  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe 
von  s  den  Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt,  —  für  die  Möglich- 
keit dieser  analytischen  Fortsetzung  auch  hinreichend.  Ein  specieller 
Fall  dieses  Satzes  tritt  ein,  wenn  die  Linie  L  eine  gerade  Strecke 
ist ,  längs  welcher  eine  Function  u  den  Werth  0  hat.  In  diesem 
Falle  nimmt  die  Function  u  in  solchen  Punktepaaren,  welche  in  Bezug 
auf  die  Gerade  symmetrisch  liegen,  entgegengesetzte  Werthe 
an ;  ein  Satz,  welcher  sein  Analogen  in  der  Potentialtheorie  findet. 

Bei  dieser  Gelegenheit   mag   erwähnt   werden ,-   dass ,    wenn   die 


*)  Siehe  S.  G6  und  67  dieses  Bandes. 
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Function  f{(p)  in  no.  1  in  Bezug  auf  fp  an  keiner  Stelle  den  Charak- 
ter einer  ganzen  Function  besitzt,  in  diesem  Falle  die  Peripherie  der 
•Kreisfläche  S  für  die  Function  u  und  für  die  analytische  Function 

deren  reeller  Theil  die  Function  u  ist,  hinsichtlich  des  Bereiches  der 
Argumente    dieser   Functionen    eine    natürliche   Grenze    bildet. 

Auf  den  für  die  Functionentheorie  wichtigen  Umstand,  dass  der 
Bereich  des  Argumentes  einer  analytischen  Function  nicht  immer  ein 
willkürlich  auszudehnender,  sondern  vielmehr  in  vielen  Fällen  ein 
bestimmt  begrenzter  ist,  hat  Herr  Weierstrass  vor  einigen  Jahren 
aufmerksam  gemacht.  (Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der 
"Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang  1866,  S.  617.) 

7.  An  die  vorhergehenden  Erörterungen  schliesst  sich  eine  Un- 
tersuchung der  Unstetigkeiten  an ,  welche  eine  Function  u  in  einem 
Punkte  annehmen  kann,  wenn  der  Werth  der  Function  bei  der  An- 
näherung an  diesen  Punkt  dem  absoluten  Betrage  nach  einen  endlichen 
Werth  nicht  überschreitet.  Wenn  eine  Function  u  für  das  Innere 
eines  beliebig  grossen,  um  den  Punkt  ^  =  0  mit  dem  Radius  R  be- 
schriebenen Kreises  so  erklärt  werden  kann ,  dass  sie  der  partiellen 
Differentialgleichung  Ju  =  0  im  angegebenen  Sinne  genügt ,  und, 
wie  gross  auch  R  sein  möge,  dem  absoluten  Betrage  nach  die  endliche 
Grösse  g  nicht  überschreitet,  so  ist  die  Function  eine  Constante.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  folgt  aus  der  in  no.  1  angegebenen  Formel,  wenn 
in  derselben  r  durch  ^,  f{g})  durch  u(Ryq})  ersetzt  und  dann  zur 
Grenze  lim  R  =  oo  übergegangen  wird. 

Wenn  von  einer  Function  u  bekannt  ist,  dass  dieselbe  für  das 
Innere  eines  Bereiches  T,  mit  Ausnahme  eines  im  Inneren  desselben 
liegenden  Punktes  0^,  —  für  welchen  es  noch  ungewiss  ist,  ob  die  Func- 
tion für  denselben  überhaupt  einen  bestimmten  Werth  hat,  —  im  obigen 
Sinne  der  partiellen  Differentialgleichung  ^u  =  0  genügt,  und  dass, 
wenn  in  der  Umgebung  von  js^  ein  beliebig  kleiner  Bereich  abgegrenzt 
wird,  alle  Werthe  von  u  im  übrigen  Bereiche,  wie  klein  auch  der 
ausgeschlossene  sein  möge,  die  endliche  Grösse  g  dem  absoluten  Be- 
trage nach  nicht  überschreiten ,  wenn  endlich  eine  durch  Abänderung 
des  Werthes  von  u  im  Punkte  a^^  hebbare  Unstetigkeit  ausgeschlossen 
wird ,  so  genügt  dieses ,  um  schliessen  zu  können ,  dass  die  Function 
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u  auch  für  den  Punkt  s^  einen  endlichen  und  bestinunten  Werth  hat, 
dass  dieselbe  überhaupt  in  der  Nähe  dieses  Punktes ,  den  Punkt  z^^ 
selbst  eingeschlossen,  den  Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt. 

Im  Inneren  eines  Bereiches  T  kann  also  eine  der  Differential- 
gleichung ^u  =  0  im  Allgemeinen  genügende  Function  keine  anderen 
Singularitäten  besitzen,  als  solche,  bei  denen  die  Function  sich  ver- 
zweigt oder  unendlich  gross  wird. 

Auch  in  dem  Falle ,  wenn  auf  der  Begrenzung  von  T  ein  einzel- 
ner Punkt  g^  liegt,  für  welchen  die  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  von 
u  ungewiss  ist ,  während  die  Endlichkeit  von  u  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes  feststeht,  kann  analogerweise  das  Vorhandensein  dieser 
genannten  beiden  Eigenschaften  geschlossen  werden ,  wenn  erstens 
bekannt  ist ,  dass  das  Grebiet  T  conform  so  abgebildet  werden  kann, 
dass  einem  Stücke  der  Begrenzung  von  T,  welches  den  Punkt  js^^  im 
Inneren  enthält,  eine  gerade  Strecke  entspricht,  und  wenn  zweitens  die 
Werthe  von  u  längs  der  Begrenzung  von  T  in  jenem  Punkte  jb^^  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  nicht  erleiden. 

Wenn  dagegen  unter  im  Uebrigen  unveränderten  Voraussetzungen 
die  Werthe  von  u  längs  der  Begrenzung  von  T  im  Punkte  s^  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleiden  und  der  Punkt  £1^  nicht  zugleich 
eine  Spitze  der  Begrenzung  von  T  ist ,  so  erhält  man  aus  der  Func- 
tion u  durch  Subtraction  eines  Ausdruckes  C  arc  tg  ~z^  bei  geeigneter 
Bestimmung  der  Constante  C  eine  in  diesem  Punkte  eindeutige  und 
stetige  Function. 

Ist  aber  der  Punkt  js^  eine  Spitze,  und  sind  die  beiden,  die  Spitze 
bildenden  Linien  L^  und  L^  analytische  Linien,  so  kann,  ohne  dass 
der  Allgemeinheit  Eintrag  geschieht,  angenommen  werden,  dass  die, 
die  Ordnung  der  gegenseitigen  Berührung  der  beiden  Linien  in  der 
Spitze  ausdrückende  Zahl,  welche  stets  eine  positive  rationale  Zahl 
ist ,  nicht  grösser  sei  als  die  ebenfalls  rationalen  Zahlen,  welche  die 
Ordnung  der  Berührung  der  beiden  Linien  mit  der  Tangente  der 
Spitze  ausdrücken,  da  auf  diesen  Fall  der  allgemeinere  durch  eine 
vorhergehende  conforme  Abbildung  stets  zurückgeführt  werden  kann. 

Wird  dann  die  Spitze  selbst  zum  Pol  von  Polarcoordinaten  r,  q> 
gewählt,  und  entspricht  q)  =  0  der  Tangente  der  Spitze,  so  erhält 
man  aus  der  Function  u  durch  Subtraction  eines  Ausdruckes 

Cr"^  sin  (iq) , 

bei  geeigneter  Bestimmung  vonC  und  ft,  eine  auch  in  der  Umgebung 
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der  Spitze  stetige  Function.  Wird  also  der  Grösse  r  ein  constanter 
Werth  von  hinreichender  Kleinheit  beigelegt,  so  sind  för  die  in  Be- 
tracht kommenden  Werthe  von  tp  die  Aenderungen  von  u  um  so  genauer 
den  Aenderungen  von  q>  proportional,  je  kleiner  der  Werth  von  r  ist. 
In  dieser  Form  gilt  der  Satz  sowohl  für  den  Fall  einer  Spitze, 
als  auch  für  den  Fall  einer  Ecke. 

8.  Wenn  für  die  Werthe  einer  Function  u  längs  der  Begrenzung 
von  T  Unstetigkeiten  (endliche  Sprünge)  in  einer  endlichen  Anzahl 
von  Punkten  der  Begrenzung  zugelassen  werden,  so  kann  es  ebenfalls 
nur  eine  Function  geben,  welche  längs  der  ganzen  Begrenzung  vor- 
geschriebene Werthe  hat,  nirgends  unendlich  gross  wird,  mit  Aus- 
nahme jener  Punkte  stetig  und  eindeutig  ist  und  im  Inneren  von  T, 
mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten,  im  angegebenen 
Sinne  der  partiellen  Differentialgleichung  z^m  =  0  genügt. 

Auch  gilt  unter  denselben  Voraussetzungen  noch  der  Satz  (vergl. 
no.  3) ,  dass  der  Werth  von  u  für  einen  inneren  Punkt  des  Gebietes 
stets  zwischen  der  oberen  und  unteren  Grenze  derjenigen  Werthe 
liegt,  welche  diese  Function  auf  der  Begrenzung  von  T  annimmt. 

Die  in  no.  1  angegebene  Formel  stellt  für  die  Fläche  eines  Kreises 
die  einzige  den  obigen  Bedingungen  genügende  Function  u  auch  dann 
dar,  wenn  die  längs  der  Peripherie  vorgeschriebene  Werthereihe  f{ip) 
in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  unstetig  ist. 

9.  Die  vorstehenden  Betrachtungen  erfahren  keine  wesentliche 
Modification,  wenn  der  Bereich  T  in  seinem  Inneren  Windungspunkte 
enthält. 

Der  einfachste  Fall  eines  solchen  Bereiches  ist  der  Fall  einer 
m -blättrigen  Kreisfläche,  für  welche  der  Mittelpunkt  ein 
(m— l)facher  Windungspunkt  ist.  Ist  z  =  e^  der  Mittelpunkt,  iJ 
der  Radius  der  begrenzenden  Kreislinie ,  so  führt  die  conforme  Ab- 
bildung durch  die  Function 

\_ 


'-(^) 


auf  den  unter  no.  1   betrachteten  Fall  einer  einblättrigen  Kreisfläche 
zurück.     (Vergl.  Riemann's  Dissertation  Art.  14.) 

Während  die  Function  ii  auch  für  die  Windungspunkte  die  Eigen- 
schaft behält,  stetig  und  eindeutig  bestimmt  zu  sein,  wenn  sie  endlich 
bleibt ,  k()nnen  ihre  partiellen  Ableitungen  bei  der  Annäherung  an 
diese  Punkte   unendlich   gross   werden   und   hören  für  die  Windungs- 


Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  Ju  =  0.  155 

punkte  selbst  im  Allgemeinen  zu  existiren  auf.  Die  Gültigkeit  des 
unter  no.  8  erwähnten  allgemeinen  Satzes  wird  jedoch  durch  die  Zu- 
lassung von  Windungspunkten  für  das  Innere  des  Bereiches  nicht 
beeinträchtigt. 

10.  Es  werde  angenommen,  für  einen  von  einer  endlichen  Anzahl 
von  Stücken  analytischer  Linien  begrenzten  Bereich  T  sei  es  möglich, 
die  partielle  Differentialgleichung  z/w  =  0  im  angegebenen  Sinne  be- 
liebig vorgeschriebenen  Grenzbedingungen  gemäss  zu  integriren.  Hier- 
bei sollen  die  längs  der  Begrenzung  von  T  vorgeschriebenen  Werthe 
überall  endlich  und,  mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Punk- 
ten P,  in  welchen  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  eintritt,  stetig 
und  eindeutig  erklärt  sein. 

Für  diesen  Bereich  ist  dann,  wie  eine  nähere  Untersuchung  zeigt, 
die  Voraussetzung  erfüllt,  betreffend  die  Abbildbarkeit  von  Theilen 
des  Gebietes  T  in  der  Nähe  der  etwa  vorhandenen  Ecken  und  Spitzen 
der  Begrenzung  von  T  auf  zum  Theil  geradlinig  begrenzte  Bereiche, 
welche  in  no.  7  gemacht  wurde ,  und  es  finden  daher  auf  den  Bereich 
T  die  unter  no.  7  und  8  angeführten  Sätze  Anwendung. 

Die  Begrenzung  von  T  denke  man  sich  in  eine  endliche  Anzahl 
von  Strecken  (Theilen)  getheilt  und  diese  wieder  zu  zwei  Gruppen 
angeordnet,  so  dass  in  jeder  Gruppe  mindestens  eine  Strecke  enthalten 
ist.  Den  einzelnen  Strecken  lege  man,  jenachdem  sie  der  ersten  oder 
zweiten  Gruppe  angehören,  ungrade  oder  grade  Ordnungszahlen  bei. 

Dann  ist  die  Anzahl  derjenigen  Punkte,  welche  eine  Strecke  mit 
grader  und  eine  Strecke  mit  ungrader  Ordnungszahl  trennen ,  jeden- 
falls eine  endliche ;  dieselbe  kann  auch  gleich  0  sein ,  wenn  die 
Begrenzungslinie  aus  mehr  als  einem  geschlossenen  Theile  besteht. 
Diese  Punkte  mögen  mit  P  bezeichnet  werden.  Nach  der  Voraus- 
setzung gibt  es  nun  eine  und  nach  dem  Inhalte  von  no.  8  nur  eine 
einzige  Function  u ,  welche ,  mit  Ausnahme  der  Punkte  P  und  einer 
endlichen  Anzahl  anderer  Punkte ,  für  den  Bereich  T  der  partiellen 
Differentialgleichung  z^m  =  0  genügt  und  in  allen  Punkten  der  Be- 
grenzung den  Werth  0  oder  1  hat,  jenachdem  die  Ordnungszahl  der 
Strecke ,  in  deren  Innerem  der  betreffende  Punkt  liegt ,  grade  oder 
tmgrade  ist. 

Man  denke  sich  nun  im  Inneren  von  T  eine  endliche  Anzahl  ana- 
Ijrtischer  Linien  L  gegeben,  welche  mit  den  Strecken  ungrader  Ord- 
nungszahl entweder  keinen  Punkt,  oder  nur  Endpunkte  P  derselben 
gemeinsam  haben.    Im  letzteren  Falle  wird  jedoch  vorausgesetzt,  dass 
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die  Ordnung  der  etwaigen  Berührung  zwischen  einer  der  Linien  L 
und  einer  Strecke  ungrader  Ordnungszahl  in  keinem  der  gemeinsamen 
Punkte  P  höher  sei ,  als  die  Berührung  zwischen  derselben  Strecke 
ungrader  Ordnungszahl  und  der  in  dem  Punkte  P  anstossenden  Strecke 
mit  grader  Ordnungszahl.  Für  alle  diejenigen  Werthe ,  welche  die 
oben  erklärte  Function  u  für  die  Punkte  der  Linien  L  annehmen  kann, 
gibt  es  eine  obere  Grenze,  beziehungsweise  ein  Maximum.  Diese  obere 
Grenze  q  ist  kleiner  als  1.  Nach  der  Beweismethode  des  Herrn 
Weierstrass,  welche  auch  dem  Beweise  des  in  no.  3  erwähnten 
Satzes  zu  Grunde  liegt,  gibt  es  auf  den  Linien  L  mindestens  einen 
Punkt  Q  von  der  Beschaffenheit ,  dass ,  wenn  von  derjenigen  Linie, 
auf  welcher  dieser  Punkt  liegt,  in  der  Umgebung  desselben  ein  beliebig 
kleines  Stück  abgeschnitten  wird ,  die  obere  Grenze  aller  Werthe, 
welche  die  Function  ti  für  die  Punkte  dieses  Stückes  annehmen  kann, 
ebenfalls  noch  q  ist.  Man  betrachte  einen  dieser  Punkte ;  liegt  derselbe 
im  Inneren  von  T,  so  wird  der  Werth  q  wegen  der  Stetigkeit  der 
Function  u  in  diesem  Punkte  erreicht ;  es  ist  q  ein  Maximum.  Da  nun 
nach  no.  8  der  Werth  von  u  für  jeden  inneren  Punkt  zwischen  dem 
Werthe  0  und  1  liegt,  und  keinen  dieser  Werthe  wirklich  annehmen 
kann,  so  ist  q  kleiner  als  1. 

Wenn  hingegen  der  Punkt  Q  auf  der  Begrenzung  von  T  liegt, 
so  kann  er  nur  mit  einem  der  Punkte  P  zusammenfallen ,  und  dann 
ist  q  der  Grenzwerth,  welchem  sich  u  nähert,  wenn  der  entsprechende 
Punkt  längs  einer  dei:  Linien  L  jenam  Punkte  P  sich  nähert.  Dann 
folgt  aber  aus  den  gemachten  Voraussetzungen  (vergl.  no.  7)  ebenfalls, 
dass  q  kleiner  als  1  ist. 

11.  Es  möge  nun  für  denselben  Bereich  T  bei  derselben  Ein- 
theilung  der  Begrenzung  in  Strecken  mit  grader  und  ungrader  Ord- 
nungszahl und  für  dieselben  Linien  L  eine  Function  u^  bestimmt  wer- 
den, welche  für  das  Innere  von  T  der  partiellen  Differentialgleichung 
^u^  =  0  genügt  und  auf  der  Begrenzung  längs  der  Strecken  mit 
grader  Ordnungszahl  den  Werth  0  hat,  und  deren  Werth  längs  der 
Strecken  mit  ungrader  Ordnungszahl  dem  absoluten  Betrage  nach  ^e 
Grösse  g^  nicht  überschreitet. 

Betrachtet  man  nun  die  Function 

wo  u    dieselbe  Bedeutung  hat ,    wie  in  no.  10 ,    .so    genügt   diese   der 
partiellen  Differentialgleichung  Jh^  =  ^)  und  hat  längs  der  Begrenzimg 
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von  T  zum  Theil  den  Wcrth  0,  zum  Theil  positive  Werthe.  Daher 
ist  der  Werth  von  u,  für  keinen  Punkt  im  Inneren  von  T  negativ,  und 
es  übersteigt  somit  der  Werth  von  «,  dem  absoluten  Betrage  nach 
nirgends  den  Werth  von  (?,«;  längs  der  Linien  L  übersteigt  also  der 
Werth  von  ti,  in  keinem  Punkte  die  (JrÖsse  g,q,  wo  die  Zahl  q  die 
in  no.  10  erklärte  Bedeutung  hat  und  kleiner  als  1  ist. 

Auf  diesem  Satze  beruht  hauptsächlich  das  ßelingen  des  folgenden 
Convergenzbe  weises . 

12,  Nachdem  für  eine  Anzahl  von  einfach  begrenzten  Bereichen 
gezeigt  ist ,  dass  fiir  dieselben  die  partielle  Differentialgleichung 
^u  ^  0  beliebig  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen  gemäss  integrirt 
werden  kann ,  handelt  es  sich  darum ,  den  Nachweis  zu  führen ,  dass 
auch  für  einen  weniger  einfachen  Bereich,  der  aus  jenen  auf  gewisse 
Weise  zusammengesetzt  ist,  die  partielle  Differentialgleichung  ^m  =  0 
beliebigen  Grenzbedingungen  gemäss  integrirt  werden  kann. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  kann  ein  Grenzübergang  dienen, 
welcher  mit  dem  bekannten,  zur  Herstellung  eines  luftverdünnten 
Itanmes  mittelst  einer  zweistiefeligen  Luftpumpe  dienenden  Ver- 
fahren grosse  Analogie  hat  und  welcher  Grenzübergang  durch 
alternirendes  Verfahren*)  genannt  werden  kann. 

Es  seien  zwei  von  analytischen  Linien  begrenzte  Bereiclie  T^  und 
r,  gegeben,  welche  ^inen  oder  mehrere  Bereiche  T"  gemeinsam  haben. 

Fig.ll.  (FiE.lOinrS.  ISS.) 


(In  der  schematischen  Figur  11  ist  T,  die  Fläche  eines  Kreises,  T^ 
die  Fläche  eines  Quadrats.) 

Die  Begrenzung  des  Bereiches  T,  wird  von  der  Begrenzung  des 
Bereiches   2",  in  eine  Anzahl  von  Stücken  zerschnitten. 

Die  Gesammtheit  aller  Theile  der  Begrenzung  von  T, ,  welche 
ausserhalb  f,  liegen,  werde  mit  L^,  die  Gesammtheit  aller  übrigen, 
innerhalb  T,  liegenden  Theile  werde  mit  £,  bezeichnet. 


•)  Siehe  S.  136  dieses  Bandes. 
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Ebenso  zerfällt  die  Begrenzung  von  T^  in  die  Gesammtheiten 
L^  und  L,,  wenn  nämlich  mit  L^  die  Gesammtheit  aller  Stücke,  welche 
innerhalb  des  Gebietes  T^  liegen,  mit  L,  die  Gesammtheit  aller  Stücke, 
die  ausserhalb  T^  liegen,  bezeichnet  wird. 

Es  wird  vorausgesetzt,  es  sei  sowohl  für  den  Bereich  T^,  als 
auch  für  den  Bereich  T,  möglich,  die  partielle  Differentialgleichung 
/lu  =  0  beliebigen  Grenzbedingungen  gemäss  zu  integriren;  es 
handelt  sich  darum,  zu  zeigen,  dass  dies  auch  für  den  Bereich 
a^+Tj-T*  =  T  möglich  ist,  welcher  die  Bereiche  T^  und  T,  als 
Theile  enthält,  bei  welchem  aber  das  den  Gebieten  T^  und  T,  ge- 
meinsame Gebiet  T*  nur  einfach  zu  zählen  ist. 

Sowohl  für  das  Gebiet  T,  und  die  Linie  L^,  als  auch  für  das 
Gebiet  Tj  und  die  Linie  L,  sind  die  Bedingungen  des  vorher  erwähn- 
ten Hülfssatzes  erfüllt;  im  ersten  Falle  möge  die  Linie  L^,  im 
zweiten  die  Linie  ig  an  die  Stelle  der  Gruppe  der  Strecken  mit 
grader  Ordnungszahl  treten.  Es  ist  daher  möglich,  zwei  Zahlen  q^ 
und  g,  zu  bestimmen,  welche  die  Rolle  der  Zahl  q  in  dem  Hülfssatze 
vertreten,  und  welche  beide  kleiner  als  1  sind. 

Dem  Recipienten  der  Luftpumpe  entspricht  in  Beibehaltung  der 
obigen  Analogie  das  Gebiet  T*,  dem  Lineren  der  beiden  Pumpency- 
linder  entsprechen  die  Gebiete  Tj— T*,  T,— T*,  den  Ventilen  die 
Linien  L^  und  X,. 

Es  seien  für  die  Begrenzung  von  T,  also  längs  L^  und  L,,  die 
Werthe  für  die  Function  u  willkürlich  vorgeschrieben;  g  sei  die  obere, 
k  sei  die  untere  Grenze  dieser  Werthe;  die  Differenz  g--k  werde 
mit  G  bezeichnet. 

Nun  nehme  man  längs  X,  eine  Werthereihe  willkürlich  an,  z.  B. 
in  allen  Punkten  von  L^  den  Werth  k,  und  bestimme  für  das  Gebiet 
Tj  eine  Function  u^,  welche  längs  L^  die  vorgeschriebenen  Werthe, 
längs  i,  den  Werth  k  hat  und  im  Lineren  von  I\  der  Differential- 
gleichung z^w^  =  0  genügt.  Nach  der  über  das  Gebiet  Tj  gemach- 
ten Voraussetzung  gibt  es  eine  solche  Function.  (Erster  Zug  des 
ersten  Kolbens.) 

Die  Werthe,  welche  die  Function  u^  längs  i^  hat,  denke  man 
sich  festgehalten  und  für  das  Gebiet  T,  eine  Function  u,  bestimmt, 
welche  längs  X,  die  vorgeschriebenen  Werthe  hat,  längs  Z^  mit  der 
vorher  bestimmten  Function  u^  übereinstimmt,  und  für  welche  ^w,  =  0 
ist.  Nach  der  über  das  Gebiet  T,  gemachten  Voraussetzung  gibt  es 
eine  solche  Function.     (Erster  Zug  des  zweiten  Kolbens.) 
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Der  Werth  von  w,— t*^  oder  von  u^-^h  längs  i,  ist  kleiner  als 
g-l  =  G. 

Man  bestimme  nun  für  das  Gebiet  T^  eine  Function  Uj,  welche 
längs  io  die  vorgeschriebenen  Werthe  hat,  längs  L,  mit  w,  überein- 
stimmt und  für  welche  z^«j  =  0  ist.  (Zweiter  Zug  des  ersten  Kol- 
bens.) 

Die  Differenz  Wg— Wj  ist  im  Inneren  von  T^  in  keinem  Punkte 
negativ ;  dem  absoluten  Betrage  nach  ist  die  Differenz  u^—u^  kleiner 
als  ß,  längs  L^  aber  nach  dem  erwähnten  Hülfssatze  kleiner  als  Gq^^ 
weil  t*8— ttj  längs  L^  den  Werth  0  hat  und  längs  L,  kleiner  als  G  ist. 

Die  Werthe  der  Function  w,  längs  L^  denke  man  sich  festgehal- 
ten und  für  das  Gebiet  T,  eine  Function  u^  bestimmt,  welche  längs 
i,  mit  ttg  übereinstimmt,  längs  L^  die  vorgeschriebenen  Werthe  hat 
und  für  welche  ^m^  ==  0  ist.     (Zweiter  Zug  des  zweiten  Kolbens.) 

Die  Differenz  u^—u^  hat  längs  X,  den  Werth  0  und  ist  längs 
ij ,  wo  dieselbe  mit  w,— w,  übereinstimmt,  positiv  und  kleiner  als 
Gq^]  daher  ist  w^— w,  im  Inneren  von  T,  nirgends  negativ  und  bestän- 
dig kleiner  als  Gq^,  längs  i,  aber  kleiner  als   Gq^q^. 

Durch  Fortsetzung  dieses  altemirenden  Verfahrens  gelangt  man 
zu  einer  Reihe  von  unendlich  vielen  Functionen  mit  ungradem  und 
mit  gradem  Index.  Die  einen  sind  für  das  Gebiet  Tj,  die  anderen 
für  das  Gebiet  T,  so  erklärt,  dass  sie  beziehlich  längs  L^  und  Lg  die 
vorgeschriebenen  Werthe  haben  und  im  Inneren  der  Gebiete,  für  welche 
sie  erklärt  sind,  der  partiellen  Differentialgleichung  jdu  =  0  genügen. 

Für  das  Gebiet  T*  sind  sowohl  die  Functionen  mit  ungradem,  als 
die  mit  gradem  Index  erklärt,  und  zwar  stimmen  dieselben  abwech- 
selnd längs  Lj  und  längs  L,  mit  einander  überein.  Längs  L^  ist 
nämlich  t«,^_j  =  m,^  und  längs  i,  u^^^^  =  u^^. 

Die  Functionen  mit  ungradem  und  diejenigen  mit  gradem  Index 
nähern  sich  mit  wachsendem  Index  bestimmten  Grenzfunctionen  u' 
und  w",  welche  durch  die  Gleichungen 

u'  =  u,+  (Wj- Ml)  +  (ti^-Mg)  +  •  •  •  +  (Wj.+i— w«^,)  +  •  •  •  in  inf. 
w"  =  w,  -f-  (m,-m,)  +  (w,-wj  +  •  •  •  +  (w^+,— WaJ    +  •  •  •  in  inf . 

erklärt  sind.  Die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Reihen  convergi- 
ren  unbedingt  und  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthepaare  x,  y 
in  gleichem  Grade;  es  ist  nämlich 

(W2n+i-w*-i)  <G^  toi  ?«)"'*  und 
(<*«»+« -^2n)     <G  % q, )"-*  q, . 
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Man  denke  sich  nun  für  den  Bereich  T^  die  Function  u  bestimmt, 
welche  längs  L^  die  vorgeschriebenen  Werthe  besitzt,  längs  L,  mit  u' 
übereinstimmt  und  für  das  Innere  von  T,  der  partiellen  DiflFerential- 
gleichung  ^u  =  0  genügt.     Dann  hat  die  Differenz 

längs  L^  den  Werth  0  und  ist  längs  Z,  kleiner  als 

Hieraus  folgt,  dass  ti— tt,^^i  auch  für  jeden  inneren  Punkt  von  T,  klei- 
ner als  diese  Grösse  ist ;  daher  ist  u  gleich  lim  w,,^,  für  n  =  oo,  und 
es  stimmen  somit  die  beiden  Functionen  u  und  u  für  das  Innere  von 
T,  überein ;  also  genügt  %i  der  partiellen  Differentialgleichung  ^m'=0. 
Auf  dieselbe  Weise  wird  gezeigt,  dass  für  das  Innere  von  T,  ztu"  =  0  ist. 

(Dass  ^v!  =  0  und  z^a"  =  0  ist,  erfordert  einen  besonderen 
Nachweis,  weil  im  Allgemeinen  aus  der  in  gleichem  Grade  stattfin- 
denden Convergenz  einer  unendlichen  Reihe  und  der  Differentürbar- 
keit  der  einzelnen  Glieder  nicht  mit  Sicherheit  die  Differentiirbar- 
keit  der  Summe  geschlossen  werden  kann.) 

Sowohl  längs  Lj,  als  längs  L^  ist  m'=  w".  Im  Inneren  von  T, 
ist  z^m'  =  0,  im  Inneren  von  T^  ist  z^  w"  =  0,  daher  ist  für  jeden  Punkt 
von  r*  u'  =  w",  weil  längs  der  ganzen  Begrenzung  von  T*  beide 
Functionen  mit  einander  übereinstimmen. 

Es  sind  demnach  (s.  no.  2)  die  beiden  Functionen  u'  und  W 
Werthe  derselben  Function  w,  welche  für  das  ganze  Gebiet 
T  =  T^  +  T^—T*  erklärt  ist,  für  das  Innere  desselben  der  partiellen 
Differentialgleichung  z^u  =  0  genügt  und  längs  der  Begrenzung 
io  +  L,  die  vorgeschriebenen  Werthe  annimmt. 

Hiermit  ist  der  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  oben  ausgespro- 
chenen Behauptung  geführt:  Unter  den  angegebenen  Voraussetzun- 
gen ist  es  auch  für  den  Bereich  T  möglich,  die  partielle  Differential- 
gleichung z^u  =  0  willkürlich  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen 
gemäss  zu  integriren.  — 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  vorstehend  erläuterten  Grenz- 
verfahrens gelangt  man,  wenn  es  sich  um  eine  endliche  Anzahl  von 
Bereichen  T,,  T„  •  •  T^  handelt,  welche  durch  Gebiete  von  zwei  Dimen- 
sionen zusammenhängen,  und  aus  diesen  Bereichen  ein  einziger  Bereich 
T  gebildet  wird,  in  welchem  die  Punkte  der  gemeinschaftlichen  Ge- 
biete auch  nur  einfach  gezählt' werden,  zu  einem  Beweise  desselben 
Satzes  für  diesen  Bereich  T. 
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Den  wesentiiclien  Inhalt  von  no.  10,  11  und  12  habe  ich  vor 
Kurzem  im  IBten  Jahrgange  der  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschen- 
den Gesellschaft  in  Zürich,  S.  272— 286  veröffentlicht.*) 

13.  Jeder  ganz  im  Endlichen  liegende  Bereich  T,  dessen  Be- 
grenzung ausschliesslich  von  geraden  Strecken  oder  von  Kreisbogen 
gebildet  wird,  kann  aus  einer  endlichen  Anzahl  solcher  Bereiche,  wie 
der  in  no.  1,  no.  4  a,  6,  c  und  in  no.  9  betrachteten,  durch  Zusammen- 
setzung so  gebildet  werden,  wie  es  die  Voraussetzungen  des  in  no.  12 
bewiesenen  Lehrsatzes  erfordern. 

Durch  Zuhülfenahme  der  unter  no.  5  betrachteten  Bereiche  Wird 
der  in  no.  12  bewiesene  Lehrsatz  auf  alle  von  einer  endlichen  Anzahl 
von  Stücken  analytischer  Linien  begrenzten  Bereiche  ausgedehnt. 

14.  Bisher  wurde  vorausgesetzt,  dass  alle  Punkte  der  betrach- 
teten Bereiche  im  Endlichen  liegen.  Diese  Einschränkung  ist  nicht 
wesentlich.  Denn  die  vorhergehenden  Entwickelungen  tind  Sätze  lassen 
sich  mit  geringen  Modificationen  von  der  Ebene  auf  die  Kugel  fläche 
übertragen,  und  es  ist  daher  der  Fall,  in  welchem  der  ebene  Bereich 
T  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  durch  Projection  auf  die  Kugelfläche 
mittelst  reciproker  Badii  vectores  ebenso  leicht  zu  behandeln ,  wie 
der  Fall  eines  ganz  im  Endlichen  liegenden  ebenen  Bereiches. 

Das  erläuterte  Beweisverfahren  erstreckt  sich  nicht  bloss  auf 
den  Fall,  in  welchem  die  das  Gebiet  T  geometrisch  darstellende,  ein- 
fach oder  mehrfach  zusammenhängende  Rie  mann  sehe  Fläche  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  derselben  Ebene,  oder  auf  derselben  Ku- 
gelfläche enthalten  ist,  sondern  gilt  im  Wesentlichen  unverändert  auch 
für  den  Fall,  in  welchem  diese  Fläche  auf  einer  aus  mehreren  ebenen 
oder  sphärischen  Flächen  zusammengesetzten  Polyederoberfläche 
ausgebreitet  ist. 

Das  Beweisverfahren  gilt  auch  für  beliebige  analytische  Flächen, 
welche  in  jedem  Punkte  den  Charakter  algebraischer  Flächen  haben 
und  in  ihrem  Lmeren  von  singulären  Stellen  frei  sind,  weil  für  diese 
die  Möglichkeit  der  conformen  Abbildung  von  Theilen  derselben  auf 
ebene  Figuren  nachgewiesen  werden  kann. 

Das  Auftreten  einer  oder  mehrerer  Kanten  im  Lmeren  des  Be- 
reiches verursacht  keine  Schwierigkeit;  auch  das  Auftreten  von  Ecken 
nicht,  wenn  für  jede  Ecke  der  Nachweis  geführt  werden  kann,  dass 
es  möglich  ist,  von  dem  Gebiete  einen  die  Ecke  im  Lineren  enthaltenden, 


*)  Siehe  S.  138—139  dieses  Bandes. 
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einfach  zusammenhängenden  Bereich  abzuschneiden,  welcher  bis  auf 
den  Eckpunkt  selbst  conform  auf  die  Fläche  eines  Kreises  abgebildet 
werden  kann. 

Dieser  Nachweis  ist  für  die  erwähnten,  aus  ebenen  oder  sphäri- 
schen Flächen  gebildeten  Bereiche  nicht  schwer  zu  führen. 

Wird  die  Ecke  nur  von  ebenen  Flächen  gebildet,  und  liegt  der 
Eckpunkt  im  Endlichen ,  so  schneide  man  von  derselben  durch  eine 
Kugelfläche  mit  hinreichend  kleinem  Radius,  deren  Mittelpunkt  mit 
dem  Eckpunkte  zusammenfällt,  ein  Stück  ab,  schneide  dasselbe  längs 
einer  Kante  auf  und  breite  es  als  Kreissector  mit  dem  Centriwinkel 
2a%  auf  die  Ebene  der  complexen  Grrösse  z  so  aus ,  dass  dem  Eck- 
punkte der  Punkt  is  =  0  entspricht. 

Durch  Vermittelung  der  Function  g  =  jef"«  wird  der  Bereich  auf 
die  Fläche  eines  Kreises  conform  abgebildet. 

Auch  der  Fall,  dass  die  Ecke  von  ebenen  Flächen  gebildet  wird, 
der  Eckpunkt  aber  im  Unendlichen  liegt,  —  auf  welchen  Fall  der 
Fall  einer  von  sphärischen  Flächen  gebildeten  Ecke  stets  zurückge- 
führt werden  kann,  —  bietet,  wenn  er  auch  nicht  ganz  so  einüach  zu 
erledigen  ist ,  wie  der  vorhergehende ,  grundsätzliche  Schwierigkeiten 
nicht  dar. 

15.  Durch  das  im  Vorhergehenden  entwickelte  Beweisverfahren 
ist  dargethan,  dass  die  partielle  Differentialgleichung  ^/m  =:  0  für 
jeden  von  analjrbischen  Linien  begrenzten,  auf  einer  von  ebenen  oder 
sphärischen  Flächen  gebildeten  Polyederoberfläche  ausgebreiteten  Be- 
reich T  beliebig  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen  gemäss  integrirt 
werden  kann. 

Dieses  Verfahren  ist  einer  solchen  Ausdehnung  fähig,  dass  es  auch 
noch  den  Fall  umfasst,  in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung 
/^w  =  0  in  der  Weise  integrirt  werden  soll,  dass  die  Function  u  im 
Inneren  des  Bereiches  gewisse  vorgeschriebene  Unstetigkeiten  an- 
nimmt. 

Die  ünstetigkeitsbedingungen ,  welche  bei  der  Biemannschen 
Theorie  der  Ab  eischen  Integrale  in  Betracht  kommen,  bieten  zunächst 
das  meiste  Interesse  dar. 

Unter  diesen  Ünstetigkeitsbedingungen  sind  zwei  Arten  zu  unter- 
scheiden. 

a.  Es  ist  für  den  Punkt  e  ^ssi  e^im  Inneren  des  Bereiches,  der 
kein  singulärer  Punkt  ist ,  —  hierauf  lässt  sich,  nöthigenfalls  durch 
vorhergehende  conforme  Abbildung,  der  allgemeine  Fall  eines  inneren 
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Punktes  stets  zurückfuhren  —  eine  Function  complexen  Argumentes 
von  der  Grestalt 

vorgeschrieben;  es  soll  die  partielle  Differentialgleichung  /Su  =  0 
so  integrirt  werden,  dass  die  Differenz  zwischen  u  und  dem  reellen 
Theile  von  q)(js-j0^)  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  js^^  diesen 
Punkt  eingeschlossen,  endlich,  stetig  und  eindeutig  ist. 

h.  Das  Grebiet  T  ist  durch  Querschnitte  in  ein  einfach  zusam- 
menhängendes Gebiet  T'  verwandelt;  es  wird  die  Bedingung  gestellt: 
es  soll  die  Function  u  im  Inneren  von  T  eindeutig  sein  und  beim 
Ueberschreiten  jedes  Querschnittes  sich  um  eine  längs  dieses  Quer- 
schnittes constante  Grösse  ändern ,  während  die  Werthe  der  Ablei- 
tungen zu  beiden  Seiten  des  Querschnittes  dieselben  sind. 

Wenn  der  Bereich  T  Begrenzungslinien  hat,  können  überdies  die 
Werthe  der  Function  u  längs  dieser  Begrenzungslinien  willkürlich 
vorgeschrieben  sein. 

Es  ist  aber  auch  der  Fall  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  der  Bereich 
T  ein  geschlossener  ist  und  demnach  die  Function  nur  durch  Unste- 
tigkeitsbedingungen  zu  bestimmen  ist. 

16.    Zunächst  möge  der  einfachste  Fall  betrachtet  werden. 

Es  sei  S  ein  die  Ebene  der  complexen  Grösse  z  überall  nur  ein- 
fach bedeckender,  einfach  zusammenhängender  Bereich.  Es  sei  z  =  z^ 
ein  innerer  Punkt  desselben,  in  welchem  die  vorgeschriebene  Unstetig- 
keit  von  u  durch  den  reellen  Theil  ff{g>{z}ZQ)  der  Function  q>{z'jZ^) 
(s.  no.  15)  ausgedrückt  wird.  Wenn  B  einen  von  0  verschiedenen 
Werth  hat,  so  ziehe  man  von  z^  aus  nach  einem  Punkte  der  Begrenzung 
von  S  eine  durch  keinen  Punkt  mehr  als  einmal  gehende  Linie,  durch 
welche  der  Bereich  8  in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich 
S'  übergeht. 

Für  den  Bereich  S'  ist  der  Werth  von  'Stq>{z;Zf^)j  mit  Ausnahme 
des  Punktes  z  =i  z^,  eindeutig  erklärt. 

Die  Differenz  U'-^fp{z-yZ^)  ist  nach  der  Forderung  der  Aufgabe 
für  den  ganzen  Bereich  S  eindeutig,  endlich  und  stetig.  Die  Werthe 
dieser  Function  längs  der  Begrenzung  von  8  ergeben  sich  durch  Sub- 
traction  der  Werthe  von  ^q>{z'jZ^)  von  den  für  u  vorgeschriebenen 
Kandwerthen. 

11* 
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Hierdurch  ist  also  die  Differenz  w  — 9i9(^;^o)  ^^  das  Innere  von 
S  bestimmt  und  nach  dem  Vorhergehenden  bestimmbar ,  mithin  auch 
die  Function  u  selbst. 

Analog  ist  zu  verfahren ,  wenn  für  mehr  als  einen  Punkt  im 
Inneren  von  S  die  Function  u  vorgeschriebene  Unstetigkeiten  anneh- 
men soll. 

Auf  den  vorhergehenden  Fall  kann  der  Fall  jedes  einfach  zusam- 
menhängenden Bereiches  T  zurückgeführt  werden  und  zwar  so,  dass 
die,  die  Ebene  nur  einfach  bedeckende,  einfach  zusammenhängende 
Fläche  S  eine  Kreisfläche  ist. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  hat  man  nur  nothig,  zu  zeigen,  dass 
es  für  jeden  einfach  zusammenhängenden  Bereich  T  eine  Function 
complexen  Argumentes  gibt,  welche  für  einen  Funkt  im  Inneren  von 
T  logarithmisch  unendlich  wird  und  deren  reeller  Theil  längs  der  Be- 
grenzung von  T  den  Werth  0  hat.  (Vergl.  Riemann's  Dissertation 
Art.  21.) 

Es  wird  zunächst  der  reelle  Theil  dieser  Function  bestinunt. 

Die  Begrenzungslinie  von  T  sei  L^,  Im  Inneren  von  T  begrenze 
man  durch  eine  in  sich  zurückkehrende,  einfache  analytische  Linie  X^, 
welche  ganz  im  Inneren  von  T  liegt,  ein  Stück  T,,  dessen  Inneres  man 
als  von  singulären  Stellen  frei  annehmen  kann ,  und  welches  auf  die 
Fläche  /Sg  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r,  ==  1  conform  abgebildet 
werden  kann. 

In  der  Fläche  5,  construire  man  einen  mit  der  Begrenzung  con- 
centrischen  Kreis,  dessen  Radius  r,  kleiner  als  r^  ist  und  der  Einfach- 
heit wegen  gleich  r^  e"*  =  -  angenommen  werden  möge ,  wo  e  die 
Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensystems  ist. 

Die  diesem  Kreise  in  dem  Gebiete  T,  entsprechende  Linie  werde 
mit  L,  und  der  zwischen  L,  und  L^  liegende,  zweifach  zusammen- 
hängende Theil  von  T  mit  T,  bezeichnet. 

Der  zwischen  L^  und  L,  liegende,  den  Gebieten  T,  und  T^  ge- 
meinsame, zweifach  zusammenhängende  Theil  möge  im  Anschluss  an 
die  in  no.  12  gewählte  Bezeichnungsweise  mit  T*  bezeichnet  werden. 
Dem  Mittelpunkte  von  8^  entspreche  der  Punkt  P^. 

Man  bestimme  nun  für  das  Gebiet  T,  eine  Function  u^,  welche 
längs  Xo  den  Werth  0,  längs  i,  den  Werth  —  logr,  =  1  hat,  und 
für  welche  ^/w^  =  0  ist. 

Für  alle  im  Inneren  von    2\  liegenden  Punkte  liegt  ti,  zwischen 
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0  und  1 ;  der  grösste  Werth,  den  u^  längs  L^  erlangen  kann,  und  der 
mit  g^  bezeichnet  werden  möge,  ist  angebbar  kleiner  als  1. 

Längs  L^  denke  man  sich  die  Werthe  von  u^  festgehalten  und 
für  das  Gebiet  T^  eine  Function  w,  bestimmt,  welche  längs  L^  mit  w^ 
fibereinstimmt,  und  für  welche  im  Inneren  von  T,  z/u,  =  0  ist.  Es 
ist  ttj  <  gj. 

Die  Werthe  von  t/,  längs  L^  denke  man  sich  festgehalten  und 
für  das  Gebiet  T^  eine  Function  u^  bestimmt,  welche  längs  L^  den 
Werth  0  hat ,  längs  L^  mit  1  +  w,  übereinstimmt ,  und  für  welche 
^u^  =  0  ist.  Im  Inneren  von  Tj  ist  Wg—w,  beständig  kleiner  als  q^ 
und  längs  L^  kleiner  als  gj. 

Hierauf  denke  man  sich  wieder  die  Werthe  von  Wj  längs  der 
Linie  L^  festgehalten  und  für  das  Gebiet  T^  eine  Function  u^  be- 
stimmt, welche  längs  Lj  mit  u^  übereinstimmt,  und  für  welche 
^u^  =  0  ist.  Dann  ist  u^—u^  im  Inneren  von  T^  sicher  kleiner  als 
gj,  da  längs  L^  u^—u^  =  «s—w,  ist. 

Sodann  denke  man  sich  die  Werthe  von  w^  längs  L^  bestimmt 
und  für  den  Bereich  T^  eine  Function  u^  aufgesucht,  welche  längs 
Lq  den  Werth  0,  längs  L^  den  Werth  1  +  u^  hat,  und  für  welche 
jdu^  =  0  ist. 

Auf  diese  Weise  denke  man  sich  das  altemirende  Verfahren  bis 
ins  Unendliche  fortgesetzt. 

Aehnlich  wie  in  no.  12  ergibt  sich,  dass  die  für  das  Innere  von 
T,  erklärten  Functionen  w,,  «,,  w^,  .  .  .  und  die  für  das  Innere  von 
T,  erklärten  Functionen  Mj,  m^,  ...  mit  wachsendem  Index  sich  zwei 
bestimmten  Grenzfunctionen  u'  und  u"  nähern,  für  welche  ebenfalls 
^u'  und  jdti"  gleich  0  ist. 

Die  Function  w'  hat  längs  Z^  den  Werth  0  und  stimmt  längs  2>,  mit 
ti"  überein,  längs  X,  hingegen  hat  die  Differenz  u'— w"  den  Werth  1. 

Bezeichnet  nun  r  den  Abstand  eines  Punktes  der  Kreisfläche  S, 
von  deren  Mittelpunkte,  so  hat  die  Function  — logr  längs  X,  den 
Werth  0,  längs  L,  den  Werth  1  und  genügt  für  das  Innere  von  T,, 
mit  Ausnahme  des  Punktes  P^,,  wo  dieselbe  logarithmisch  unendlich 
wird,  der  partiellen  Differentialgleichung  z^t*  =  0.  Es  stimmen 
demnach  die  beiden  Functionen  w'  und  w"—  logr  sowohl  längs  L^, 
als  auch  längs  L^  mit  einander  überein ,  folglich  auch  für  jeden  in- 
neren Punkt  des  Gebietes  T*,  und  es  ist  daher  w"—  logr  die  analy- 
tische Fortsetzung  der  Function  m'. 

Setzt  man  nun  w  =  —  w'  für  die  Punkte  imiimeren  von  T^  und 
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u  =s  — M"+logr  für  die  Punkte  im  Inneren  von  T,,  so  ist  die  Func- 
tion u  für  das  Innere  des  Bereiches  T  eindeutig  erklärt,  hat  längs 
der  Begrenzung  i<,  desselben  den  Werth  0  und  wird  für  einen  ein- 
zigen Punkt  P^  im  Inneren  des  Gebietes  logarithmisch  unendlich. 

Man  ziehe  nun  vom  Punkte  P^  nach  einem  Punkte  von  L^  eine 
einfache  Linie  L,  durch  welche  der  Bereich  T  in  einen  ebenfalls 
einfach  zusammenhängenden  Bereich  T'  übergeht. 

Für  das  Innere  dieses  Bereiches  T'  lässt  sich  eine  Function  v 
eindeutig  so  erklären,  dass  u  +  vi  eine  Function  complexen  Argu- 
mentes ist,  und  zwar  ist  der  Werth  dieser  Function  eindeutig  be- 
stimmt, sobald  der  Werth  des  imaginären  Theiles  für  irgend  einen 
vom  Punkte  Po  verschiedenen  Punkt  vorgeschrieben  wird. 

Beim  Ueberschreiten  der  Schnittlinie  L  ändert  sich  der  Werth 
dieser  Function  sprungweise  um  eine  längs  dieser  Linie  constante 
Grrösse,  und  zwar,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Kreisfläche  S^ 
ergibt,  um  —  2«»  beim  Uebergange  von  der  negativen  Seite  auf  die 
positive  Seite  von  L. 

Durch  Vermittelung  der  Function 


t  =  i  +  vi  =  e 


M+rl 


wird  der  einfach  zusammenhängende  Bereich  T  auf  die  Fläche  S  eines 
in  der  Ebene  der  complexen  Grrösse  g  um  den  Punkt  g  s  0  mit  dem 
Badius  1  beschriebenen  Kreises  conform  abgebildet,  so  dass  dem 
Punkte  Po  der  Mittelpunkt,  der  Begrenzungslinie  L^  die  Peripherie 
des  Kreises  entspricht. 

Vermöge  der  in  der  Function  v  noch  verfügbaren  additiven  Con- 
stante kann  bewirkt  werden,  dass  bei  dieser  Abbildung  ein  beliebig 
vorgeschriebener  Punkt  von  L^  einem  vorgeschriebenen  Punkte  der 
Kreisperipherie  entspreche. 

Ist  ^  =s  Qe'^  irgend  ein  Punkt  im  Inneren  dieser  Kreifläche,  so 
vermittelt  die  Function 

»       1 


eine  solche  Abbildung  des  Bereiches  T  auf  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  1,  bei  welcher  dem,  dem  Punkte  Co  entsprechenden  Punkte  von 
T  der  Mittelpunkt  des  Kreises  entspricht.  Hiermit  ist,  wie  ich 
glaube,  ein  strenger  Beweis  des  im  Art.  21  der  R i em an n sehen 
Dissertation  ausgesprochenen  Lehrsatzes  geführt. 


f 
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Zagleich  ist  hiermit  ein  Beweis  erbracht  für  die  Möglichkeit  der 
Constantenbestimmiing  in  den,  in  der  Einleitung  zu  dieser  Mitthei- 
lung erwähnten  Formeln,  durch  welche  die  conforme  Abbildung  der 
Eläche  eines  ebenen,  von  geradlinigen  Strecken  oder  Kreisbogen  be- 
grenzten, einfach  zusammenhängenden  Polygones  auf  die  Fläche  einer 
Halbebene,  beziehungsweise  eines  Kreises,    vermittelt  wird. 

(Vergl.  „Ueber  einige  Abbildungsaufgaben ^,  Borchardt's  Journal 
Bd.  70,  S.  114  und  117.)*) 

Mit  dem  Beweise  dieses  Satzes  ist  zugleich  die  Grundlage  für 
ein  Beweisverfahren  gesichert,  durch  welches  dargethan  wird,  dass 
es  stets  möglich  ist,  die  Fläche  einer  einfach  zusammenhängenden, 
die  Ebene  nur  einfach  bedeckenden,  von  einer  überall  convexen 
Linie  begrenzten  Figur  conform  auf  die  Fläche  eines  Kreises  abzu- 
bilden, ohne  dass  hierbei  die  Voraussetzung  gemacht  wird,  dass  die 
Begrenzungslinie  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analyti- 
scher Linien  bestehe,  oder  dass  dieselbe  stetig  gekrümmt  sei.  Hin- 
sichtlich dieses  Beweisverfahrens  erlaube  ich  mir,  auf  eine  Abhand- 
lung „Zur  Theorie  der  Abbildung^  Bezug  zu  nehmen,  welche  das 
Programm  der  polytechnischen  Schule  in  Zürich  für  das  Schuljahr 
1869-70  begleitet.**) 

Durch  den  Beweis  des  angeführten  Satzes  ist  auch  der  Fall  je- 
des einfach  zusammenhängenden  Bereiches  hinsichtlich  des  Nachweises 
der  Erfüllbarkeit  von  vorgeschriebenen  ünstetigkeitsbedingungen  auf 
den  im  Eingange  dieser  no.  betrachteten  Fall  zurückfuhrbar,  indem 
hierbei  den  die  Unstetigkeiten  definirenden  Functionen  ^{e]e^  ähnlich  z^j 
gebildete  Functionen  ^(5;5o)  entsprechen,  welche  jedoch  im  Allgemei- 
nen nicht  dieselben  Coefficienten  besitzen. 

17.  Dem  von  Riemann  ausgesprochenen  Satze,  dass  es  stets 
möglich  sei,  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  zusammen- 
hängend und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  die  Fläche  eines 
Kreises  abzubilden,  kann  der  folgende  Satz  zur  Seite  gestellt  werden : 
Es  ist  stets  möglich,  einen  einfach  zusammenhängenden  und  ge- 
schlossenen Bereich  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  auf  die  Fläche  einer  Kugel  abzubilden  und  zwar 
nur  auf  eine  Weise  so,  dass  drei  beliebig  vorgeschriebenen  Punkten 
jenes  Bereiches  drei  ebenfalls  vorgeschriebene  Punkte  der  Kugelfläche 
entsprechen. 

*)  Siehe  S.  76  und  79  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  108  dieses  Bandes. 
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Dieser  Satz  soll  hier  für  den  Fall  einer  von  ebenen  oder  von 
sphärischen  Flächen  gebildeten  Polyederoberfläche  bewiesen  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  reicht  es  hin,  zu  zeigen,  dass  es  für  einen 
solchen  Bereich  eine  Function  complexen  Argumentes  gibt,  welche 
für  einen  Punkt  des  Bereiches  von  der  ersten  Ordnung  unendlich 
gross  wird,  für  alle  übrigen  Punkte  des  Bereiches  jedoch  endlich, 
stetig  und  eindeutig  ist. 

Es  wird  zunächst  der  reelle  Theil  einer  solchen  Function  be- 
stimmt. 

Man  construire,  wie  in  dem  unter  no.  16  betrachteten  Falle,  zwei 
Linien  i,  und  L,  und  bezeichne  die  hierdurch  entstehenden  Grebiete, 
wie  in  no.l6,  mit  T^,  T,,  T*,  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  die 
Begrenzungslinie  L^  wegfallt,  und  dass  das  Grebiet  T^  einfach  zusam- 
menhängend und  nur  von  der  Linie  X,  begrenzt  ist. 

In  der  Kreisfläche  S,  sei  jer'=  re''^.  Dem  Punkte  /=  0  ent- 
spreche der  Punkt  P^.     An  die  Stelle  der  Function  —  logr  in  no.l6 

tritt  hier  die  Function  r""*cos9,  der  reelle  Theil  von  j?'"*.    Es  möge  r, 

2f 

so  klein  angenommen  werden ,  dass  3,  ==  ^—  angebbar  kleiner  als 

^1    *'« 
1  ist;    (z.B.  r,  =  Jr,.)  — 

Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  dient  ein  Hülfssatz,  der  vorher 
bewiesen  werden  soll.  (Die  Argumente  r,  qo  bezeichnen  Polarcoor- 
dinaten.) 

Längs  Lj  werde  irgend  eine  analytische  Werthereihe  ü(r,,g)) 
angenommen  und  für  den  Bereich  T^  (vergl.  no.  14)  die  Function  U 
bestimmt,  für  welche  ^U  =  0  ist,  und  welche  längs  i,  mit  U{r^,q>) 
übereinstimmt.  Es  wird  behauptet,  dass  die  über  den  Kreis  mit  dem 
Badius  r  =  r,  und  über  den  Eieis  mit  dem  Radius  r  =  r^  erstreck- 
ten Litegrale 

ü{r^,g))dg)    und     /     U{r^^q))dfp 

gleichen  Werth  haben. 

Beweis.    Für  jeden  Kreis  mit  dem  Radius  r,  r^^r'^r^,  ist  der 

Werth   des  Integrales    /  -^  rfs,  wo  ^—  die  bekannte  Bedeutung  hat, 

gleich  0,  weil  die  Kreislinie,  über  welche  die  Litegration  erstreckt 
wird,  im  Inneren  des  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  T,  liegt, 
und  weil  JU  =  0  ist.  t 

Nun  ist  -Q-ds  =  r  -q^  dg),  also  ist  auch 
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r 

'0 


Diu^ch  Multiplication  mit  —  und  Integration  zwischen  den  Grenzen 
r  =  r,  und  r  =^  r^  ergibt  sich  dann 


I  tn-  /»tn 


wie  oben  behauptet  wurde.  — 

Für  den  Bereich  T,  bestimme  man  eine  Function  u^,  welche  längs 
i,  mit  r~'cosg)  übereinstimmt,  und  für  welche  z/Wj  =  0  ist.     Dann 


•i?r  /»Sir 


u^(r^J(p)dq)  =  0,  also  ist  auch   /    ti^{^i,^)ätp  =  0. 

Die  Function  Mj  ist  nirgends  grösser  als  rj*. 

Für  den  Bereich  T,  bestimme  man  eine  Function  «, ,  welche  längs 
L^  mit  Wi(^i,  9)--''r'cöS9  übereinstimmt,  und  für  welche  ^u^  =  0 
ist.    Es  ist 


»B7F  /«STT 


/»7*  /•*>• 

w,(r,,9))rf9  =    /    tt,(r„9)d9  =  0. 

"Wenn  nun  r^*  +*'7'  =  5^  gesetzt  wird,  so  ist  w,  beständig  kleiner  als 
gj  längs  des  Kreises  r  =  r^  aber  kleiner  als   2g —  oder  kleiner 

als  jF?, ,   wo  ?!  <:  1,   wie  sich  aus  der  in  no.  1  angegebenen  Formel 
und  aus  der  über  r,  gemachten  Annahme  ergibt. 

Hierauf  bestimme  man  für  das  Gebiet  T^  eine  Function  t*,,  welche 
längs  L,  mit  u^  +  r~^cosq>  übereinstimmt,  und  für  welche  /du^  =  0 
ist.    Dann  ist  Wg— Wj  überall  kleiner  als  gq^J   auch  ist 


/2n 


Nun  bestimme  man  für  das  Gebiet  T,  eine  Function  t*^,  welche 
längs  L^  mit  m,— r^^cosy  übereinstimmt,  und  für  welche  /du^  =  0  ist. 

Der  absolute  Betrag  von  u^—u^  ist  beständig  kleiner  als  ^g, 
und  längs  X,  kleiner  als  (/gJ. 

Sodann  bestimme  man  für  das  Gebiet  T^  eine  Function  w^,  welche 
längs  i,  mit  u^  +  r~'  cos  q)  übereinstimmt  u.  a.  w. 

Die  für  den  Bereich  I\  erklärten  Functionen  w,,  Wg,  «^  ...  und 
die  für  den  Bereich  T,  erklärten  Functionen  m,,  m^,  ...  nähern  sich 
mit  wachsendem  Index  zwei  bestimmten  Grenzfunctionen  m'   und  w", 
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für  welche  /du'  und  Ju*'  gleich  0  ist,  und  für  welche  die  Differenz 


«'-  u" 


längs  i,  gleich  r^^cos  9, 
längs  £,  gleich  r~'cos9>  ist. 

Es  stimmt  daher  die  Function  u'  mit  der  Function  w^+r'^cosg) 
sowohl  längs  i^,  als  längs  i,,  also  auch  für  das  Innere  von  T* 
überein,  und  es  ist  mithin  w"  +  r"*cos9)  die  analytische  Fortsetzung 
der  Function  u\ 

Setzt  man  nun   w  =  w'   für  das  Innere  von  Tj,   und 

M  =  m"  +  r""*cos  9) 

für  das  Innere  von  T,,  so  ist  diese  Function  u  für  das  Innere  des 
geschlossenen  Bereiches  T  eindeutig  erklärt,  und  wird  für  den  Punkt 
Pq  unendlich  gross  wie  r~*  cos  q>. 

Wird  nun  zu  der  Function  u  der  imaginäre  Theil  vi  bestimmt, 
so  dass  u  +  vi  eine  Function  complexen  Argumentes  ist,  so  ist  v,  mit 
Ausnahme  des  Punktes  P^f  für  den  ganzen  Bereich  T  bis  auf  eine 
additive  Constante  eindeutig  erklärt,  und  es  vermittelt  die  Function 
u  +  vi  eine  conforme  Abbildung  des  einfach  zusammenhängenden,  ge- 
schlossenen Bereiches  T  auf  eine  ganze  Ebene,  wobei  dem  Punkte  P^ 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Ebene  entspricht. 

Durch  Verwandlung  mittelst  reciproker  Radii  vectores  kann  diese 
Ebene  und  mittelbar  der  Bereich  T  auf  eine  Kugelfläche  conform  ab- 
gebildet werden. 

Mit  diesem  Beweise  ist  zugleich  die  Möglichkeit  der  Constanten- 
bestimmung  in  dem  Integralausdrucke,  durch  dessen  Vermittelung 
eine  Kugelfläche  auf  eine  von  etenen  Flächen  gebildete  Polyeder- 
oberfläche conform  abgebildet  wird,  bewiesen.  (Vergl.  Borchardt's 
Journal  Bd.  70,  S.119,  121-136.)*) 

18.  Durch  ein  analoges  Verfahren^  kann  man  zeigen,  dass  es 
möglich  ist,  auch  für  einen  geschlossenen  Bereich  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung /Ju  =  0  so  zu  integriren,  dass  die  Function  u  in  ge- 
gebenen Punkten  des  Bereiches  vorgeschriebene  Unstetigkeiten  der 
unter  no.  15  angegebenen  ersten  Art  annimmt.  Hierzu  ist  aber  noth- 
wendig,  dass  die  über  alle  Unstetigkeitspunkte  ausgedehnte  Summe 
2]{A  +  Bi)    den  Werth  0  habe. 


*)  Siehe  S.82,  84-101  dieses  Bandes. 
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In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Untersuchung  für  die  zweite 
der  unter  no.  15  angegebenen  Arten  von  Unstetigkeitsbedingungen 
durchfuhren.  Die  nähere  Ausführung  darf  hier  wohl  unterbleiben,  da 
die  Anwendung  wesentlich  anderer  Hülfsmittel,  als  der  im  Vorherge- 
henden angegebenen,  hierzu  nicht  erfordert  wird. 

Es  ist  also  das  Dirichletsche  Princip  durch  eine,  wie  ich 
glaube,  strenge  Beweismethode  ersetzbar,  welche  für  die  Theorie  der 
Ab  eischen  Integrale  dasselbe  leistet,  was  Biemann  mit  Hülfe  die- 
ses Principes  hergeleitet  hat. 


Mittheilung  über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die 

Gauss ische  hypergeometrische  Reihe  F{ci,ß,y,x) 

eine  algebraische  Function  ihres  vierten 

Elementes  darstellt. 


Sitznngsberichte  der  Schweizerischen  Naituforschenden  Geeellechaft,  Jahrgang  1871,  S«it« 
74  -77.  —  AnizQg  ans  einem  am  22ten  Angnst  1871  in  der  Sitxnng  der  mathematischen  Section 
gehaltenen  Vortrage. 

Die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  ob  eine  (gewöhnliche)  algebraische 
Differentialgleichung  ein  particuläres  algebraisches  Integral  besitze, 
und,  wenn  dies  der  Fall  ist,  alle  particulären  algebraischen  Integrale 
derselben  zu  finden,  gehört  noch  heute  zu  den  schwierigsten  Aufga- 
ben der  Analysis.  Wie  es  scheint,  muss  diese  Aufgabe  bei  dem  ge- 
genwärtigen Stande  der  Wissenschaft  in  jedem  einzelnen  Falle  mit 
Hülfe  solcher  Methoden  angegriffen  werden,  welche  dem  betrachteten 
besonderen  Falle  eigenthümlich  sind. 

Für  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher 
die  Grau  SS  ische  hypergeometrische  Reihe  F(a, /},  y,  rc),  als  Function 
ihres  vierten  Elementes  x  betrachtet,  genügt,  führt  folgende  Gredan- 
kenverbindung  zu  einer  vollständigen  Lösung  der  angegebenen  Aufgabe. 

Das  allgemeine  Integral  der  erwähnten  Differentialgleichung  kann, 
wie  leicht  zu  zeigen  ist,  nur  dann  eine  algebraische  Function  der 
unabhängigen  Variablen  x  sein,  wenn  die  drei  ersten  Elemente  a,  ß 
und  y  reelle  und  zwar  rationale  Zahlen  sind.  Betrachtet  man  unter 
der  Voraussetzung,  dass  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  ausser  dem  all- 
gemeinen Integrale  der  Differentialgleichung  noch  den  Quotienten 
zweier  linear  unabhängigen  particulären  Integrale  derselben,  so  steht 
dieser  letztere  zu  dem  allgemeinen  Integrale  in  einer  solchen  Bezie- 
hung, dass  entweder  beide  zugleich  algebraische  Functionen  des  Ar- 
gumentes X  sind,  oder  keine  von  beiden  Functionen  algebraisch  von 
der  Grrösse  x  abhängt. 
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Die  unabhängige  Variable  x  ist  eine  unbescliränkt  veränderliche 
Grösse,  welche  alle  reellen  und  complexen  Werthe  annehmen  kann. 
Denkt  man  sich  nun  die  Ebene,  deren  Punkte  die  Werthe  der  com- 
plexen Grösse  x  geometrisch  darstellen,  durch  die  Axe  des  Reellen 
in  zwei  Halb  ebenen  getheilt,  und  betrachtet  man  die  conforme 
Abbildung,  welche  durch  einen  Zweig  s  des  erwähnten  Quotien- 
ten als  Function  des  complexen  Argumentes  x  vermittelt  wird,  so 
entspricht  jeder  der  beiden  Halbebenen  in  derjenigen  Ebene ,  deren 
Punkte  die  Werthe  der  complexen  Grösse  s  geometrisch  darstellen, 
ein,  allgemein  zu  reden,  von  drei  Kreisbogen  begrenztes  Gebiet, 
welches  demnach  ein  Kreisbogendreieck  genannt  werden  kann. 
(Vergl.  Borchardt's  Journal,  Bd.  70,  S.117.)*) 

Bei  der  analytischen  Fortsetzung  des  betrachteten  Zweiges  s 
entstehen  auf  diese  Weise  in  der  Ebene  der  complexen  Grösse  s,  all- 
gemein zu  reden,  unendlich  viele  Kreisbogendreiecke,  und  zwar  haben 
von  denselben  je  zwei  benachbarte  eine  Seite  gemeinsam.  Ist  diese 
Seite  im  speciellen  Falle  geradlinig,  so  sind  die  beiden  Kreisbo- 
gendreiecke zwei  zu  einander  im  gewöhnlichen  Sinne,  d.  h.  in  Bezug 
auf  eine  gerade  Linie  symmetrische  Figuren.  Erfolgt  hingegen 
der  Anschluss  zweier  benachbarten  Kreisbogendreiecke  so,  dass  die 
gemeinsame  Seite  ein  Kreisbogen  ist  —  und  dies  ist  der  allge- 
meine Fall,  —  so  tritt  an  die  Stelle  der  gewöhnlichen  Symmetrie 
die  Mö bin s sehe  Kreisverwandtschaft,  und  zwar  ist  der  Kreis,  wel- 
chem jene  gemeinsame  Seite  angehört,  Directrix  dieser  Verwandt- 
schaft. Diese  Beziehung  darf  wohl  Symmetrie  in  Bezug  auf 
eine  Kreislinie  genannt  werden.**) 

Durch  diese  Betrachtungen  ist  die  zu  lösende,  ursprünglich  der 
Functionentheorie  angehörende  Aufgabe  auf  folgende  geometrische 
zurückgeführt :  Alle  Kreisbogendreiecke  zu  finden ,  welche  bei  ihrer 
Vervielfältigung  nach  dem  Symmetriegesetze  nur  zu  einer  endlichen 
Anzahl  von  der  Lage  und  der  Gestalt  nach  verschiedenen  Kreisbo- 
gendreiecken Anlass  geben. 

Durch  geometrische  Betrachtungen  findet  man  nun,  dass  die  An- 
zahl der  von  einander  verschiedenen  symmetrischen  Wiederholungen 
eines  Kreisbogendreieckes  nur  dann  eine  endliche  sein  kann,  wenn 
es  möglich  ist,    dieses  Kreisbogendreieck   mittelst  stereographischer 


*)  Siehe  S.  80  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  151  dieses  Bandes. 
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Projection  conform  so  auf  eine  Eugelfläche  zu  übertragen,  dass  dem- 
selben ein  sphärisches  Dreieck  entspricht.  Da  nun  für  ein 
sphärisches  Dreieck  sämmtliche  entsprechenden  Wiederholungen  ent- 
weder symmetrische  Figuren  im  engeren  Sinne,  oder  congruente  Fi- 
guren sind,  so  ist  hierdurch  die  Frage  auf  folgende  rein  geometrische 
Aufgabe  zurückgeführt: 

^Ein  Körper  besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  einander  ver- 
schiedener Symmetrie-Ebenen;  alle  unter  dieser  Voraussetzung  mög- 
lichen, von  einander  verschiedenen  Lagen  derselben  zu  finden.^ 

Diese  bereits  von  Steiner  gelöste  Aufgabe  fuhrt  entweder  auf 
ein  von  n  Ebenen  mit  gemeinschaftlicher  Axe  gebildetes  Büschel,  in 
welchem  jede  Ebene  mit  der  folgenden  den  Winkel  ^  einschliesst, 
und  auf  eine  die  Ebenen  dieses  Büschels  orthogonal  schneidende  Ebene, 
oder  auf  die  Symmetrie-Ebenen  der  regulären  Polyeder. 

Dies  ist  der  Zusammenhang  der  Frage:  ;,Wann  ist  das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  B.eihe 
F{a,  ß,  yj  x)  eine  algebraische  Function  des  Argumentes  a;?^  mit 
der  Theorie  der  regulären  Polyeder. 

Von  dem  Falle,  in  welchem  nicht  das  allgemeine,  sondern  nur 
ein  particuläres  Integral  jener  Differentialgleichung  eine  algebraische 
Function  des  Argumentes  x  ist,  —  einem  Falle,  der  sich  leichter  erle- 
digen lässt,  —  kann  hier  abgesehen  werden. 


Zur  Integration  der  partiellen  Differential- 

gleichung§+0  =  o. 


Journal  f&r  reine  nnd  angewandte  Mathematik,  Band  74,  Seite 218— 258.  —  [Diese  Abhand- 
lung enth&lt  als  einen  Bestandtheil  eine  im  16ten  Jahrgänge  der  Vierteljahrseehiift  der  Natnr- 
forschenden  QeBellschaft  in  ZQrich,  S.  113— 128,  snerst  reröffentlichte  Abhandlung.] 

Im  vierten  Hefte  des  73.  Bandes  dieses  Journals  hat  Herr  Prym 
in  einer  Abhandlung  „Zur  Integration  der  Differentialgleichung 

S.  340  bis  364  auf  einen  im  15ten  Jahrgange  der  Vierteljahrsschrift 
der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich  (S.  113  bis  128)  veröf- 
fentlichten Aufsatz  Bezug  genommen,  durch  dessen  Abdruck  an  die- 
ser Stelle  einigen  Lesern  des  Journals  vielleicht  ein  Dienst  geleistet 
wird.  Bei  dieser  Grelegenheit  sind  zu  dem  erwähnten  Aufsatze  einige 
Anmerkungen  hinzugefügt  worden,  welche  hauptsächlich  die  Bezie- 
hungen zu  anderen  Bearbeitungen  desselben  G-egenstandes  oder  nahe 
verwandter  Gebiete  betreffen.  Eine  Fortsetzung  und  theüweise  Er- 
weiterung der  in  jenem  Aufsatze  enthaltenen  Untersuchungen  bildet 
den  übrigen  Inhalt  der  vorliegenden  Mittheilung. 

Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

für  die  Fläche  eines  Kreises. 

In  seiner  Inauguraldissertation  (Art.  18,  19, 21)  und  in  seiner 
Abhandlung  über  die  Theorie  der  Ab  eischen  Functionen  (d.  Joum. 
Bd.  54,  S.  112,  114)  hat  Riemann  einige  die  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 
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für  ein  gegebenes  Gebiet  T  unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Un- 
stetigkeitsbedingungen  betreffende  allgemeine  Lehrsätze  ausgespro- 
chen, für  welche  meines  Wissens  ein  strenger  Beweis  gegenwärtig 
noch  nicht  bekannt  ist. 

Auch  für  den  einfachen  und  wichtigen  SpeciaKall,  in  welchem 
d^s  gegebene  Gebiet  eine  schlichte  Kreisfläche  ist,  können  die  bis- 
herigen Untersuchungen,  soweit  meine  Kenntniss  derselben  reicht, 
nicht. als  vollständig  angesehen' werden. 

Wenn  der  Werth  der  gesuchten  Function  u  für  jeden  Punkt  der 
Begrenzung  des  Gebietes  vorgeschrieben  ist,  und  diese  längs  der 
Begrenzung  vorgeschriebene  Werthereihe  ausser  der  Bedingung,  stetig 
zu  sein,  keiner  anderen  Beschränkung  unterworfen  wird,  so  ist  die 
Annahme  nicht  zulässig,  dass  die  gesuchte  Function  u  längs  der  Be- 
grenzung endliche  partielle  Ableitungen  ^— ,  -^,  beziehungsweise  -^ 

besitze,  da  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  par- 
tielle Ableitungen  der  Function  u  längs  des  Randes  im 
Allgemeinen  überhaupt  nicht  existiren.  Auf  diesen  Um- 
stand, auf  den  vor  mehreren  Jahren  Herr  Weierstrass  in  seinen 
Vorlesungen  aufmerksam  gemacht  hat,  ist,  soviel  ich  weiss,  bisher 
nicht  Bücksicht  genommen  worden. 

Im  Nachfolgenden  beschränke  ich  mich  auf  die  Betrachtung  des 
Falles,  in  welchem  das  Gebiet  der  unabhängigen  Variablen  x  und  y 
eine  die  Ebene  einfach  bedeckende  Kreisfläche  S  ist ,  jedoch  mit  Aus- 
schliessung von  Stetigkeitsunterbrechungen  und  unendlich  grossen  Wer- 
then  in  der  für  die  Function  u  längs  der  Begrenzung  der  Fläche  8 
vorgeschriebenen  Werthereihe. 

§  1. 

In  der  Ebene  Ay  deren  Punkte  die  complexe  Grosse 

geometrisch  darstellen,  sei  ein  ganz  im  Endlichen  liegender,  die  Ebene 
allenthalben  nur  einfach  bedeckender  Bereich  T  gegeben,  dessen  Be- 
grenzung von  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer  Linien 
gebildet  wird. 

Für  den  Bereich  T  sei  eine  (reelle)   Function  u  der  beiden  re* 
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eilen  unabhängigen  Variablen  x,  y  erklärt  und  zwar  als  eine  endliche, 
stetige  und  eindeutige  Function  derselben  für  alle  Punkte  im  Inneren 
lind  auf  der  Begrenzung  von  T, 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  partiellen  Ableitungen 

du       du       ö*w      S^u 
~dx'    ~dy'    "dö^'    öy*" 

existiren,  endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  und  y 
sind  und  die  Gleichung  ' 

^^=  ö^+a7  =  ^ 

erfüllen. 

Jedoch  werden  diese,  die  Ableitungen  betreffenden  Voraussetzungen 
entweder 

L    nur  für  alle  inneren  Punkte  des  Gebietes  T, 
oder 

n.    auch  für  alle  Punkte   der  Begrenzung  von  T  einschliess- 
lich gestellt. 

Hiernach  sollen  die  für  u  und  für  die  Ableitungen  von  u  gestell- 
ten Voraussetzungen  im  Folgenden  als  „Bedingungen  I"  und  „Bedin- 
gungen n^  von  einander  unterschieden  werden.*) 


*)  Herr  Carl  Neumann  fordert  in  zwei  Abhandlungen:  „Revision  einiger  all- 
gemeinen Satze  aus  der  Theorie  des  Logarithmischen  Potentials",  Mathematische  Anna- 
len  von  Glebsch  und  Neu  mann,  Bd.  3,  S.  325 — 349  und  „Zur  Theorie  des  Loga- 
rithmischen und  des  Newtonschen  Potentiales.  Zweite  Mittheilung",  Berichte  der 
Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  math.-phys.  Classe,  October  1870, 
S.  264 — 321,  ausser  den  in  §  1  angegebenen  Bedingungen:   a.  „gleichmässige"  Stetig- 

keit  und  setzt  6.  die  Existenz  der  Ableitung  -.-  .     für  das  Innere  des  betrachteten 

dxoy 

Gebietes  voraus.    Hierzu  ist  Folgendes  za  bemerken : 

a.  Mit  Recht  hat  Herr  Heine  darauf  aufmerksam  gemacht  (dieses  Journal, 
Bd.  71 ,  S.  861) ,  dass  bei  der  Erklärung  der  Stetigkeit  einer  Function  zweier  oder 
mehrerer  Argumente  sorgfältig  zu  Werke  gegangen  werden  muss,  wenn  diese  Erklärung 
analytisch  brauchbar  sein  soll.  Insbesondere  erweist  sich  folgende  Definition:  „Eine 
Functiop  zweier  Argumente  ist  eine  stetige  Function  derselben,  wenn  diese  Function 
innerhalb  des  in  Betracht  kommenden  Gebietes  für  jeden  Werth  des  ersten  Arguments 
eine  stetige  Function  des  zweiten  und  gleichzeitig  für  jeden  Werth  des  zweiten  Ar- 
guments eine  stetige  Function  des  ersten  ist^,  in  den  meisten  Fällen  als  unzurei- 
chend, wenn  es  sich  darum  handelt,  aus  derselben  Schlüsse  zu  ziehen.  Diese  Er- 
klärung ist  daher  als  unbrauchbar  zu  verwerfen,  ganz  abgesehen  davon,  dass  die- 
selbe, wie  Herr  Thomae  bemerkt  hat,  auch  solche  Functionen  umfasst,  welche  ge- 

Scliirftrz,  Oesummelto  Abhandlungen.  II.  12 
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§2. 

a.    Sind  u  und  u'  zwei  für  denselben  Bereich  T  den  Bedingungen 
n  (s.   den   vorhergehenden  Paragraphen)    genügende   Functionen,   so 


wohnlich  unstetig  genannt  werden,  wie  z.B.  die  Function     ^     in  einem  den 

Punkt  d;  =  0,  y  =  0  in  seinem  Inneren  enthaltenden  Gebiete.    Yergl.  die  Schrift  des 
Herrn  Thomae:   „Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Functionen  und  der  Theta- 
functionen  einer  Veränderlichen",  Halle  1870,  S.  18 — 16.  —  Bei  Beginn  meiner  ma- 
thematischen Studien  habe  ich  folgende  Erklärung  der  Stetigkeit  einer  Function  zweier 
Argumente  kennen  gelernt,   die  ich  auch  jetzt  noch  für  die  richtige  halte:   „Eine 
Function /(i;,y)  ist  in  der  Umgebung  des  Werthepaares  ^ot^o  ^^^^  stetige  Funaion 
ihrer  beiden  (stetig  veränderlichen)  reellen  Argumente,  wenn  es  nach  Annahme  einer 
von  0  verschiedenen ,   sonst   hinsichtlich   ihrer  Kleinheit  keiner  Beschränkung  unter- 
worfenen positiven  Grösse  e  stets  möglich  ist,   in  der  Umgebung  des  Werthepaares 
^0}  ^0  einen  nach  zwei  Dimensionen  ausgedehnten  Bereich  abzugrenzen ,  so  daas  für 
alle,   zugleich  dem  ursprünglichen  Bereiche   der  Variablen ,   für   den  die  Function 
erklärt  ist,  und  dem  abgegrenzten  Bereiche  angehörenden  Werthepaare  «o+A,  yQ+^ 
dieDifferenz /(xq+A,  i/o+^)  ^f(^o)  t/o)  ^^^  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  c  ist 
Hierbei  ist   die  Gestalt  jenes  abgegrenzten   Bereiches   im   Allgemeinen  keinen   Be- 
schränkungen  unterworfen.    Genügt   eine  Function   dieser   Bedingung   für   alle   dem 
Inneren  und  für  alle  der  Begrenzung  eines  gegebenen  Bereiches  der  unabhängigen 
Variablen  angehörenden  Werthepaare  ^r^,  y^,  so  ist  die  betrachtete  Function  für  die- 
sen Bereich  eine  stetige  Function  ihrer  Argumente^.    Es  scheint  mir  kein  Bedürf- 
niss  vorzuliegen,  von  dieser  Erklärung  abzugehen,  da  mit  Hülfe  einer  von  Bolzano 
ersonnenen   und  von   Herrn  Weierstrass   weiter   entwickelten   Schlussweise   ohne 
Schwierigkeit   der  Nachweis   geführt  werden  kann ,   dass  jede  Function ,   welche  im 
obigen  Sinne  für  einen  gegebenen  Bereich  eine  stetige  Function  ihrer  Argumente  ist, 
für  denselben  Bereich   auch  in  dem  Sinne  des  Herrn  Heine  gleichmässig  stetig  ist 
Da  auch  das  Umgekehrte  stattfindet,  so  decken  sich  die  beiden  Begriffe  vollkommen. 
Auf  der  anderen  Seite  erwächst  aber  aus  der  Bemerkung  des  Herrn  Heine  die  un- 
abweisbare Forderung,  welche  insbesondere  bei  einem  Ezistenzbeweise  nicht  uner- 
füllt bleiben  darf,   dass,  wenn  die  Stetigkeit  einer  analytisch  dargestellten  Fanction 
bewiesen   werden   soll,    durch   den  Beweis  die  Stetigkeit  der  Function  in  genau 
demselben  Umfange  dargethan  werde,   in  welchem  die  Definition  der  Stetigkeit 
bei  allgemeinen  Untersuchungen  vorausgesetzt  werden  muss,  um  analytisch  brauchbar 
zu  sein.    Dieser  Forderung  habe  ich  in  §  5,  in  §  8  und  §  1 1  zu  entsprechen  gesucht. 

b.  Die  Voraussetzung  der  Existenz  der  partiellen  Ableitung  scheint  fnir  nn- 

nöthig  zu  sein,  da  die  Endlichkeit,  Stetigkeit  und  Eindeutigkeit  dieser  Ableitung  für 
das  Innere  des  betrachteten  Gebietes  —  man  sehe  §  2  bis  §  5  des  Textes  —  bereits 
eine  nothwendige  Folge  der  übrigen  Voraussetzungen  ist.    Es  mag  bemerkt  werden, 

dass  im  Gegentheil  die  in  §  1  hinsichtlich  der  zweiten  Ableitungen  -^-^  und  -^-^ 
gemachten  Voraussetzungen  noch  auf  ein  geringeres  Mass  zurückgeführt  werden  können, 
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haben  die  beiden  Integrale 

von  denen  das  erste  über  den  Bereich  T  selbst,  das  zweite  über  alle 
Begrenznngslinien  desselben  zu  erstrecken  ist ,  den  Werth  0 ;  das 
erste,  weil  /du  und  /du'  beständig  gleich  0  sind,  das  zweite,  weil 
es  durch  theilweise  Integration  aus  dem  ersten  erhalten  werden  kann. 
(Green:  ^An  Essay  on  the  Application  of  mathematical  Analysis 
to  the  theories  of  Electricity  and  Magiietism.^  Dieses  Journal,  Bd.  44, 
S.  360;  Riemann's  Inaug.-Diss.,  Art.  7  bis  10.)*) 

6.    Setzt  man  w'  =  1,  also  -^  =  0,    so   ergibt  sich  der  Satz: 

Das  über  alle  Begrenzungslinien  eines  Bereiches  T,   für  welchen  die 


da  die  in  §  2  angeführten  Sätze  auch  dann  noch  unverändert  gelten,  wenn  in  einzel- 
nen Punkten  oder  längs  einzelner  Linien  von  der  Forderung  der  Existenz  zweiter 
Ableitungen  abgesehen  oder  die  Erfüllung  der  Gleichung  ju  =  0  ungewiss  gelassen 
wird.  Yergl.  die  Formulirung  der  Bedingungen  für  den  im  Art.  10  der  Inaugural- 
dissertation Riemann's  bewiesenen  Lehrsatz. 

*)  Am  angeführten  Orte  stellt  Green  dieselben  Bedingungen,  welche  in  §  1  als 
Bedingungen  n  bezeichnet  worden  sind.  Eine  analoge  Voraussetzung  findet  statt  bei 
dem  Beweise,  den  Gauss  für  den  Satz 

gibt.  (Werke,  Bd.  V,  S.  226.)  Derselben  Einschränkung  sind  aber  auch  die  Beweise 
zu  unterwerfen,  welche  Herr  Dur^ge  in  der  Schrift:  „Elemente  der  Theorie  der 
Functionen  einer  complezen  veränderlichen  Grösse*',  Leipzig,  1864,  S.  203  und  Herr 
Carl  Nenmann  in  der  Schrift:  „Das  Dirichletsche  Princip**,  Leipzig,  1865,  S. 9 
gegeben  haben,  da  dieselben  nur  üebertragungen  des  Gaussischen  Beweises  auf  den 
Fall  zweier  unabhängigen  Variablen  sind. 

Auf  der  anderen  Seite  findet  man  in  dem  Aufsatze  des  Herrn  Betti:  „Sopra  le 
funzioni  sferiche",  Annali  di  Matematica,  H*  serie,  tomo  P,  p.  81—87  und  in  dem- 
jenigen des  Herrn  D in  i:  „Sopra  le  funzioni  di  una  variabile  complessa**,  ebendaselbst, 
tomo  IV^ ,  p.  159—174 ,  die  Untersuchung  auf  den  Fall  beschränkt ,  in  welchem  die 
Erfüllung  der  Bedingungen  II  gefordert  wird.  Hierbei  zeigt  sich  jedoch  eine  andere 
Unzuträglichkeit ,  da  die  in  den  Endformeln  auftretende ,  die  gegebenen  Randwerthe 
darstellende,  sogenannte  willkürliche  Function  keineswegs  willkürlich  gewählt  werden 
darf,  wenn  die  Bedingung  endlicher  Differentialcoefficienten  einschliesslich  des  Randes 
gestellt  wird.  Welchen  beschränkenden  Voraussetzungen  aber  diese  Function  ausser 
der  Bedingung  stetig  zu  sein  in  diesem  Falle  zu  unterwerfen  ist,  geht,  wie  mir  scheint, 
aus  jenen  Untersuchungen  nicht  hervor. 

12* 
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Function  u   den   Bedingungen  II    genügt ,    zu   erstreckende   Integral 

/-T—ds  hat  den  Werth  0. 
dp 

§3. 

Eine  Function  u  genüge  für  die  Fläche  S  des  mit  dem  Radius  1 
um  den  Punkt  ;gr  =  0  beschriebenen  Kreises  den  Bedingungen  I. 

Man  setze  m'  =  logr.  (Riemann's  Dissertation  Art.  10.)  Die 
Curven  constanter  Werthe  von  «'  sind  concentrische  Kreise,  deren 
Mittelpunkt  der  Punkt  ;e  =  0  ist.  Sind  2{,  und  ü,  zwei  specielle, 
zwischen  0  und  1  liegende  Werthe  von  r,  mit  der  Bedingung 
0  <:  ü,  <:  i?i  <:  1 ,  so  genügen  die  Functionen  u  und  w'  für  das  von 
den  beiden  Kreisen  mit  dem  Mittelpunkte  a  =  0  und  den  Radien  J?, 
und  12,  begrenzte  Ringgebiet  T  den  Bedingungen  II,  und  es  sind 
daher  die  Voraussetzungen  des  Satzes  §  2,  a  erfüllt. 

Das  über  die  ganze  Begrenzung  von  T  erstreckte  Integral 


ffu—  —  u'—^ds 
J  \    dp  dp) 


hat  demnach  den  Werth  0.    Es  ist  zu  zeigen ,    dass   jedes  der  über 
die  ganze  Begrenzung  von  T  erstreckten  Integrale 


I  u-^ds   und    ju'-^ds 


für  sich  den  Werth  0  hat. 

Längs  des  Kreises  mit  dem  Radius  R^  hat  u'  den  constanten 
Werth  log-B,  und  längs  des  Kreises  mit  dem  Radius  R^  den  con- 
stanten Werth  log  12,.    Es  ist  also 

Ju'^ds  =  logRj^ds  +  logRj^ds. 

Wendet  man  den  Satz  §  2,  &  auf  die  Fläche  des  Kreises  mit  dem 
Radius  £,  und  auf  das  Ringgebiet  T  an,  so  erhält  man 

folglich  ist  auch 


J  äp 

ir^Bi) 


ds  =  0. 
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Daher  hat  das  Integral   1  u'-^ds  und  also  auch  das  Integral   lu-^äs 

den  Werth  0,  tv^enn  beide  Integrale  über  die  ganze  Begrenzung  von 
T  erstreckt  werden. 

Es  ergibt  sich  für  r  =  i?,,  -^r—  =  — ^  und  für  r  =  JK,,  -r—  =  -.=r-. 

dp  Jf,  ■'    dp         jR, 

Setzt  man  daher  für  ds  seinen  Werth  R^dtp^  beziehlich  B^d^  und  be- 
zeichnet  den  Werth   der   Function   u  in   dem   Punkte  z  =  re**  mit 

u-^ds  =  0  die  folgende 

u{E^,(p)d(p  =    j     u{R^,q))d(p. 

In  dieser  G-leichung  sind  JS,  und.  B^  zwei  von  einander  unab- 
hängige veränderliche  Grössen,  welche  alle  Werthe  zwischen  0  und  1 
annehmen  können ,  wobei  jedoch  die  Werthe  0  und  1  zunächst  noch 
ausgeschlossen  sind.  Nun  folgt  aber  aus  der  Voraussetzung,  dass  die 
Function  u  eine  stetige  Function  der  Variablen  x  und  y,  also  auch  der 

u(r,q>)dip 

für  alle  Werthe  von  r  zwischen  0  und  1 ,  einschliesslich  der  Werthe 
0  und  1 ,  sich  mit  dem  Werthe  von  r  nicht  anders  als  stetig  ändern 
kann.  Aus  diesem  Grunde  bleibt  die  obige  Gleichung  auch  dann  noch 
bestehen,  wenn  iJ,  =  0  und  R^  =  1  gesetzt  wird,  obgleich  bei  der 
Herleitung  derselben  zunächst  vorausgesetzt  wurde,  dass  iJ,  und  B^ 
von  0  und  1  verschieden  seien.  Für  den  Werth  iJ,  =  0  geht  das  Integral 
auf  der  linken  Seite  in  27cu{0)  über,  wenn  mit  w(0)  der  Werth  von 
u  im  Punkte  js  =  0  bezeichnet  wird.    Es  besteht  daher  die  Gleichung 


1     /•"' 


§4. 

Bei  zweckmässig  geänderter  Bestimmung  der  Function  w'  führt 
die  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelte  Schlussweise,  welche 
dem  Art.  10  der  Dissertation  Eiemann's  entnommen  ist,  auch  zu 
einem  Ausdrucke  für  den  Werth  u{r,(p)  der  Function  u  in  einem  be- 
liebigen, dem  Inneren  der  Kreisfläche  angehörenden  Punkte  z^  =  re^, 
unter  der  alleinigen  Voraussetzung,  dass  die  Function  u  für  die  Fläche 
S  den  Bedingungen  I  genüge. 

Dem  Punkte  z^  =  re^  innerhalb  der  Fläche  S  werde  zugeordnet 
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der  Punkt  e^  ^  r"'  e^  ausserhalb  derselben ;  0  <:  r  <:  1.  Alle  Punkte 
jSj  deren  Abstände  von  den  Punkten  £f^  und  ^^J,  l^e^— ^ol  ^^^  I^— ^il»  ein 
constantes  Verhältniss  haben,  \ jj  =  rt,   mit  der  Einschränkung 

0  ^  ^  <  1,  liegen  auf  einem  der  Fläche  S  angehörenden  Ej*eise,  dessen 
Mittelpunkt  c  und  dessen  Radius  12  durch  die  Grleichungen 

gegeben  werden.  Für  ^  =  1  fallt  dieser  Kreis  mit  der  Begrenzung 
von  S  zusammen ,  für  ^  =  0  geht  derselbe  in  einen  Punkt ,  nämlich 
in  den  Punkt  e^  über. 

Zu  jedem  Punkte  z  von  S  gehört  nach  dem  Vorhergehenden,  so- 
bald der  Punkt  z^  =  re***  fixirt  ist,  ein  Werth  von  f,  0^^<1,  also 
auch  je  ein  Werth  von  c  und  R,  Setzt  man  nun  ^— c  =  Re^,  so 
entspricht  jedem  Punkte  z  von  S  mit  Ausnahme  des  Punktes  z^  ein 
Werth  von  ^,  welcher  der  Bedingung  0<^<:2ä  genügt,  und  für 
den  die  Gleichung  jer  — c  =  iJe^  erfüllt  ist.  Da  auch  umgekehrt  zu 
jedem  Werthepaare  t,  ^  nur  ein  Werth  von  z  gehört,  so  können  t 
und  ^  als  unabhängige  Variable  gewählt  werden.  Es  geht  dann  die  Func- 
tion u  von  X  und  y  in  eine  Function  von  t  und  ^  über.  Der  dem  Werthe- 
paare t,  (p  eindeutig  entsprechende  Werth  von  u  möge  mit  u[t]t] 
bezeichnet  werden.  Für  die  Werthe  <  =  1  und  <  =  0  ergeben  sich 
die  Identitäten  w[l;^]  =  w(l,  ^),  w[0;^]  =  ti(r,  9).  Auch  in  Be- 
ziehung auf  die  Variablen  t  und  ^  ändert  sich  die  Function  u  für  alle 
in  Betracht  kommenden  Werthepaare  mit  beiden  Argumenten  stetig. 

Man  setze  w'  gleich  dem  reellen  Theile  der  analytischen  Function 

log^"^° 


jsf-K' 


«*'  =  log  j^-^Tf  =  iog{rt). 


^-^o\ 


Es  seien  t^  und  <,  zwei  specielle  Werthe  von  tj  welche  beide  zwischen 
0  und  1  liegen,  mit  der  Bedingung  0  <:  ^j  <:  ^,  <:  1.  iJj  und  U,  seien 
die  Radien  der  diesen  Werthen  von  t  entsprechenden  zwei  Ejreise;  T 
bezeichne  das  von  diesen  beiden  Kreisen  begrenzte  Ringgebiet. 

Nun  genügen  die  Functionen  u  und  w'  für  die  Fläche  T,  die  Func- 
tion u  für  die  Fläche  des  Kreises  mit  dem  Radius  Uj  den  Bedingungen 
n ;  längs  beider  Begrenzungslinien  von  T  hat  die  Function  u'  je  einen 
Constanten  Wertb.    Mittelst  derselben  Schlüsse  wie  in  §  3  wird  daher 
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gefolgert,  dass  das  über  die  ganze  Begrenzung  von  T  erstreckte  In- 

u-^-ds  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  den  Werth  0  hat. 

^^  du' 

Man  erhält  für  -r—  längs  der  beiden,  den  Werthen  t  =s  t^,  t  =  t^ 

entsprechenden  Begrenzungslinien  von  T  beziehlich  die  Werthe 

1  l-r»^J 


und 

1 l-r'^l 

72,  l-2r^,cos(V^-9)  +  rVJ' 

Wenn  daher  für  ds  sein  Werth  R^dfj  beziehungsweise  R^dip  gesetzt 

M-T— efc  =  0  die  folgende 


«[^;*]Xl2r<.co8(^-9)+rV.  '^^  = 


Die  Grössen  t^  und  f^  sind  von  einander  unabhängig  und  können  alle 
Werthe  zwischen  0  und  1  annehmen,  ausgenommen  die  Werthe  0  und 
1  selbst.  Aus  den  über  die  Function  u  gemachten  Voraussetzungen 
folgt  aber,  dass  für  alle  Werthe  von  t  zwischen  0  und  1,  einschliess- 
lich der  Werthe  0  und  1,  der  Werth  des  Integrals 


/ 


*"    r.      1  l-r*t* 


sich  mit  dem  Werthe  von  t  nicht  anders  als  stetig  ändern  kann ;  daher 
bleibt  die  obige  Gleichung  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  ^,  =  0,  ^i  =  1 
gesetzt  wird.  Für  den  Werth  t^  =  0  geht  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung in  2Äu(r,9)  über,  während  die  rechte  Seite  für  ^,  =  1  in . 

Übergeht. 

Es  besteht  daher,  wenn  die  Function  u  für  die  Kreisfläche  S  den 
Bedingungen  I  genügt ,  für  alle  Werthe  von  r ,  welche  kleiner  als  1 
sind,  und  für  alle  Werthe  von  (p  die  Gleichung 

1    /•*''  1  — y* 
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(Vergl.  C.  Neumann:   ^Ueber  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung  -^-r  +  -^~r  =  0.^    Dieses  Journal,  Bd.  59,  S.  364.)*) 


"')  Das  bestimmte  Integral ,  auf  welches  die  Untersuchung  des  §  4  geführt  hat, 
und  die  entsprechende  Formel,  durch  welche  die  partielle  Differentialgleichung 

^  +  ^+^  =  0 

öx*        öy"        Ö2* 

für  das  Innere  einer  Kugel  integrirt  wird,  wenn  der  Werth  der  Function  F  an  der 
Oberfl&che  der  Kugel  vorgeschrieben  ist,  und  die  Bedingungen,  denen  diese  Function 
unterworfen  wird,  den  in  §  1  angegebenen  Bedingungen  I  analog  sind,  findet  siel  in 
verschiedenen  Abhandlungen  P  o  i  s s  on ' s  angegeben :  Journal  de  l'^cole  polytechniqne, 
cah.  18,  p.  422  (1820);  cah.  19,  p.  150,  155,  483  (1823).  M^moires  de  TAcad^mie 
des  Sciences,  ann^e  1823,  p.  576.  Additions  k  la  Gonnaissance  des  Tems  pour  Tann^ 
1829,  p.  329;  pour  l'ann^e  1831,  p.  49.  Philosophical Magazine,  New series,  vol.  11, p.  11, 
July  1827.  P  0  i  8  s  0  n,  Theorie  matb^matiqne  de  la  chaleur,  Paris  1835,  chap.  YII  et  VIII. 

Man  wird  auch  in  dem  Beweise,  der  in  §  5  unter  b.  enthalten  ist,  die  Grundgedanken 
des  Poissonschen  Beweises  leicht  wiedererkennen. 

Der  in  §  3  und  in  §  4  enthaltene  Beweis  beruht  im  Wesentlichen  darauf,  dass 
zunächst  eine  Formel ,  welche  partielle  Ableitungen  der  Function  u  nicht  mehr  ent- 
hält, unter  Voraussetzung  der  Bedingungen  II  hergeleitet  und  hierauf  ein  Grenzüber- 
gang ausgeführt  wird,  welcher  gestattet,  an  die  Stelle  der  Bedingungen  II  die  Bedin- 
gungen I  treten  zu  lassen.  Zu  demselben  Ziele  führt  auch  folgende  Anordnung  des 
Beweises,  welche  dem  entsprechenden  Green  sehen  Beweise  und  der  von  Riemann 
und  anderen  Mathematikern  in  Vorlesungen  und  Abhandlungen  gegebenen  Darstellung 
dieses  Beweises  vielleicht  noch  etwas  näher  steht. 

Durch  Anwendung  der  Schlüsse  des  §  3  auf  die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem 
Radius  JZ,  für  welche  eine  Function  u  den  Bedingungen  I  genügt,  ergibt  sich: 

(I.)    2nu{0)  =  iu^^~d8  =  I      u(lt,<f^)df. 

Es  werde  nun  um  den  Punkt  2  ==  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  22i(i2i<:i2) 
ein  Kreis  beschrieben  und  ebenso  um  den  Punkt  z^  =  re^  (0<:r<:Ä,)  als  Mittel- 
punkt ein  Kreis  mit  dem  Radius  Äj  (7i,<:  2^— r).  Man  setze  JK}r-'c^*  =  zj  und  be- 
zeichne die  Abstände  irgend  eines  Punktes  s  von  den  Punkten  s^  und  s^  beziehlich 
mit  Q  und  q';  man  setze  ferner  u'  =  log^ — log^'  und  wende  auf  das  von  den  Krei- 
sen r  =  i^  und  Q  =  B^  begrenzte  Ringgebict  den  Satz  §2,a  an,  so  ergibt  sich 
durch  Schlüsse,  welche  den  im  Text  angegebenen  ganz  analog  sind, 

J        dq  Jf         ^    »'^^ii;-2Ä^rcos(^~y)  +  r«    ^ 

Hieraus  folgt  mit  Benutzung  der  Gleichung  (I.)  beim  Uebergange  von  R^  \n  R 

(II.)     M(r,®)  =  --/      u(li,^)-~ — -—        ,  , -rf^. 
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.Also  ist  dier  Werth  der  Function  u  in  einem  beliebigen  Punkte 
j»  a=  re*'  im  Inneren  der  Kreisfläche  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen nur  abhängig  von  denjenigen  Werthen,  welche  die  Function 
u  auf  der  Peripherie  des  Kreises  annimmt ,  und  ausserdem  von  den 
Polarcoordinaten  jenes  Punktes,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  als  Pol;  überdies  ist  w(r,9)  durch  die  genannten  Grössen 
eindeutig  ausgedrückt. 

Wenn  es  daher  eine  Function  u  gibt,  welche  für  die  Fläche  eines 
Kreises  den  Bedingungen  I  Genüge  leistet  und  auf  der  Peripherie 
desselben  mit  einer  gegebenen  Function  f{<p)  dem  Werthe  nach  über- 
einstimmt, so  ist  die  Function  durch  diese  Bedingungen  bestimmt, 
und  es  gibt  nur  eine  solche  Function. 

§5. 

Ln  Vorhergehenden  ist  gezeigt  worden,  dass  jede  Function  u, 
welche  für  eine  Kreisfläche  S  den  Bedingungen  I  genügf ,  durch  die- 
jenigen Werthe  eindeutig  bestimmt  ist,  welche  dieselbe  auf  dem  Bande 
von  S  annimmt.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  für  eine  solche  Func- 
tion u  die  Reihe  der  Randwerthe  w(l,qp)  =  f{(p)  willkürlich  vor- 
geschrieben werden  kann  ? 

Diese  Frage  beantwortet  folgender  Lehrsatz: 

Wenn  längs  des  Randes  der  Kreisfläche  S  eine  für  alle  Werthe 
des  reellen  Argumentes  <p  endliche,  stetige  und  eindeutige  reelle  Func- 
tion f{fp)f  welche  bei  Vermehrung  des  Argumentes  um  2n  periodisch 
in  sich  zurückkehrt,  sonst  aber  keiner  weiteren  Beschränkung  unter- 
liegt ,  willkürlich  vorgeschrieben  ist ,  so  gibt  es  jedesmal  eine  (und 
nach  dem  Vorhergehenden  nur  eine  einzige)  Function  u ,  welche  för 
die  Fläche  S  den  Bedingungen  I  genügt  und  längs  des  Randes  von 
S  mit  der  gegebenen  Function  f{g))  übereinstimmt. 

Diese  Function  wii'd  für  alle  Punkte  z  =  re^*  im  Inneren  von  S, 
r  <:  1,  dargestellt  durch  das  Integral 

Der  Beweis  dieses  Satzes  zerfällt  in  zwei  Theile;  in  dem  ersten 
Theile  (a.)  ist  zu  zeigen ,  dass  die  durch  die  vorstehende  Gleichung 
definirte  Function  u(r,<p)  für  alle  dem  Inneren  von  S  angehörenden 
Punkte  g  =  re''^  =  x  +  yi  in  Beziehung  auf  die  Variablen  x  und  y 
partielle  Ableitungen  aller  Ordnungen  besitzt  und  der  partiellen  Diff*e- 


186  Zar  Integration  der  partiellen  Differentialgleichong  Ju  =  0. 

rentialgleicbung  z/m  =  0  genügt;  in  dem  zweiten  Theile  (6.)  hingegen 
ist  der  Nachweis  zu  fuhren,   dass  die  Function  u(r^fp)  auch  in  der 
Nähe  des  Werthes  r  =  1  eine  stetige  Function  ihrer  Argumente  ist 
und  für  r  =  1  in  die  Function  f{tp)  stetig  übergeht, 
a.    Die  durch  das  Integral 

definirte  Function  u  stimmt  überein  mit  dem  reellen  Theile  der  durch 
die  Gleichung 


1     r*"  i>v«  4_ « 


für  alle  Werthe  von  z ,  deren  absoluter  Betrag  r  kleiner  als  1  ist, 
mit  dem  Chjjj'akter  einer  ganzen  Function  eindeutig  definirten  analy- 
tischen Function  F{g)  des  complexen  Argumentes  z  =  re^*  =  z  +  yu 

Daher  besitzt  die  Function  u  für  alle  im  Inneren  der  Kreisfläche 
liegenden  Punkte  z  in  Beziehung  auf  die  unabhängigen  Variablen  x 
und  y  partielle  Ableitungen  aller  Ordnungen  und  genügt  in  demselben 
Umfange  der  DiflPerentialgleichung  Ju  =  0. 

6.  Wegen  der  vorausgesetzten  Periodicität  der  Function  f{if) 
kann  man  statt  des  Integrals 

1    r^  1— r* 

2^1    ^Wl-2rco8(»-y)+r''^» 

das  Integral 

setzen,  und  da  für  alle  Werthe  von  r,  welche  kleiner  als  1  sind,  den 
Werth  r  =  1  ausgeschlossen,  das  Integral 

2nJ^    l-2rcos^  +  r*^ 
den  Werth  1  hat,  so  gilt  in  demselben  Umfange  die  Gleichung 

«(»•,9)  =  n<P) + ^f\n9+ ^)  -  Aw]  i_  ,2l7ost + r-  '^»- 


Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  es  möglich  ist,  für  die  Differenz  1— r  eine 
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Grenze  festzusetzen,  so  dass  für  alle  Werthe  von  r,  für  welche  die 
Differenz  1— r  von  0  verschieden  ist  und  jene  Grenze  nicht  über- 
schreitet, und  for  alle  Werthe  von  (p  der  Werth  des  Integrals  in  der 
vorstehenden  Gleichung  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als 
eine  beliebig  kleine  vorgeschriebene  Grösse. 

Wegen  der  Periodicität  der  Function  f{(p)  kann  das  Intervall 
von  —  ar  bis  +ä,  über  welches  sich  die  Integration  erstreckt,  wenn 
mit  d  eine  kleine  positive  Grösse  bezeichnet  wird,  durch  die  beiden 
Intervalle  von  d  bis  2ä— tf  und  von  —  d  bis  +S  ersetzt  werden. 

Während  ^  sich  in  dem  Intervalle  von  S  bis  2ä  — tf  befindet,  ist 
der  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Nenner  stets  grösser  als 
2r(l— cosd).  Die  Grösse  \f(fp  +  i^)^f{g>)\  ist  nicht  grösser  als  2^^, 
wenn  g  den  grössten  Werth  des  absoluten  Betrages  der  Function  f{q>) 
bezeichnet.  Folglich  ist  der  Beitrag,  den  dieses  Intervall  zu  dem 
Werthe  des  Integrals  liefert,  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 

—y^ iv-    Wie  klein  man  aber  auch  die  Grösse  d,  die  immer  von 

r(l  — coso)  ' 

0  verschieden  bleibt,  in  der  Folge  zu  wählen  für  gut  finden  wird, 
durch   entsprechende   Verkleinerung   von   1— r   kann  man    über   die 

Kleinheit  von  -^ —-  gebieten.*) 

r(l— cosd)  ®  ^ 

Es  bleibt  noch  das  Integral 

zu  betrachten. 

Bezeichnet  man  mit  s  eine  Grösse,  welche  der  absolute  Betrag 
der  Differenz  f{^>  +  if)^f{^)  in  dem  Intervalle  —S^ilf'^S  nicht 
überschreitet,  so  ist  der  Werth  dieses  Integrals  dem  absoluten  Be- 
trage nach  kleiner  als 


*)  Noch  engere  Grenzen  ergibt  folgende  Schätzung.    Das  Integral 

2; 


^/'""'[/(»+»)-/(9)]  i.aLlUr'  ''' 


^3 

ist  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 


'8 

also  auch  kleiner  als 


9    C  1— r«  _^  4«f        ^    /l— r      ^     1    a 


Sff        1— r 
n(l+r)  ~J~' 
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2jeL    l-2rcos#.+r'"''' 


also  auch  kleiner  als 


nj      1- 


2rcosV'  +  ^ 


d*, 


d.  h.  kleiner  als  s. 

Wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Function  f(q>)  lässt 
sich  nun ,  wie  klein  auch  die  von  0  verschiedene  Grösse  £  ange- 
nommen werden  möge ,  stets  eine  von  0  verschiedene  Grösse  d 
angeben  y  so  dass  für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Grösse  d 
nicht  überschreitenden  Werthe  von  ^  und  zugleich  für  alle  Werthe 
von  g>  der  absolute  Betrag  der  Differenz  f{(p  +  tlf)—f{g))  kleiner  als  i 
ist;  es  verschwindet  daher  das  angegebene  Integral  für  alle  Werthe 
von  9  gleichzeitig  mit  d. 

Hiermit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz  in  allen  seinen  Theilen 
bewiesen. 

Für  die  Abfassung  des  hier  mitgetheilten  Beweises  ist  eine  For- 
derung massgebend  gewesen,  welche  im  Januar  d.  J.  von  Herrn  Heine 
brieflich  mir  gestellt  wurde,  im  Wesentlichen  des  Inhalts:  Wie  klein 
auch  eine  von  0  verschiedene  Grösse  €  angenommen  werden  mag, 
es  muss  möglich  sein  ,  eine  von  0  verschiedene  Grösse  q  anzugeben, 
so  dass  —  für  alle  Werthe  von  r,  für  welche  die  Differenz  1  — r  von 
0  verschieden  und  kleiner  als  q  ist,  und  zugleich  für  alle 
Werthe  von  9  —  der  absolute  Betrag  der  Differenz  u{r,(p)-'f[<p) 
kleiner  als  die  Grösse  b'  ist. 

Näheres  über  die  Bedeutung  dieser  Forderung  enthält  eine  Ab- 
handlung des  Herrn  Heine:  ,,Ueber  trigonometrische  Reihen^.  (Die- 
ses Journal,  Bd.  71,  S.  363.) 

Ein  analoges  Verfahren  führt  zu  einem  strengen  Beweise  der  ent- 
sprechenden Formel,  durch  welche  die  partielle  Differentialgleichung 

d'V      d'V      Ö'F  _ 

für  das  Innere  eines  kugelförmigen  Raumes  integrirt  wird,  an  dessen 
Oberfläche  die  Function   V  vorgeschriebene  Werthe  annehmen  soll. 

Hinsichtlich  dieser  Aufgabe  möge  auf  zwei  Schriften  des  Herrn 
Carl  Neu  mann  verwiesen  werden,  deren  Titel  folgen: 
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^Lösung  des  allgemeinen  Problemes  über  den  stationären  Tem- 
peratnrzustand  einer  homogenen  Kugel."     Halle,  1861. 

;,  Allgemeine  Lösung  des  Problemes  über  den  stationären  Tempe- 
raturzustand eines  homogenen  Körpers ,  welcher  von  irgend  zwei 
nichtconcentrischen  Kugelfläehen  begrenzt  wird."     Halle,  1862. 

§6. 

Die  analytische  Function  F{z)  ist  im  Vorhergehenden  durch  ein 
bestimmtes  Integral  dargestellt  worden.  Aus  demselben  ergibt  sich 
eine  zweite  Darstellung  der  Function  F{js)  durch  eine  für  alle  Werthe 
von  Zj  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  1  ist,  unbedingt  conver- 
girende ,  nach  Potenzen  von  £r  mit  ganzen  positiven  Exponenten  fort- 
schreitende Reihe 

^^J^„  (m=l,2,...oo)  3r^„ 

Die   Function  u{rj(p)  ist   der  reelle  Theil   der  Function  l^(^);   man 
erhält  daher  aus  der  vorstehenden  Gleichung  die  Entwickelung 

Wird  r  gleich  1  gesetzt,    so   geht   die  rechte  Seite  der  vorstehenden 
.Gleichung  formell  in  die  Fouriersche  Reihe  für  die  Function /( 9) 
über.  *) 

Mitunter  ist  es  nützlich ,  einen  Werth  zu  kennen ,  welchen  der 
absolute  Betrag  \u{r,<p)  —  u{0)\  der  Differenz  w(r,9)  — m(0)  als  Func- 
tion von  r  nicht  überschreiten  kann,  sobald  die  Werthe  u(r,q))  =/*(g)) 
eine  endliche  Grösse  g  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  überschreiten. 

*)  In  seiner  Schrift:  „Das  Dirichletsche  Principe  ist  Herr  Carl  Neumann 
von  der  Darstellung  einer  der  Differentialgleichung  Ju  =  0  für  die  Fläche  eines 
Kreises  genügenden  Function  durch  das  über  den  Rand  der  Kreisfläche  zu  erstreckende 
Poissonsche  Integral  (s.  §4  und  die  Anmerkung  zu  §4)  wieder  abgegangen  und 
hat  die  Fouriersche  Reihe  zum  Ausgange  gewählt.  Einen  ähnlichen  Gedankengang 
deutet  Herr  Schäfli  im  72.  Bande  dieses  Journals  auf  S.  283  an.  Dass  diese  Me- 
thode nur  eine  heuristische  ist  und  einer,  vollständigen  Deduction  bedarf,  ist  der  Kern 
der  von  Herrn  Heine  (d.  Journ.,  Bd.  71,  S. 361)  und  Herrn  Prym  (d.  Journ.,  Bd.  73, 
S.  840)  gegen  dieselbe  geltend  gemachten  Einwendungen.  In  welchem  Sinne  aber, 
moss  man  fragen,  ist  die  Behauptung  Riemann's  zu  verstehen,  welche  derselbe  am 
Schlüsse  des  §  2  seiner  Habilitationsschrift  („Ueber  die  Darstelibarkeit  einer  Func- 
tion durch  eine  trigonometrische  Reihe'')  ausspricht? 
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Man  erhält 


oder 


|u(r,9,)-«(0)|<|F(^)-i^(0)|<|^; 
|u(r,9)  — w(0)|  <:  -^arcsinr.*) 

7C  I 

Zürich,  im  Mai  1870. 


Fortsetzung  und  Erweiterung  der  in  den  vorbeigehenden 
Paragraphen  enthaltenen  Untersuchungen. 

§7. 

Die  für  die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  erhaltenen 
Untersuchnngsergebnisse  sind  nach  verschiedenen  Richtungen  einer 
Erweiterung  fähig. 

Es  ist  zunächst  klar,  dass  die  aufgestellten  Formeln  für  die 
Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Radius  B  Grültigkeit  erhalten,  wenn  in 
denselben  ^  an  die  Stelle  von  r  gesetzt  wird.  (Hierbei  besitzt  R 
natürlich  nicht  mehr  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  4.) 

Hierdurch  geht  die  in  §  4  und  §  6  angegebene  Formel  in  die 
folgende  über 

mit  der  Bedingung  O^r  <:R,  und  dem  Zusätze  u(R,ip)  =  f{q>)' 

Die  Function  f{(p)  des  reellen  Argumentes  g>  ist  bisher  den  Be- 
dingungen, endlich,  stetig,  eindeutig  und  mit  der  Periode  2x  perio- 
disch zu  sein,  unterworfen  gewesen.  Die  angegebene  Formel  kann 
aber  für  das  Innere  der  Kreisfläche  eine  bestimmte  Bedeutung  haben, 


*)  Wenn  insbesondere  ti(0)  den  Werth  0  hat,  so  kann  der  absolute  Betrag  ron 
u{r,<p)j  als  Fanction  ?on  r  betrachtet,  den  Werth  — ^arctgr  nicht  überschreiten. 

Diese  Bestimmung  ergibt  zugleich  die  engste  Grenze»  welche  unter  den  angegebenen 
Voraussetzungen  zulässig  ist.    (Späterer  Zusatz.    1871.) 
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auch  ohne  dass  die  Function  f{fp)  für  alle  dem  Intervall  von  0  bis 
2«  angehörenden  Wertbe  ton  (p  endlich,  stetig  und  eindeutig  erklärt 
ist ,  und  zwar  wird  dieses  stets  und  nur  dann  der  Fall  sein ,  wenn 
diese  Function  im  Riemann sehen  Sinne  (§5  der  Habilitationsschrift) 
durchgehends  eine  Integration  gestattet. 

Die  Untersuchung  soll  jedoch  hier  nicht  in  dieser  Allgemeinheit 
gefuhrt,  sondern  (ebenso  wie  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Prym) 
auf  folgenden  Fall  beschränkt  werden. 

Die  Function  f{<p)  sei  —  mit  Ausnahme  derjenigen  Werthe  von  9, 
welche  modulo  2«  einem  der  m  Werthe  9i,  9?,,  •  •  •  9»,  •  •  •  9.,  die 
sämmtlich  kleiner  als  2ä  und  von  einander  verschieden  angenommen 
werden  können,  congruent  sind  —  für  alle  reellen  Werthe  des  Argu- 
mentes (p  als  eine  endliche,  stetige  und  eindeutige,  bei  Vermehrung 
des  Argumentes  um  2«  periodisch  sich  wiederholende  Function  des 
reellen  Argumentes  9  erklärt;  bei  der  Annäherung  der  Variablen  <p 
an  einen  der  ausgeschlossenen  Werthe,  z.  B.  an  den  Werth  9^,  nähere 
sich,  sowohl  wenn  (p  stetig  waclisend,  als  auch,  wenn  (p  stetig  ab- 
nehmend dem  Werthe  (p^  sich  nähert,  der  Werth  der  Function  f(q>) 
je  einer  bestimmten  endlichen  Grenz.e,  welche  nach  dem  Vorgange 
Dirichlet*s  im  ersten  Falle  mit  f{(py—0)f  im  zweiten  mit  f{q>^+0) 
bezeichnet  werden  soll. 

Ist  die  Differenz  f{g>v  +  0)—f((py—0),  welche  mit  A^  bezeichnet 
werden  möge ,  eine  von  0  verschiedene  Grösse ,  so  besitzt  die  Func- 
tion f{ip)  für  alle  Werthe  von  9,  für  welche  9  =  9,  (mod.  2ä)  ist,  zwei 
Werthe  und  erfahrt  in  denselben  eine  Stetigkeitsunterbrechung.  Des 
Folgenden  wegen  soll  jedoch  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  werden, 
dass  Ä^  auch  gleich  0  sein  kann,  in  welchem  Falle  der  Werth  g)^ 
und  die  ihm  congruenten  mit  Rücksicht  auf  die  Stetigkeit  der  Func- 
tion f{fp)  nicht  zu  den  singulären  gehören. 

Solche  XJnstetigkeiten ,  welche  durch  Abänderung  des  Werthes 
der  Function  in  einem  Punkte  oder  längs  einer  Linie  aufgehoben  werden 
können,  sogenannte  hebbare  XJnstetigkeiten,  sollen  der  Kürze  wegen 
hier  und  im  Folgenden  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden. 

Dieselbe  Unstetigkeit ,  welche  die  Function  f{q>)  in  den  Punkten 
besitzt,  für  welche  g>  =  9^  (mod.  2«)  ist,  zeigt  die  Function 

vorausgesetzt,  dass  A^  von  0  verschieden  ist,  und  dass  der  Variablen 
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(p'  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  stets  der  dem 
Intervalle  <p^  -  -  -  (p^  +  27t  angehörende  Wertli  beigelegt  werde,  welcher 
modulo  2«  dem  Werthe  der  Variablen  q>  congruent  ist. 

Hier  und  im  Folgenden,  mit  Ausnahme  einer  Stelle  in  §  9,  be- 
deutet die  Function  arcus  tangens  den  zwischen  —  ^ä  und  +|«  lie- 
genden eindeutig  bestimmten  Bogen ,  dessen  Tangente  den  vorge- 
schriebenen Werth  hat. 

Wird  nun  die  Differenz 

/•(y)-i2?,Aarctg(^g^^^_^.^)       (v  =  1,  2,  •  •  •  m) 

gebildet  und  mit  /"oC^)  bezeichnet,  so  ist  durch  diese  Festsetzung  die 
Function  fo{q>)  für  alle  Werthe  von  <p,  mit  Ausnahme  der  den  Wer- 
then  9y  congruenten,  als  eine  endliche,  stetige  und  eindeutige  Func- 
tion ihres  Argumentes  erklärt,  und  zwar  besteht  für  alle  Werthe  von 
V  die  Gleichung 

foiv-O)  =  /«(g>v+0). 

Wird  daher  für  diejenigen  Werthe  von  9,  auf  welche  die  Erklärung 
der  Function  foi^p)  sich  nicht  erstreckt,  die  ergänzende  Bestimmung 
getroffen,  es  solle,  wenn  9  =  9^  (mod.  2»)  ist,  der  Werth  der  Function 
durch  die  Gleichung 

bestimmt  werden,  so  genügt  die  durch  diese  erweiterte  Definition  für 
alle  reellen  Werthe  von  <p  eindeutig  erklärte  Function  fo{fp)  in  voller 
Strenge  den  in  §  5  angegebenen  Bedingungen. 

Es  werde  nun  angenommen ,  für  alle  Punkte  der  Fläche  8  des 
mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises,  mit  Aus- 
nahme einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  des  Bandes,  nämlich  der 
Punkte  z^  =  ^^**,  sei  eine  reelle  Function  u  der  beiden  reellen  Ar- 
gumente X  und  y  so  erklärt,  dass  dieselbe  für  diese  Fläche  jS  mit 
Ausnahme  der  angegebenen  Punkte  des  Randes  den  in  §  1 
angegebenen  Bedingungen  I  genüge  und  längs  des  Randes  mit  Aus- 
nahme der  Punkte  ;8f,.  mit  der  Function  f(q))  übereinstinmie. 

Dies  ist  aber  so  zu  verstehen:  man  'denke  sich  für  jeden  der 
singulären  Punkte  ein  Gebiet  construirt,  welches  denselben  ganz  in 
seinem  Inneren  enthält,  und  dessen  Begrenzung  eine  beliebige  Gestalt 
haben  darf;    am  einfachsten  ist  es ,  jeden   der  singulären  Punkte  als 
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Mittelpunkt  einer  Kreisfläche  mit  dem  Radius  q  zu  betrachten,  wo  q 
eine  veränderliche  Grösse  bezeichnet,  welche  keiner  anderen  Bedin- 
gung unterworfen  ist,  als  positiv  und  von  0  verschieden  zu  sein. 
Werden  nun  alle  diejenigen  Theile  des  Gebietes  S  ausgeschieden, 
welche  im  Inneren  eines  dieser  Kreise  liegen,  so  soll  die  Function  u, 
wie  klein  auch  q  gewählt  werden  möge,  für  den  übrigen  Bereich  den 
Bedingungen  I  in  aller  Strenge  genügen  und  auf  dem  frei  gebliebe- 
nen Bande  von  S  mit  f{(p)  übereinstinmien. 

Es  wird  nun  von  dem  Verhalten  der  Function  u  in  der  Nähe 
der  singulären  Punkte  abhängen,  ob  die  Function  u  durph  ihre  Rand- 
werthe  u{lj  <p)  =^  f{(p)  und  die  übrigen  Bedingungen  bestimmt  ist, 
und  in  wiefern  eine,  der  in  §  4  angegebenen  analoge  Schlussweise 
auch  in  diesem  Falle  gestattet  ist. 

Es  bezeichne  R  eine  von  r,  g>,  ^  unabhängige,  veränderliche  Grösse, 
deren  Veränderlichkeit  zunächst  auf  solche  Werthe  beschränkt  wird, 
die  kleiner  als  1  sind.  Dann  ist  nach  der  am  Anfange  dieses  Pa- 
ragraphen angeführten  Formel  für  alle  Werthe  von  r,  welcher  klei- 
ner als  R  sind, 

«(*'''')  =  j^p«(J?.V>)  jy_2i?r^8~(!i,'-y)+r»  ^^- 

Wenn  nun  die  Function  u  in  der  Nähe  der  singulären  Punkte 
sich  so  verhält,  dass  geschlossen  werden  kann,  es  gehe  das  Integral 
auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  für  lim  jR  =  1 
stetig  in  das  Integral 

1    r"^  1— y' 

2il    ^(*)l-2rcos(^-<p)  +  r^^* 

über,  so  wird  —  und  nur  in  diesem  Falle  —  die  Schlussweise  des  §  4 
mit  ihren  Folgerungen  sich  unverändert  auf  den  vorliegenden  Fall 
übertragen  lassen. 

Ein  zur  Vorsicht  mahnendes,  sehr  einfaches  Beispiel  zeigt,  dass 
dieser  Schluss  nicht  ohne  eine  specielle  Voraussetzung  zulässig  ist. 

Man  setze 

**  ~  ^\l+z)  ~.l+2rcos9+r»  ' 

wo  der  vorgesetzte  Buchstabe  91  nach  der  Bezeichnungsweise  des 
Herrn  Weierstrass  bedeutet,  dass  der  reelle  Theil  des  nachfolgen- 
den Ausdruckes  genommen  werden  soU. 

SehwftTi,  OMunmelte  AbhudliiiigAiL  n.  13 
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Die  Curven  constanter  Werthe  von  ti  bilden  eine  Schaar  von 
Kreisen,  welche  einander  und  die  Begrenzung  von  S  im  Punkte 
^  =  —  1  berühren.  Mit  Ausnahme  dieses  Punktes,  für  welchen  die 
Function  nicht  erklärt  ist,  genügt  dieselbe  für  die  Fläche  S  den 
Bedingungen  I  und  hat  auf  dem  Rande  von  S  überall,  wo  sie  erklart 
ist,  den  Werth  0.  Es  steht  daher  frei,  den  Werth  von  u  für  den 
Punkt  ^  =  —  1  durch  eine  besondere  Definition  zu  fixiren,  und  zwar 
möge  w(l,  3r)  =  0  gesetzt  werden.    Dann  ist 

1     /•*'"  1  — r' 

2^1   "^^'^^   l-2rcos(^-y)-hr'  '^^ 

für  jeden  Werth  von  r  und  q>  gleich  0  und  stimmt  also  mit  der  vor- 
her erklärten  Function  nicht  überein.  Unter  den  angegebenen  Fest- 
setzungen ist  demnach  ein  Grenzübergang  aus  dem  über  die  Peri- 
pherie des  Kreises  mit  dem  Radius  B  zu  erstreckenden  Integrale  in 
das  über  den  Rand  von  S  zu  erstreckende  Integral  nicht  gestattet 
Der  Grund  hiervon  liegt  in  dem  Umstände,  dass  in  diesem  Falle  der 
Werth  von  u{r,fp)  bei  der  Annäherung  des  Punktes  xr  s=  r«**  an  den 
Punkt  z  ^  —1  unendlich  gross,  oder  näher  bestimmt,  unend- 
lich gross  erster  Ordnung  werden  kann. 

Bei  Anwendung  des  von  Herrn  Prym  gewählten  Systems  von 
Polarcoordinaten  q,  t  mit  dem  Pole  xr  =  —  1  ergibt  sich: 

und 

ir^        =  91  (1=1)  =  SR  (^)-l  =  ^^-1. 

l+2rcos9+r'  \l+e/  \l+z  /  q 

Anders  verhält  es  sich  in  dem  folgenden  Falle.    Es  werde  gesetzt 

Das  System  der  Linien,  längs  welcher  u*  constante  Werthe  hat, 
ist  ein  geradliniges  Strahlbüschel,  dessen  Mittelpunkt  im  Punkte 
;0r  =  — 1  liegt.  Auch  in  diesem  Falle  ist  die  Function  u*  für  den 
Punkt  js  =  — 1  nicht  erklärt.  Von  dem  vorhergehenden  Falle 
unterscheidet  sich  aber  der  gegenwärtige  wesentlich  dadurch,  dass 
die  Function  u*  bei  der  Annäherung  an  den  singulären  Punkt  end- 
lich bleibt;  denn,  ein  wie  kleines,  den  Punkt  i^  =  — 1  enthaltendes 
Gebiet  man  auch  aus  der  Fläche  S  ausscheiden  mag,   für  das  übrig 
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bleibende  Gebiet  genügt  die  Function  u*  den  Bedingungen  I  (sogar 
den  engeren  Bedingungen  II),  und  der  absolute  Betrag  von  u*  über- 
schreitet nirgends  den  Werth  |ä. 

Im  Folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  für  die  Function  u* 
der  erwähnte  Grenzübergang  mit  voller  Strenge  gestattet  ist.  Um 
jedoch  dem  Beweise  gleich  eine  etwas  allgemeinere  Fassung  zu  ge- 
ben, möge  die  Grösse,  welche  der  absolute  Betrag  von  u*  nirgends 
überschreitet,  mit  g  bezeichnet  werden. 

Es  gut,  wenn  JJ  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  vorher,  für  alle 
Werthe  von  r,  welche  kleiner  als  R  sind,  und  für  alle  Werthe  von 
9  die  Gleichung 

*** ^''  f'^  =  2^1    "*  (^'  *)  ^'-2i?rco8(^-y)+^  ^'^' 

Bei  dem  Uebergange  von  B  in  den  Werth  1  hört  die  Stetigkeit  der 
Function  w*  (JJ,  ^)  bei  dem  Werthe  ^  =  jr  auf.  Man  ersetze  daher 
-^  diese  TJnstetigkeitsstelle  in  das  Intervall  nS  •  -  •  %  +  S  ein- 
schliessend,  wo  8  eine  positive  Grösse  bezeichnet  —  das  Intervall  von 
0  bis  2«  durch  zwei  andere  Intervalle,  nämlich  durch  das  Intervall 
von  —n+8  bis  ic—d  und  das  Intervall  von  tc—S  bis  tc+S,  welche 
Ersetzung  wegen  der  Periodicität  der  Function  w*(U,^)  als  Function 
von  if  gestattet  ist. 

Das  dem  ersten  Intervalle  entsprechende  Integral  ist  zufolge  der 
Voraussetzung  sicher  eine  stetige  Function  von  R  und  zwar  ein- 
schliesslich für  den  Werth  J?  =  1. 

Man  kann  daher  das  dem  ersten  Intervalle  entsprechende  Inte- 
gral der  Summe 

^£J***(l'*>  l-2rJs7r-y)+r'  '^*+«' 

gleichsetzen;  und  zwar  bedeutet  in  dieser  Gleichung  £,  eine  Grösse 
von  der  Eigenschaft,  dass  nach  vorausgegangener  Annahme  von  S 
über  die  Kleinheit  des  absoluten  Betrages  von  s^  durch  die  Festsetzung 
verfugt  werden  kann,  die  Differenz  1— J?  dürfe  eine  gewisse  Grenze 
Q  nicht  überschreiten.' 

Da  nun  die  Function  u^  zufolge  der  Voraussetzung  an  keiner 
Stelle  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Grösse  g  überschreitet,  so 
kann  man  setzen 

13* 
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1    /'""'  1— r' 


wobei  für  m*  (1,  ä)  und  u*  (1,  — «)  die  Werthe  w*  (1,  ä — 0)  und 
w*(l, — jt+0)  einzusetzen  sind  (die  Bezeichnung  erläutert  die  Art 
des  Grenzüberganges),   und  wobei   s^   dem   absoluten  Betrage   nach 

kleiner  als  —^ —  ist. 

1 — r 

Der  Werth  des  dem  zweiten  Intervalle  entsprechenden  Integrales, 
welcher  mit  c,  bezeichnet  werden  möge,   ist  dem  absoluten  Betrage 

nach  kleiner  als  g  -^ d. 

Hieraus  ergibt  sich  die  Gleichung 

Da  nun  über  die  Kleinheit  des  absoluten  Betrages  von  £,  und 
von  a,,  also  auch  von  s^+s^  durch  gehörig  kleine  Wahl  von  tf,  und 
nach  getroffener  Wahl  von  S  durch  gehörig  kleine  Wahl  von  q,  be- 
ziehungsweise 1 — Rj  über  die  Kleinheit  des  absoluten  Betrages  von 
fj  verfügt  werden  kann,  und  da  überdies  der  Werth  der  Differenz 
auf  der  linken  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  von  der  Wahl  der 
Grössen  S  und  R  überhaupt  unabhängig  ist,  so  folgt,  dass  jene  Diffe- 
renz den  Werth  0  hat.    Dieses  sollte  bewiesen  werden. 

Dem  vorstehenden  Beweise  ist  gleich  eine  solche  Fassung  gege- 
ben worden,  dass  derselbe  ohne  Schwierigkeit  auf  den  Fall  ausge- 
dehnt werden  kann,  in  welchem  eine  Function  u*  für  die  Fläche  S 
eines  Kreises  mit  dem  Biadius  R  mit  Ausnahme  einer  endlichen  An- 
zahl von  Punkten  des  Randes  (jg^  =  Uc^**,  v  ==  1,  2,  •  •  •  m)  so  er- 
klärt ist,  dass  dieselbe  für  alle  übrigen  Punkte  den  Bedingungen  I 
genügt,  wenn  ausserdem  bekannt  ist,  dass  der  Werth  von  u*  bei  der 
Annäherung  des  Punktes  g  an  einen  der  singulären  Punkte  des  Ran- 
des stets  endlich  bleibt,  d.h.  eine  bestimmte  endliche,  von  dem  Grade 
jener  Annäherung  unabhängige  Grösse  g  dem  absoluten  Betrage  nadi 
liiemals  überschreitet. 

Die  hieraus  sich   ergebenden  Schlüsse   sind   den   in   den   beiden 
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letzten  Absätzen  des  §  4  gezogenen  völlig  analog.  Die  Function  u* 
ist  also  durch  die  angegebenen  Bedingungen  eindeutig  bestimmt. 

Dieser  Beweis  unterscheidet  sich  in  mehrfacher  Beziehung  von 
dem  Beweise,  den  Herr  Prym  in  dem  §5  seiner  oben  erwähnten 
Abhandlung  gegeben  hat,  insbesondere  dadurch,  dass  über  die  Art 
der  Unstetigkeit  der  Function  m*,  beziehungsweise  deren  Vieldeutig- 
keit bei  der  Annäherung  des  Punktes  0  an  einen  singulären  Punkt 
des  Kandes  keine  andere  Voraussetzung  gemacht  wird  als  die,  dass 
bei  der  Annäherung  an  die  singulären  Punkte  die  Function  m*  im  er- 
klärten Sinne  endlich  bleibe. 

Auch  Herr  CarlNeumann  macht  (Berichte  der  Königlich  Säch- 
sischen Gesellschaft  der  Wissenschaften,  math.-phys.  Classe,  Jahrgang 
1870,   S.  278  und  279)  eine  solche  specielle  Voraussetzung. 

Jede  solche  im  Voraus  gemachte  specielle  Annahme  über  die  Art 
des  Verhaltens  einer  Function  u  bei  der  Annäherung  an  einen  sin- 
gulären Punkt  unterliegt  jedoch,  wenn  dieselbe  mehr  enthält  als  die 
unerlässliche  Forderung,  dass  die  Function  bei  der  Annäherung  end- 
lich bleibe,  wie  mir  scheint,  nicht  unerheblichen  Bedenken.  Sobald 
nämlich  nur  die  Endlichkeit  der  Function  u  in  der  Nähe  des  singu- 
lären Punktes  gewiss  ist,  zeigt  sich,  dass  die  gesuchte  Function  u 
durch  diese  und  die  übrigen  Bedingungen  bereits  bestimmt  ist,  so 
dass  sich  also  eine  vorhergehende  speciellere  Annahme  als  unnöthig 
erweist.  liebe  rhaupt  scheint  mir  das  Verhalten  einer  Function  u  in 
der  Nähe  eines  solchen  Punktes,  wenn  deren  Endlichkeit  in  der  Um- 
gebung desselben  vorausgesetzt  wird,  Gegenstand  der  Untersuchung, 
nicht  aber  Gegenstand  der  vorhergehenden  freien  Verfügung  zu  sein, 
da  jede  andere  specielle  Annahme,  als  diejenige,  die  die  Herren  Carl 
Neu  mann  und  Prym  gemacht  haben,  zur  Folge  haben  würde,  dass 
keine  Function  existirt,  welche  den  gestellten  Bedingungen  genügt. 

Dass  aber  andererseits  die  Annahme,  welche  Herr  Carl  Neu- 
mann gemacht  hat,  nicht  allgemein  genug  ist,  zeigt  sich,  sobald 
die  Begrenzung  des  Bereiches  T  Spitzen  enthält,  denn  für  diese 
reicht  die  von  Herrn  Carl  Neumann  gemachte  Annahme  nicht 
mehr  aus.  An  die  Stelle  derselben  würde  eine  Annahme  treten  müs- 
sen, welche  mit  einem  an  anderer  Stelle  ausgesprochenen  Lehrsatze 
(Siehe  Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin,  Jahrgang  1870,  S.  777)  *)  sich  in  Einklang  befindet.  — 


*)  Siehe  S.  153  dieses  Bandes. 
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Durch  den   vorhergehenden  Beweis   ist   insbesondere   auch  die 
Richtigkeit  der  Gleichung 

rsiny      _    1    f^  1     1-r* , 

^^*8l+rcos<p   ~   2iiJ      2"*l-2rcos(^-9)+r"''* 


für  alle  Werthe  von  r,  welche  kleiner  als  1  sind,  bewiesen,  eine 
Gleichung,  welche  übrigens  leicht  auch  auf  anderem  Wege  vermittelst 
Beihenentwickelungen  erhalten  werden  kann. 

Wird  nun  in  dieser  Gleichung  die  Variable  9  mit  «  —  (9—9,) 
vertauscht,  und  die  Function,  in  welche  der  Ausdruck  auf  der  linken 
Seite  hierdurch  übergeht,  mit  u*  bezeichnet,  so  ergibt  sich  die  Glei- 
chung 

*_  rsin(y-y,)     _  1    r^^l     U-r^ 

w,  -arctg  i_^^g(y_^j  -  2^1^  2  ""  l-2rcos(*-Ä+9-9,)+r*  ^* 

von  welcher  im  folgenden  Paragraphen  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

§8. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  analog  der  in  §  5  durchgeführten 
Untersuchung  den  Existenzbeweis  zu  führen,  und  das  Verhalten  des 
die  gesuchte  Function  darstellenden  Integrals  in  der  Nähe  der  sin- 
gulären  Punkte  jsf^  =  ß*"*  zu  untersuchen,  in  welchen  entweder  die 
Reihe  der  vorgeschriebenen  Randwerthe  eine  Stetigkeitsunterbrechung 
erfahrt,   oder  die  Stetigkeit  der  Function  u*  ungewiss  ist- 

Die  Untersuchung  lässt  sich  leicht  auf  den  in  §  5  betrachteten 
Fall  zurückführen.  Unter  Beibehaltung  der  übrigen  in  §  7  erklärten 
Bezeichnungen  möge  die  Function  u*(r,tp)  für  alle  Werthe  von  r, 
welche  kleiner  als  1  sind,  durch  die  Gleichung 

1    r^"  1  -  r' 

«*(*■''')  =  2^i   ^W  l-2rcos(^-y)+r'  ^^ 

und  für  y  =  1  durch  die  Gleichung  u*{l,(p)  =  f{^),  soweit  diese 
nämlich  einen  bestimmten  Sinn  hat,  erklärt  sein. 

Für  jeden  ganz  im  Inneren  von  S  liegenden  Bereich  genügt  diese 
Function  (vergl.  den  Beweis  im  §  5  unter  a)  den  Bedingungen  ü,  es 
handelt  sich  also  nur  darum,  das  Verhalten  der  Function  für  lim  r  =  1 
zu  untersuchen. 
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Zu  diesem  Zwecke  werde  an  die  Stelle  von  f(tlf)  die  Summe 


fW  =  fM+^^.Ä,.rots(-^-^) 


(y  =   1,  2,  ..  .  im) 


(s.  den  vorhergehenden  Paragraphen)  gesetzt;  hierdurch  geht  der 
Ausdruck  für  u*{r,(p)  in  eine  Summe  von  w  +  1  ebenso  gebildeten 
Integralen  über.  Bezeichnet  man  nun  das  dem  ersten  Grliede  fo(t) 
entsprechende  Integral,  welches  sich  ganz  im  Falle  des  in  §  5  be- 
trachteten befindet,  mit  u^{r,(p)  oder  mit  t^^,  die  übrigen  dagegen  ge- 
mäss der  letzten  Gleichung  in  §  7,  so  ergibt  sich 

M*  =  w<,H — U^A^u*         C»'  =  1,  2,  ...  w). 

Durch  diese  Darstellung  ist  die  Stetigkeit  der  analytisch  darge- 
stellten Function  u*  längs  des  Randes  mit  Ausnahme  der  Umgebung 
der  singulären  Punkte  js^^  =  e^"*  bewiesen,  und  gleichzeitig  die  Art 
des  Verhaltens  dieser  Function  in  der  Umgebung  dieser  Punkte  cha- 
rakterisirt.  In  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  ^^  =  e^v*  un- 
terscheidet sich  nämlich  die  Function  u*  von  der  Function  —A^u*  nur 

um  eine  in  diesem  Punkte  vollkommen  stetige  Function. 

Hiermit  ist  also  die  Existenz  einer  den  angegebenen  Bedingun- 
gen genügenden  Function  dargethan,  und  zwar  hat  sich  hierbei  er- 
geben, dass  die  besondere  Art  ihres  Verhaltens  in  der  Nähe  der 
singulären  Punkte  in  dem  betrachteten  Falle  eine  Folge  der  übrigen 
Eigenschaften  ist. 

Die  dargestellte  Function  genügt  also  für  das  Gebiet,  für  wel- 
ches sie  erklärt  ist,  mit  Ausnahme  derjenigen  singulären  Punkte 
z^  =  e^**  des  Eandes,  für  welche  die  entsprechende  Grösse  A^  von  0 
verschieden  ist,  im  angegebenen  Sinne  den  Bedingungen  I,  stimmt 
fiir  alle  Punkte  des  Randes,  mit  Ausnahme  der  erwähnten  singulären, 
mit  der  gegebenen  Function  f{(p)  überein  und  bleibt  zugleicli  bei  der 
Annäherung  an  jene  singulären  Punkte  endlich. 

Der  hier  mitgetheUte  Beweis,  der  übrigens  ebensowenig  wie  der 
im  vorhergehenden  Paragraphen  vorgetragene  darauf  Anspruch  macht, 
neue  Gedanken  zu  enthalten,  scheint  mir  etwas  einfacher  zu  sein  als 
derjenige,  dessen  Herr  Prym  in  seiner  mehrfach  erwähnten  Abhand- 
lung sich  bedient  hat. 

Wird  nun  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  A^  für  einen  speciel- 
len  Werth  von  v  gleich  0  sei,   so  liegt»  in  dem  Vorhergehenden  be- 
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reits  zugleich  der  Beweis  dafür,  dass  die  einzige,  den  übrigen  Be- 
dingungen genügende  Function  in  der  Umgebung  des  Punktes  5, 
ebenfalls  stetig  ist,  während  bei  der  Herleitung  (s.  §  7)  die  Ste- 
tigkeit in  diesem  Punkte  ungewiss  gelassen  und  nur  festgesetzt  war, 
dass  die  Function  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  endlich  bleiben 
solle.  *) 

Es  gilt  auch  hier  die  Bemerkung,  dass,  wenn  an  die  Stelle  der 
Kreisfläche  mit  dem  Radius  1  eine  solche  tritt,   deren  Radius  R  ist, 

dann  in  der  aufgestellten  Formel  -^  an  die  Stelle  von  r  zu  setzen  ist. 

Bezeichnet  nun  ^.die  obere,  k  die  untere  Grenze  aller  der- 
jenigen Werthe,  welche  die  Function  f((p)  annehmen  kann,  von  der 
vorausgesetzt  werden  möge,  dass  sie  nicht  constant  sei,  so  ist  von 
den  Differenzen  f{(p)—g  und  f{q>)—h  die  erste  nie  positiv,  die  zweite 
nie  negativ.  Hieraus  folgt,  dass  von  den  beiden  Differenzen  u{r^tp)—g 
und  w(r, 9)— Ä,  wenn  r  <:  1  ist,  die  erste  nur  negative,  die  zweite 
nur  positive  Werthe  annehmen  kann,  da  diese  Differenzen  beziehlich 
mit  den  Integralen 

1    /•»"  1  — r' 

2^jf    {m)-9)  i_2rcos(»-y)+r'  '^^ 

und 


hj  (A^)-*)  i_2rcoi(^'-.p)+r'  '^^ 


Übereinstimmen . 


*)  Es  kann  erwähnt  werden,  dass  dieser  Satz  sich  folgendermassen  verallgemei- 
nern lässt:  Wenn  für  irgend  einen  von  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Linien 
begrenzten  Bereich  T  mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  im  Inneren 
oder  auf  dem  Rande  eine  Function  u  so  erklärt  ist,  dass  dieselbe 

1.  für  den  Bereich  T  mit  Ausnahme  jener  Punkte,  für  welche  es  ungewiss  oder 
noch  unentschieden  ist,  im  angegebenen  Sinne  den  Bedingungen  I  genügt, 

2.  bei  der  Annäherung  an  jene  Punkte  endlich  bleibt,   während 

3.  hebbare  Unstetigkeiten  ausgeschlossen  bleiben, 

so  ist  diese  t^unction  in  Folge  dessen  auch  für  alle  inneren  Punkte  und  für  diejeni- 
gen Punkte  des  Randes  stetig,  in  welchen  die  Reihe  der  Randwerthe  eine  Stetigkdts- 
Unterbrechung  nicht  erfährt. 

Auf  den  strengen  Beweis  dieses  Satzes  kann  ich  jedoch ,  soweit  sich  derselbe 
auf  solche  singulären  Punkte  bezieht,  die  am  Rande  liegen,  in  dieser  Mittheiloog 
nicht  eingehen,  da  derselbe  mich  hier  zu  weit  vom  nächsten  Zwecke  entfernen  würde; 
ich  muss  mich  daher  damit  begnügen ,  hinsichtlich  dieses  Beweises  auf  die  in  den 
Monatsberichten  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin ,  Jahrgang 
1870,  Seite  775—777  gegebenen  Andeutungen  zu  verweisen. 

(Siehe  S.  152—154  dieses  Bandes.) 


Zar  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  ^^14  =  0.  201 

Es  liegt  daher  der  Werth  von  u  fSr  einen  inneren  Punkt  von 
S  stets  zwischen  g  und  k,  d.  h.  zwischen  dem  Werthe  der  oberen 
und  dem  Werthe  der  unteren  Grenze  aller  derjenigen  Werthe,  welche 
diese  Function  längs  des  Randes  von  S  annehmen  kann. 

§9. 

Den  Inhalt  dieses  und  des  folgenden  Paragraphen  entnehme  ich 
einer  Abhandlung  über  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung z/m  =  0,  welche  ich  im  November  1869  Herrn  Kronecker 
und  Herrn  Weierstrass  mitgetheilt  habe.  Der  zunächst  befolgte 
Gredankengang  ist  demjenigen,  welchen  Riemann  im  54.  Bande  die- 
ses Journals  auf  S.  101  und  102  (S.  1  und  2  des  Sonderabdruckes)  *) 
entwickelt  hat,  und  der,  wie  bekannt,  in  der  Theorie  der  analytischen 
Functionen  häufig  zur  Anwendung  gelangt,  vollkommen  entsprechend. 
Es  freut  mich,  feststellen  zu  können,  dass  ich  mich  in  diesem  Theile 
der  Untersuchung  hinsichtlich  der  Methode  der  Beweisführung  mit 
Herrn  Carl  Neumann  ganz  in  Uebereinstimmung  befinde.  Man 
vergl.  Mathematische  Annalen  von  Clebsch  und  Neumann,  Bd.  3, 
S.  338—339  (October  1870)  und  Monatsberichte  der  Königlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang  1870,  S.770— 771.  **) 

Unter  den  Bedingungen  I  sei  für  den  Bereich  T  eine  Function  u 
definirt ;  im  Inneren  von  T  denke  man  sich  einen  Kreis ,  dessen  Mit- 
telpunkt die  Coordinaten  x^  und  y^  haben  möge,  dessen  Radius  gleich 
U  ist,  und  dessen  ganze  Fläche  dem  Inneren  von  T  angehört. 

Füi'  die  Fläche  dieses  Kreises  ist  die  Function  u  den  Bedingun- 
gen n  gemäss  erklärt ;  es  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  Exi- 
stenz höherer  Ableitungen  von  u  für  alle  inneren  Punkte  x^j  y^  des 
Gebietes  T,  sowie  die  Entwickelbarkeit  des  Werthes  von  u  für  die 
dem  Punkte  x^^,  y^  benachbarten  Punkte  x,  y  nach  Potenzen  von  x^x^ 
nnd  y — y^,  beziehungsweise  nach  Producten  aus  Potenzen  von 


und  den  Sinus  und  Cosinus  der  gleichnamigen  Vielfachen  von 

m  =  arctg  ^""^^ 
eine  nothwendige  Folge  der  Voraussetzungen  I. 


*)  Bernhard  Riemann,  Gesammelte  Werke,  S. 80— 81. 
^  Siehe  S.  U7— 148  dieses  Bandes. 
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Die  Zahlencoefficienten  der  einzelnen  Grlieder  des  Functionenele- 
mentes  u(r,q>)f  welches  die  Werthe  von  u  für  alle  in  der  Umgebung 
des  Punktes  x^,  y^  liegenden  Punkte  darstellt,  sind  unabhängig  von 
der  Grösse  des  Badius  R  desjenigen  Kreises,  welcher  zur  Bestim- 
mung dieses  Functionenelementes  gewählt  wird;  denn  zwei  Funetio- 
nenelemente,  hergeleitet  mittelst  zweier  Kreise,  welche  die  Radien 
iJ  und  iJ'  haben,  wo  R'  >-  R  ist,  müssen  für  alle  Werthe  von  r  <  B 
mit  einander  übereinstimmen,  und  hieraus  folgt  die  Gleichheit  aller 
entsprechenden  Glieder  beider  Elemente.  Es  haben  daher  auch  beide 
Elemente  denselben  Bereich  der  Convergenz. 

Daher  convergirt  die  nach  Potenzen  der  Grösse  r  fortschreitende 
Beihe,  durch  welche  ein  solches  Functionenelement  dargestellt  wird, 
sicher,  wenn  r  kleiner  ist  als  der  kürzeste  Abstand  des  Punktes  x^^y^ 
von  der  Begrenzung  des  Bereiches  T,  beziehlich  vom  nächsten  Punkte, 
für  welchen  die  gestellten  Bedingungen  zu  gelten  aufhören. 

Hieraus  wird  gefolgert :  Wenn  zwei  Functionen  u^  und  m,  ,  welche 
für  zwei  Bereiche  T^  und  jT,  ,  die  ein  einfach  zusammenhängendes 
Gebiet  T*  von  zwei  Dimensionen  gemeinsam  haben,  den  Bedingun- 
gen I  genügen,  in  einem  noch  so  kleinen  Theile  dieses  gemeinsamen 
Gebietes  mit  einander  übereinstimmen,  so  stimmen  sie  für  alle  Punkte 
desselben  mit  einander  überein ,  lassen  sich  unter  Beibehaltung  der 
Bedingungen  I  beide  simultan  gleich  weit  analytisch  fortsetzen  und 
stimmen  längs  jeder  solchen  Fortsetzung  mit  einander  überein. 

Um  diesen  Schluss  machen  zu  können,  ist  es  nach  dem  Vorher- 
gehenden nur  nöthig,  zu  wissen,  dass  die  beiden  Functionen  auf  der 
Peripherie  eines  Kreises  mit  einander  übereinstimmen,  für  dessen 
Fläche  beide  den  Bedingungen  I  gemäss  erklärt  sind. 

Wenn  daher  eine  Function  u  im  Inneren  von  T  in  einem  noch  so 
kleinen  Bereiche  von  zwei  Dimensionen  oder  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  mit  beliebig  kleinem  Radius,  dessen  Inneres  ganz  im  Inneren 
von  T  liegt ,  für  welches  Gebiet  die  Function  u  den  Bedingungen  I 
genügt,  constant  ist,  so  ist  diese  Function,  soweit  sie  unter  Auf- 
rechterhaltung der  Bedingungen  I  fortgesetzt  wird,   constant. 

§  10. 

Der  Werth  w(0)  einer  Function  w(r,  g?)  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  für  dessen  Fläche  diese  Function  den  Bedingungen  I  gemäss 
erklärt  ist,  ist  gleich  dem  über  die  Peripherie  des  Kreises  zu  er- 
streckenden Integrale 
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1     C^ 


2n 

also  gleich  dem  arithmetisclien  Mittel  aus  allen  den  Werthen,  welche 
die  Function  u  auf  der  Peripherie  des  Kreises  annimmt.  Wenn  nun 
die  Function  u  überhaupt  nicht  constant  ist,  so  muss  es  unter  den 
Werthen,  welche  diese  Function  längs  der  Peripherie  des  Kreises 
annimmt,  sowohl  solche  geben,  welche  grösser  sind  als  der  Werth 
f<(0),  als  auch  solche,  die  kleiner  sind,  und  zwar  gilt  dieser  Schluss, 
wie  klein  auch  der  Radius  des  Kreises  sein  möge. 

Hieraus  folgt:  Wenn  die  Function  u  nicht  constant  ist,  so  gibt 
es  für  jeden  inneren  Punkt  von  T  solche  benachbarten  Punkte,  für 
welche  u  einen  grösseren,  und  solche,  für  welche  u  einen  kleineren 
Werth  besitzt  als  für  den  erstbetrachteten  Punkt. 

Es  kann  also  der  Werth  der  Function  u  für  keinen  inneren  Punkt 
des  Gebietes  ein  Maximum  oder  Minimum  sein.  (Vergl.  ßiemann's 
Inauguraldissertation,   Art.  11.  m.) 

Nun  ist  nach  den  Voraussetzungen  I  der  Werth  von  u  endlich, 
stetig  und  eindeutig  erklärt  für  alle  Punkte  von  T,  einschliesslich 
der  Begrenzung.  Folglich  gibt  es  für  diese  Werthe  eine  obere 
Grenze  g. 

Nach  einer  Beweismethode,  welche  Herr  Weierstrass  in  sei- 
nen Vorlesungen  über  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  mit- 
zutheUen  pflegt,  lässt  sich  zeigen,  dass  es  in  der  Ebene  des  Gebietes 
T  mindestens  einen  Punkt  £r'  von  der  Beschaffenheit  gibt,  dass, 
wenn  ein  beliebig  kleines  Gebiet,  ein  Theil  von  T,  in  der  Umgebung 
des  Punktes  :s'  abgegrenzt  wird,  die  obere  Grenze  aller  derjenigen 
Werthe  von  u,  die  zu  Punkten  dieses  Gebietes  gehören,  ebenfalls 
noch  g  ist. 

Keiner  dieser  Punkte  kann  im  Inneren  von  T  liegen,  denn  er- 
stens würde  in  einem  solchen  Punkte  wegen  der  vorausgesetzten 
Stetigkeit  der  Function  u  die  obere  Grenze  g  wirklich  erreicht, 
zweitens  müsste  es  dann  —  wenn  u  nicht  überhaupt  constant  ist  — 
in  der  Umgebung  jenes  Punktes  noch  grössere  Werthe  von  u  geben, 
entgegen  der  Voraussetzung,  dass  g  die  obere  Grenze  ist. 

Es  liegen  also  alle  jene  Punkte  ^'  ausserhalb  des  Inneren 
von  T. 

J)a  die  Begrenzung  von  T  nach  der  Voraussetzung  aus  Stücken 
analytischer  Linien  besteht,   welche  in  jedem  Punkte  den  Charakter 
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einer  algebraischen  Curve  haben,  und  eine  solche  Linie  jeden  Punkt 
der  Ebene,  dem  sie  unendlich  nahe  kommt,  wirklich  erreicht,  so  liegt 
jeder  der  Punkte  a'  in  der  Begrenzung  von  T,  und  wegen  der  Ste- 
tigkeit von  u  wird  die  obere  Grenze  g  in  jedem  dieser  Punkte  ^' 
wirklich   erreicht. 

Auf  analoge  Weise  wird  gezeigt,  dass  die  untere  Grenze  Jb 
aller  Werthe  von  u  mindestens  in  einem  Punkte  der  Begrenzung, 
aber  in  keinem  inneren  Punkte  von  T  wirklich  erreicht  wird. 

Also  liegen,  wenn  u  nicht  constant  ist,  alle  Werthe,  welche  die 
Function  u  für  die  inneren  Punkte  des  Bereiches  T  unter  den  ange- 
gebenen Voraussetzungen  I  annehmen  kann,  zwischen  dem  grössten 
Werthe  g  und  dem  kleinsten  Werthe  k  unter  denjenigen  Werthen, 
welche  diese  Function  auf  der  Begrenzung  von  T  annimmt. 

Hieraus  folgt,  dass  eine  Function  w,  welche  unter  den  Bedingun- 
gen I  für  einen  Bereich  T  erklärt  ist  und  für  alle  Punkte  der  Be- 
grenzung den  Werth  0  hat,  auch  für  alle  inneren  Punkte  von  T  den 
Werth  0  hat. 

Und: 

Wenn  zwei  Functionen  u  und  Wj  für  dasselbe  Gebiet  T  den  Be- 
dingungen I  genügen  und  für  alle  Pimkte  der  Begrenzung  des  Ge- 
bietes mit  einander  übereinstinmien,  so  stimmen  sie  in  ihren  Werthen 
ganz  mit  einander  überein. 

Wenn  es  daher  eine  Function  u  gibt,  welche  für  einen  gegebenen 
Bereich  T  den  Bedingungen  I  genügt ,  und  in  jedem  Punkte  der  Be- 
grenzung einen  vorgeschriebenen  und  längs  derselben  stetig  sich  än- 
dernden Werth  besitzt,  so  gibt  es  nur  eine  solche  Function.*) 

§11. 

Wenn  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  z/w  =  0 
für  die  Fläche  eines  Kreises  durchgeführt  ist,  so  hat  es  keine  Schwie- 
rigkeit,  die   analogen  Untersuchungen   für  den  Fall  eines  von  zwei 


*)  Die  in  diesem  Paragraphen  enthaltenen  Sätze  lassen  eine  solche  Verallgemei- 
nerung zu,  dass  sie  auch  noch  den  Fall  umfassen,  in  welchem  die  Stetigkeit  der 
Function  u  für  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  des  Bereiches  T  entweder  aufhört, 
oder  ungewiss  ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Function  u  bei  der  Annäherung  an  diese 
Punkte  endlich  bleibt,  und  ohne  dass  es  nöthig  ist,  über  das  Verhalten  der  Function 
u  in  der  Nähe  der  singulären  Punkte  eine  specielle  Voraussetzung  zu  machen.  Man 
vergl.  §  8. 
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concentrischen  Kreisen  begrenzten  Ringgebietes  denselben  Anforde- 
rnngen  der  Strenge  entsprechend  auszuführen. 

Es  seien  r  =  1  und  r  ==  JJ,  wo  B>  1  sein  möge,  die  Radien 
der  das  Ringgebiet  begrenzenden  concentrischen  Elreise,  und  es  seien 
die  Grrenzbedingungen  der  Einfachheit  wegen 

u{R,q>)  =  f{(p),        m(1,9)  =  0, 

auf  welchen  Fall  bekanntlich  der  allgemeinere  leicht  zurückgeführt 
werden  kann.  Die  Function  f{q>)  habe  dieselben  Eigenschaften  wie 
in   §  7. 

Für  diesen  FaU  ergibt  sich  nach  den  bekannten  Methoden  (vergl. 
die  ^chon  in  §  4  angeführte  Abhandlung  des  Herrn  Carl  Neumann, 
dieses  Journal,  Bd.  59) : 

wo  a.  und  b^  durch  die  Grieichungen 

a,  =  —  /    /■(^) sin in^(J^,    b^  =  —  l    /'(V')cosw^rf^ 
3r  /  Ä  / 

bestimmt  sind. 

Diese  Reihe  ist  für  JB"*  <:  r  <:  jB  unbedingt  und  für  alle  Werthe 
der  Grösse  9  in  gleichem  Grade  convergent,  und  die  durch  diese 
Reihe  dargestellte  Function  genügt,  als  Function  von  x  und  y  be- 
trachtet, für  das  Innere  des  Bereiches,  für  welchen  sie  erklärt  ist, 
der  Differentialgleichung  ^u  =  0.  Da  die  Kreislinie  r  =  1  im  In- 
neren des  Convergenzgebietes  liegt,  so  folgt  die  Stetigkeit  der 
Function  in  der  Nähe  des  Werthes  r  =  1  aus  den  bekannten  Sätzen 
über  die  Stetigkeit  von  Potenzreihen  im  Inneren  ihres  Convergenz- 
bereiches.    Für  r  =  1  ist  in  der  That  u  (r,  g>)  =  0. 

Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  zu  beweisen,  dass  diese  Function 
für  lim  r  ^=  Rj  mit.  Ausnahme  derjenigen  Punkte,  in  denen  die  vor- 
geschriebenen Randwerthe  eine  Stetigkeitsunterbrechung  erfahren, 
stetig  in  die  Function  f((p)  übergeht. 

Zu  diesem  Zwecke  subtrahire  man  von  der  Function  w  (r,  9)  die 

Function 

1  r* 

«*i(^»9)  =  "2  ^o  +  -SL-g;;rKsinm9+6^cosw9),     (m  =  1,2,.. .00) 

welche  (vergl.  §  6)  für  r  <:  iJ  mit 
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JL  rr  ( /  >^  J^'-r' 

übereinstimmt,  und  deren  Stetigkeit  aus  dem  Beweise  in  §  8  in  dem 
dort  angegebenen  Umfange  folgt.  Es  zeigt  sich,  dass  der  Conver- 
genzbereich  der  Potenzreihe,  welche  mit  Hinzimahme  eines  Gliedes, 
das  dem  Logarithmus  von  r  proportional  ist,  die  Differenz  «— w,  dar- 
stellt, weiter  ist  als  derjenige  Bereich,  für  welchen  die  in  den 
Ausdrücken  für  u  und  für  u^  vorkommenden  Potenzreihen  gleichzeitig 
convergiren,  da  dieser  Convergenzbereich  sich,  ausschliesslich  der 
Grenzen,  von  r  =  JB~*  bis  zu  r  =  jB*  erstreckt.  Da  hiemach  die 
Kreislinie  r  =  R  nicht  mehr  an  der  Grenze,  sondern  innerhalb 
des  Convergenzgebietes  der  Reihe  für  den  Ausdruck 

1  ,    logr 

liegt,  so  folgt  hieraus  die  Stetigkeit  dieser  Function  in  der  Umgebung 
von  r  =  R]  überdies  ergibt  sich,  dass  die  Function  u— w^  für  r  =  Ä 
den  Werth  0  hat. 

Es  genügt  daher  die  dargestellte  Function  den  gestellten  Bedin- 
gungen. Dieselbe  ist  zugleich  die  einzige ,  welche  diese  Eigenschaft 
besitzt.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ergibt  sich  für  den  Fall, 
in  welchem  die  Function  u  für  alle  Punkte  des  betrachteten  Gebietes 
den  Bedingungen  I  genügt,  aus  §  10. 

§12. 

An  die  in  den  Paragraphen  9  und  11  enthaltenen  Entwickelan- 
gen können  nun  leicht  Betrachtungen  angeschlossen  werden,  welche 
denjenigen  in  vieler  Beziehung  analog  sind,  die  in  der  Theorie  der 
Functionen  complexen  Argumentes  mit  dem  Cauchy sehen  und  dem 
Laurent  sehen  Satze  über  die  Entwickelbarkeit  einer  Function  in 
eine  nach  Potenzen  der  unabhängigen  Variablen  fortschreitende  Reihe 
verbunden  werden  und  für  diese  Theorie  fondamentale  Bedeutung 
haben. 

Wenn  eine  Function  u  für  das  Innere  eines  mit  beliebig  grossem 
Radius  R  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises 
den  Bedingungen  I  gemäss  erklärt  werden  kann,  so  ist  dieselbe  für 
jeden  beliebig  grossen  Bereich  durch  eine,  für  alle  endlichen  Werthe 
von  X  und  y  convergirende  Reihe  darstellbar. 
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Wenn  nun  überdies  bekannt  ist,  dass  dabei  der  Werth  der  Func- 
tion Uy  wie  gross  auch  li  sein  möge,  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  bleibt  als  eine  endliehe  (von  R  unabhängige)  Grösse  g,  so  ist 
H  eine  Constante. 

Wird  nämlich  der  Grösse  r  ein  bestimmter  endlicher  Werth  bei- 
gelegt, und  ist  jB  grösser  als  r,  so  ergibt  sich: 

«(r,9)-«(0)  =  2^1  «(^>^)U-2iircos(V>-y)+r«-V^^- 

Da  nun  sämmtliche  Elemente  dieses  Integrals  dem  absoluten  Betrage 
nach  kleiner  sind  als  -^^ — dtj;,  so  ist  der  absolute  Betrag  von 
ti(r,9)  — u(0)  für  alle  Werthe  von  q>  kleiner  als  -ü^"-  Hieraus  er- 
gibt sich,  dass  diese  Differenz  für  unendlich  grosse  Werthe  von  iJ 
unendlich  klein  wird;  da  dieselbe  jedoch  von  dem  Werthe  von  iJ 
ganz  unabhängig  ist,  so  folgt,  dass  sie  den  Werth  0  hat.  Aus 
§  9  folgt  daher,  dass  die  Function  u  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen überhaupt  für  alle  Punkte  der  Ebene  denselben  constanten 
Werth  u{0)  besitzt.  Dieser  Satz  ist  als  ein  Fundamentalsatz  zu 
betrachten  und  ist  dem  entsprechenden  Satze  in  der  Theorie  der 
Functionen  complexen  Argumentes  analog,  den  bekanntlich  Herr  Liou- 
ville  zuerst  für  doppelt  periodische  Functionen  ausgesprochen  hat. 
(Comptes  rendus  de  TAcadömie  des  sciences,  Tome  XIX,  1844,  2"** 
semestre,  p.  1262.) 

Wenn  hingegen  unter  übrigens  unveränderten  Voraussetzungen 
nur  bekannt  ist,  dass  das  Product  i2~'*tt(i{,  97)  für  unendlich  grosse 
Werthe  von  R  endlich  bleibt,  wo  ft  eine  positive  Zahl  und  n  die 
nächst  grössere  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ist  in  analoger  Weise  zu 
schliessen,  dass  die  Reihe  für  die  Function  u(r,q>)  nur  n  Glieder  hat: 

M(r,9))  =  i  60 + ^« »''"(»«  sin  my-f  6^  cos  W9),  (w  =  l,2,...n— 1) 

dass  also  in  diesem  Falle  die  Function  u,  als  Function  von  x  und  y 
betrachtet,  eine  ganze  Function  (n— l)ten  Grades  ist. 

Aus  §  11  folgt :  Wenn  eine  Function  u  (r,  9)  für  ein,  von  zwei 
concentrischen  Kreisen  mit  den  Radien  r  *=:  R^  und  r^=R^,  B,  <;  iJ», 
begrenztes  Ringgebiet  T  den  Bedingungen  I  in  §  1  genügt  und  für 
die  Punkte  der  Begrenzung  js  s=  R^e''^  und  js  =  R^e^  für  jeden  Werth 
von  9  beziehlich  mit  den  Functionen  fi{g>)  und  f^{q))  übereinstimmt, 
so  ist  diese  Function  durch  diese  Bedingungen  bestimmt,  und  es  gibt, 
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wenn  die  Functionen  fj{q>)  und  /".(y)  den  in  §  5  für  die  Function  f{<p) 
angegebenen  Bedingungen  genügen,  stets  eine  solche  Function. 

Diese  Function  wird  für  alle  Werthe  von  r,  für  welche  iJ,  <:  r  <:  5, 
ist,  analytisch  dargestellt  durch  die  Grleichung 

<r,ip)  =  i(5,+  5;iogr)  + 
+2;^|(-4^r"'+u4^r"*)sinfW9  +  (5^r"+5_^r"^)cosw9J ,       («i=  1,2, ...  od) 

und  zwar  haben  die  in  derselben  vorkommenden  Coefficienten  A  und 
B  die  Werthe 


logJS,-logiJ,       ' 

^   =    «..■.-^-«^«■Rr 


7}/    "l.O        ^«.0 

■^»-        l0gJi,-l0giJ,      ' 


'— Jm 


Ä7*--iJ; 


wenn  in  diesen  Ausdrücken 


S^  = 


iJ;^-ür' 


M  M  (COSW^)  (i  =  l,2) 

gesetzt  wird. 

Die  angegebene  Reihe  convergirt  unbedingt ,  wenn  R^<:r<:R^ 
ist.  Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  dass  eine  Function  u{r,<p)  für  den- 
selben Bereich  nur  auf  eine  einzige  Weise  durch  einen  Ausdruck  von 
der  angegebenen  Form  dargestellt  werden  kann.  Für  jeden  Werth 
von  r,  für  den  B^<:r  <:R^  ist,  ergeben  sich  nämlich,  wenn  der  obige 
Ausdruck  für  u{r,ip)  zu  Grunde  gelegt  wird,  die  Gleichungen 


/ 


u{r,(p)dg>  =  (B^+S'Jogr)n: 


und 


/ 


w 


^  '^^  ^cosmy     ^        ^B^r-^+B^r- 


da  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  die  Integration  an  den 
einzelnen  Gliedern  ausgeführt  werden  darf.  Werden  nun  in  diesen 
Gleichungen  der  Grösse  r  zwei  von  einander  verschiedene  Werthe  JRJ 
und  JJi  beigelegt,  für  welche  iZ,  <:  JBJ  <  jBJ  <:  ifj  ist,  und  werden  die 
Ausdrücke ,  in  welche  Gx^  und  h^^^  tibergehen ,  wenn  JS[  an  die  Stelle 
von  Bx  gesetzt  wird,  beziehlich  mit  a^„  und  6^,.  bezeichnet,  wobei 
dem  Index  l  wie   vorhin  der  Werth  1  und  der  Werth  2  beizulegen 
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ist,  so  ergeben  sich  hieraus  die  Werthe  der  Coefficienten  A  und  B 
eindeutig  ausgedrückt  durch  die  Grössen  a',  &',  R[  und  R[,  Die 
so  erhaltenen  Ausdrücke  haben  dieselbe  Form  wie  die  oben  angege- 
benen, in  welche  dieselben  bei  dem  Grenzübergänge 

\imB[  =  R,,    limJR;  =  B, 

übergehen. 

Hieraus  wird  analog  wie  in  §  9  geschlossen :  Wenn  die  Function 

M,  beziehungsweise  deren  analytische  Fortsetzung  nicht  bloss  für  den 

Bereich 

B.^r^B,, 


sondern  für  einen  noch  weiteren  Bereich 

der  jenen  ersten  als  Theil  enthält ,  den  Bedingungen  I  genügt ,  so 
convergirt  die  gefundene  B/cihe,  welche  zur  analytischen  Darstellung 
der  Function  u  innerhalb  des  engeren  Bereiches  dient,  auch  noch  für 
das  Innere  des  weiteren  Bereiches  und  die  Summe  derselben  stimmt 
mit  der  Function  u  oder  der  analytischen  Fortsetzung  derselben  auch 
in  dem  weiteren  Bereiche  überein. 

Wenn  daher  eine  Function  u  für  das  Innere  einer  Kreisfläche  S 
mit  dem  Radius  iJj  mit  einziger  Ausnahme  von  deren  Mittelpunkt 
^  =  0,  für  den  es  noch  ungewiss  ist,  den  Bedingungen  I  genügt,  so 
ist  diese  Function  darstellbar  durch  einen  Ausdruck  von  der  soeben 
angegebenen  Form,  und  zwar  convergirt  die  in  demselben  vorkommende 
Reihe  für  alle  Werthe  von  r,  welche  kleiner  als  üj  und  von  0  ver- 
schieden sind. 

Wenn  nun  von  dem  Verhalten  der  Function  u  in  der  Nähe  des 
singulären  Punktes  ^  =  0  weiter  nichts  bekannt  ist,  als  dass  dieselbe 
bei  der  Annäherung  an  denselben  in  dem  in  §  7  angegebenen  Sinne 
endlich  bleibt,  so  kann  geschlossen  werden,  dass  die  Coefficienten 
^01  -^-w>  -S-«  einzeln  den  Werth  0  haben,  und  zwar  folgt  dies  aus 
dem  Bildungsgeaetze  für  diese  Grössen,  da  bei  dem  Grenzübergange 
limJR,  =  0  die  Grössen  o,,,  und  &,„  unter  der  angegebenen  Vor- 
aussetzung endlich  bleiben. 

Es  ist  daher,  wenn  der  Werth  der  Function  u  auch  für  den 
Punkt  ^  =5=  0  durch  den  Werth  der  Reihe  erklärt  wird,  die  Function 
u  unter  den  angegebenen  Bedingungen  auch  in  der  Umgebung  des 
Punktes  0  =  0  stetig  und  genügt  mit  Einschluss  dieses  Punktes  für 
die  Fläche  S  den  Bedingungen  I. 

&chwftrtf  GeMmmoIte  AblundlnnffOB.  U.  14 
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Man  vergl.  hiermit  Riemann's  Inauguraldissertation,  Art.  12. 
Tritt  an  die  Stelle  der  Bedingung 

|w(>',g))|<:(7 
die  Bedingung 

r^|w(r,  9)  !<:</, 

wo  ft  eine  positive  Zahl  bedeutet,    so   folgt   durch    analoge  Schlüsse, 
dass  der  Ausdruck  für  die  Function  w,  ausser  anderen  Grliedern,  jeden- 
falls nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Glieder  enthält,  in  denen  r  zn 
einer  Potenz  mit  negativem  Exponenten  erhoben  ist. 
Zürich,  im  September  1871.*) 

*)  Nach  der  Einsendung  des  Textes  der  obigen  Mittheilung  und  der  denselben 
begleitenden  Anmerkungen  an  den  Herrn  Herausgeber  dieses  Journals  ist  eine  Mit- 
theilung des  Herrn  Christoffel:  „Ueber  die  Integration  von  zwei  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen'' veröffentlicht  worden ,  welche  in  Nr.  18  der  Nachrichten  von  der 
Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  vom  13.  September  1871, 
S.  435—453  abgedruckt  ist. 

In  dem  Inhalte  dieser  Mittheilung  erblicke  ich  eine  Bestätigung  für  die  Auffas- 
sung, dass  der  früher  übliche  Nachweis  der  Stetigkeit  der  durch  das  Poissonscbe 
Integral  oder  eine  gleichgeltende  Formel  dargestellten  Function  in .  der  Nähe  des 
Randes  den  Anforderungen  an  Strenge  nicht  vollkommen  entspricht,  welche  in  Folge 
der  in  Bd.  71  d.  Journ.  veröffentlichten  Bemerkung  des  Herrn  Heine,  wie  mir 
scheint,  gestellt  werden  müssen. 

Ferner  dürfte  bezüglich  einer  auf  S.  445  derselben  Mittheilung  enthaltenen  Be- 
merkung: „Endlich  gehört  hierhin  die  Voraussetzung,  dass  v  zweite  Derivirten  habe, 
was,  wenn  u-^-vi  als  Function  von  x+yi  definirt  wird,  nicht  gefordert  ist  und  eine 
Folge  aus  weniger  weit  gehenden  Bedingungen  ist"  geltend  zu  machen  sein,  dass 
Hie  mann  im  Art.  12  seiner  Inauguraldissertation  die  Ergebnisse  der  im  Art.  10 
derselben  angestellten  Untersuchung  zunächst  nicht  auf  die  Bestandtheile  u  und  ti 
der  als  Function  des  complexen  Arguments  x-^-yi  definirten  Function  u  +  vt,  sondern 
auf  den  reellen  Theil  U  =  ßudx  —  vdy)  der  aus  jener  durch  Integration  hervorge- 
henden Function  j(u+vi){dx'{'idy)  anwendet,  und  dass  für  diesen  die  oben  als  Be- 
dingungen I  bezeichneten  Voraussetzungen  erfüllt  sind.  Als  eine  Folge  des  in  Art.  10 
der  Inauguraldissertation  Riemann's  bewiesenen  Lehrsatzes  ergibt  sich  dann,  dass 

auch  die  Functionen  ^r—  =  u,  -=—  =  — «  für  das  Innere  des  betrachteten  Gebiet« 

ox  oy 

partielle  Ableitungen  aller  Ordnungen  besitzen  und  der  partiellen  Differentialgleichung 
iiM  =  0  genügen.  Hieraus  scheint  mir  aber  hervorzugehen,  dass  die  beiden  Vorans- 
Setzungen  „es  \^t  äu  =  0"  und  „es  ist  -^dx  —  -^dy  ein  vollständiges  Differential 
einer  Function  von  x  und  y"  mit  Rücksicht  auf  den  vorliegenden  Zweck  vollkommen 
äquivalent  sind. 
März  1872. 


Ueber   diejenigen  Fälle,   in  welchen  die 

Gaussische  hypergeometrische  Reihe  eine 

algebraische  Function  ihres  vierten 

Elementes  darstellt. 


Journal  fit  reine  nnd  angewandte  Mathematik,  Band  75,  Seite  892—885. 

Die  nachfolgende  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Aufgabe: 
Alle  Fälle  zu  ermitteln,  in  denen  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung 

^    ^^        dx'  ■*"         x{l^x)         dx       x{l-x)  ^  —  ^^ 

von  welcher  die  Gaussische  hypergeometrische  Keihe 
F{a, ßf^jX) ,  als  Function  ihres  vierten  Elementes  be- 
trachtet, ein  particuläres  Integral  ist,  durch  eine  alge- 
braische Function  von  x  genügt  werden  kann. 

Die  Einleitung  der  Gaussischen  Abhandlung  „Disquisitiones 
generales  circa  seriem  infinitam"  enthält  die  Angabe  einiger  Fälle, 
in  denen  für  specielle  Werthe  von  a,  j8,  y  die  Function  jP(a,  /J,  y,  x) 
eine  algebraische  Function  von  x  ist.  (Gauss  Werke  Bd.  HI,  S.  127, 
Formel  I— V.) 

Eine  Programm- Abhandlung  des  Herrn  Kummer,  Osterprogramm 
1834  des  Gymnasiums  zu  Liegnitz:  „De  generali  quadam  aequatione 
differentiali  tertii  ordinis^*)  enthält  die  Entwickelung  einer  Methode, 
hypergeometrische  Reihen  mit  einander  zu  vergleichen,  deren  letzte 
Elemente  durch  eine  gewisse  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
von   einander   abhängen.    Die  Bedeutung   dieser   in   mehr   als   einer 


*)  Abgedruckt  im  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  100, 
S.  1—9. 

14* 


212  Zur  Theorie  der  Gaussischen  hypergeometrischen  Reibe. 

Hinsicht  bemerkenswerthen  Differentialgleichung  für  die  allgemeine 
Theorie  der  hypergeometrischen  Reihe  ist  bekannt.  Ein  spedeUer 
Fall  dieser  Differentialgleichung,  zu  welchem  eine  von  dem  Grund- 
gedanken jener  Methode  etwas  verschiedene  Gedankenverbindung  führt, 
ist  für  die  Lösung  des  hier  aufgestellten  Problems  von  wesentlichem 
Einflüsse. 

Die  erwähnte  Gauss  ische  Abhandlung ,  die  Kummer  sehe  Ab- 
handlung: ^lieber  die  hypergeoraetrische  Reihe'',  Bd.  15  dieses  Jour- 
nals, die  Abhandlung  Riemann's:  ;,Beiträge  zur  Theorie  der  durch 
die  G  a  u  s  s  ische  Reihe  F{a^  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functionen^  (Abhand- 
lungen der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen, 
Bd.  7)  und  die  nachgelassene  Abhandlung  von  Gauss  (Werke  Bd.  IH, 
S.  207)  bieten  verschiedene  Mittel  dar ,  um  eine  grössere  Anzahl 
specieller  Fälle  aufzufinden  ,  in  denen  F{aj  /J,  y,  x)  eine  algebraische 
Function  von  x  darstellt;  es  scheint  sich  jedoch  auf  dem  Wege  der 
Untersuchung,  der  in  diesen  Abhandlungen  eingeschlagen  ist,  eine 
allgemeine  Methode,  nach  welcher  sämmtliche  Fälle  dieser  Art  ermit- 
telt werden  könnten,  nicht  zu  ergeben. 

Bei  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  sind  zwei  Fälle  von  einander 
zu  unterscheiden: 

Erstens:  Die  Differentialgleichung  (A.)  besitzt  ein  particuläres 
Integral,  welches  eine  algebraische  Function  von  x  ist;  diese  alge- 
braische Function  ist  jedoch  eine  solche ,  dass  sie  selbst ,  oder  dass 
ihre  logarithmische  Ableitung  eine  rationale  Function  von  x  ist. 
In  diesem  Falle  ist  der  Quotient  je  zweier  verschiedenen  Zweige 
dieser  algebraischen  Function  eine  von  x  unabhängige,  also  constante 
Grösse,  und  es  folgt  daher  aus  der  Existenz  eines  solchen  algebrai- 
schen particulären  Integrals  nicht  die  Existenz  noch  eines  zweiten, 
von  dem  ersten  linear  unabhängigen  algebraischen  Integrales  der 
Differentialgleichung. 

Zweitens:  Die  Differentialgleichung  besitzt  zwei  particuläre  al- 
gebraische Integrale ,  deren  Quotient  nicht  eine  Constante  ist.  Hier- 
her gehört  auch  der  Fall,  dass  ein  particuläres  algebraisches  Integral 
der  Differentialgleichung  existirt,  dessen  logarithmische  Ableitung 
nicht  eine  rationale  Function  von  x  ist,  weil  in  diesem  Falle  auch 
jeder  Zweig  des  algebraischen  Integrals  ein  particuläres  Integral  der 
Differentialgleichung  ist  und  es  dann  stets  zwei  solche  Zweige  des- 
selben gibt,  deren  Quotient  nicht  constant  ist. 

Für  jeden  dieser  beiden  Fälle  ist  die  Methode  der  Untersuchung 
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eine  andere.  Art.  I  der  nachfolgenden  Abhandlung  beschäftigt  sich 
mit  dem  ersten  Falle,  die  übrigen  Artikel,  mit  Ausnahme  von  Arti- 
kel in,  betreffen  den  zweiten  Fall. 

Der  hauptsächliche  Inhalt  der  Artikel  I  bis  VI  war  Gegenstand 
eine;r  im  August  1871  in  der  Sitzung  der  mathematischen  Section  der 
Schweizerischen  Naturforschenden  Gesellschaft  gemachten  Mittheilung, 
welche  im  Auszuge  in  den  Verhandlungen  dieser  Gesellschaft ,  Jahr- 
gang 1871,  S.  74—77  veröffentlicht  ist.  *) 

I. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Differentialgleichung  der  Gaussi- 
schen  Reihe  ein  particuläres  algebraisches  Integral  besitzt,  dessen 
logarithmische  Ableitung  eine  rationale  Function  von  x  ist. 

Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen mit  veränderlichen  Coefficienten  (man  sehe  die  Abhand- 
lung des  Herrn  Fuchs:  ;,Zur  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen mit  veränderlichen  Coefficienten*^,  dieses  Journal  Bd.  66, 
S.  121)  folgt,  dass  jedes  Integral  der  Differentialgleichung  (A.)  für 
alle  Werthe  von  x ,  mit  Ausnahme  der  Werthe  rc  =  0 ,  a?  ^  1  und 
Ä  =  cx),  den  Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt,  und.  dass  ferner, 
wenn  convergente  Reihen  von  der  Form 

(l-rr)c[l  +  c,(l-a;)-f-c,(l-a:)»+...] 
particuläre  Integrale  dieser  Differentialgleichung  sind,  die  Exponenten 

0,  b,  c 

beziehlich  nur  die  Werthe 

0  oder  1  — y,    a  oder  /J,    0  oder  y  — a  — ^ 

haben  können. 

Wenn  daher  die  Differentialgleichung  (A.)  ein  particuläres  alge- 
braisches Integral  y^  besitzt ,  dessen  logarithmische  Ableitung  eine 
rationale  Function  des  Argumentes  x  ist,  so  muss  dasselbe  die  Form 
haben 

y,  =  x^(\^xyg{x), 


♦)  Siehe  S.  172—174  dieses  Bandes. 
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wo  a  und  c  rationale  Zahlen  sind  und  g(x)  eine  ganze  Function  von 
X  ist.  Denn  es  ergibt  sich,  dass  bei  richtiger  Bestimmung  der  Expo- 
ponenten  a  und  c  das  Product 

für  alle  endlichen  Werthe  von  x  den  Charakter  einer  ganzen  Function 
besitzt;  da  dieses  Product  eine  algebraische  Function  von  x  ist,  so 
ist  dasselbe  eine  ganze  Function  dieser  Variablen. 

Der  Einfachheit  wegen  möge  i  =  a  gesetzt  werden.  Da  es  stets 
möglich  ist,  den  Fall  i  =  ß  durch  Vertauschung  von  a  und  ß  auf 
den  vorigen  Fall  zurückzuführen,  so  geschieht  durch  die  Festsetzung 
b  =  a  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kein  Abbruch. 

Wird  der  Grad  der  ganzen  Function  g{x)  mit  n  bezeichnet,  so 
ist  b  =  a  =  —  (a  +  c  +  w)  und  es  entsteht  folgende  Tabelle: 


a 

c 

6  =  a 

ß 

V 

1 

0 

0 

1 

— -n 

1 

ß 

7 

2 

0 

y-a-ß 

— n — c 

n  +  y 

7 

3 

1-y 

0 

—  «—0 

ß 

1-a 

4 

1-y 

y-a-^ß 

— n— a— c 

n  +  1 

1-a 

Es  soll  nun  gezeigt  werden ,  dass  wirklich  in  jedem  der  vier  durch 
diese  Tabelle  cliarakterisirten  Fälle  die  Differentialgleichung  (A.)  ein 
particuläres  Integral  besitzt ,  dessen  logarithmische  Ableitung  eine 
rationale  Function  von  x  ist. 

1*.  Wenn  y  nicht  eine  zwischen  0  und  --  n  liegende  ganze  nega- 
tive Zahl  ist  (0  incl.,  —n  excl.),  so  ist  F{a,ß^y^x)  =  JP(— w, /S,  y,  a:) 
eine  algebraische  und  zwar  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade  n, 

1^.  Wenn  dagegen  y  =  1  — w'  ist,  wo  w'  eine  ganze  Zahl  be- 
deutet ,  für  welche  1  <  w'  ^  w ,  und  es  ist  nicht  zugleich  auch  ß  eine 
ganze  negative  Zahl,  ß  =  —  m",  mit  der  Bedingung  O^n^oi',  so 
verliert  die  Bezeichnung  F{a,ß,yjX)  ihren  Sinn;  dagegen  stellt  in 
diesem  Falle  (vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Kummer,  dieses 
Journal  Bd.  15,  Formel  3  der  Tabelle  auf  S.  52)  das  Integral 

x'-'^F{a'-y  +  l,  /J-y+1,  2-y,  x)  =  a;"'F(-/H-w',  ß  +  n\  1  +  n,  x) 

eine  algebraische  und  zwar  eine  ganze  Function  von  x  dar ;  für  diese 
ist  jedoch  die  Zahl  a  nicht  gleich  Null,  sondern  gleich  «'.    (Vergl.  3*.) 
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1®.  Wenn  wie  bisher  die  Zahlen  »,  n\  vT  ganze  Zahlen  bezeichnen 
und  es  ist  gleichzeitig 

so  stellt  sowohl  der  unter  1%  als  auch  der  unter  1^  angegebene  Aus- 
druck ein  algebraisches  Integral  der  Differentialgleichung  (A.)  dar, 
und  zwar  sind  diese  beiden  Integrale  als  ganze  Functionen  von  x  von 
den  Graden  w"  und  n  von  einander  linear  unabhängig. 

Bemerkung;  Der  unter  1*^  angegebene  Fall  zweier,  nach  Poten- 
zen von  X  mit  ganzzahligen  positiven  Exponenten  entwickelbaren,  par- 
ticulären  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.),  welche  sich  nicht 
durch  einen  constanten  Factor  von  einander  unterscheiden  ,  scheint 
im  Widerspruch  mit  einem  Satze  des  Herrn  Kummer  über  solche 
Integrale  zu  stehen,  der  a.«,.  0.  auf  S.  53  angegeben  ist:  „Wenn  man 
mehrere  Integrale  der  Gleichung  (A.)  hat,  welche  sich  nach  ganzen 
aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickeln  lassen,  so  können  sich  die- 
selben nur  durch  constante  Factor en  unterscheiden^.  Dieser  Wider- 
spruch ist  jedoch  nur  ein  scheinbarer,  denn  jener  Satz  ist  nur  unter  der 
Voraussetzung  hergeleitet,  dass  die  drei  Elemente  a,  /J,  y  ganz  beliebig 
seien;  er  erleidet  in  der  That  nur  dann  eine  Ausnahme,  wenn  y  eine 
negative  ganze  Zahl  ist,  und  unter  dieser  Voraussetzung  auch  nur 
dann,  wenn  der  Werth  a;  =  0  für  die  Differentialgleichung  ein  ^ausser- 
wesentlich  singulärer^  Werth  ist.  Die  Herleitung  der  Bedingung  für 
das  Eintreten  dieses  Falles  findet  man  in  Art.  m  und  Art.  VII.  ♦ 

2*.  Wenn  y  nicht  eine  ganze  negative  Zahl  1  —  w'  ist,  für  welche 
1  =  w' 5  w  ist ,  so  stellt ,  vorausgesetzt,  dass  die  Zahl  y  —  a—ß  =  c 
eine  rationale  Zahl  ist,  das  Integral 


[2.]*)     {l-'Xy'^^Fiy^a,  y^ß,  y,  x)  =  {l^xyF{n  +  y  +  c,  -n,  y,  x) 

eine  algebraische  Function  von  x  dar. 

2*.  Wenn  dagegen  y  =  1  -—  n'  ist,  wo  1  <  n'  ^  » ist,  und  es  ist  nicht 
gleichzeitig  w  -f-  c  eine  ganze  Zahl  n",  welche  der  Bedingung  0^  w"<c  n' 
genügt,  so  verliert  der  vorstehende  Ausdruck  seine  Bedeutung.  Ist 
aber  die  letztere  Bedingung  erfüllt,  so  stellt,  wieder  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  y^a  —  ß  =  c  eine  rationale  Zahl  ist,  das  Integral 


*)  Die  in  [  ]  beigesetzten  Zahlen  bezeichnen  die  Nummer  der  betreffenden  For- 
mel in  der  Tabelle  des  Herrn  Kummer,  dieses  Journal  Bd.  15,  S.  52  und  53. 
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[41       K'(1-^)''"""'J^(1-«»  1-iJ,  2-y,  X) 

^  •'       j=  ar'  {l^xy  F{l  +  n  +  c,  -n  +  n',  l  +  n\  x) 

eine  algebraische  Function  von  x  dar.    (Vergl.  4».) 

2®.    Wenn  aber  y  =  1— »'ist,  während  1  ^  w'  <  »  und  gleichzeitig  « 
n  +  c  =  n"  ist,  wo  n"  eine  der  Bedingung  0  <  n"  <c  n'  genügende  ganze 
Zahl  bedeutet,   so  stellt  der  unter  2^  und  der  unter  2^  angegebene    , 
Ausdruck  eine  algebraische  Function  von  x  dar.    Man  sehe  die  Be- 
merkung zu  1°. 

3*.  Wenn  y  =  1— a  nicht  einer  ganzen  positiven  Zahl  1  +  n' 
gleich  ist,  wo  n'  der  Bedingung  !<»'<»  genügt,  und  wenn  a  eine 
rationale  Zahl  bedeutet,  so  stellt  das  Integral 

[3.]    x''^F{a^y  +  l,  /J-y  +  1,  2-y,  x)  =  a:«F(-n,  /J  +  a,  1  +  a,  x) 

eine  algebraische  Function  von  x  dar. 

3^.  Wenn  dagegen  y  =  1  +  n',  a  =  —  n',  1  <  n'  ^  n ,  und  es 
ist  nicht  gleichzeitig  /J  — w'  gleich  0  oder  gleich  einer  negativen  gan- 
zen Zahl  —  n",  wo  0  ^  n"  <: »'  ist,  so  verliert  der  vorstehende  Ausdruck 
seine  Bedeutung;  ist  dagegen  /J  — n'  =  —  w",  so  stellt 

F(a,  /J,  y,  aj)  =  F(-n  +  w',  /3, 1  +  n',  a;) 

eine  algebraische  und  zwar  eine  ganze  Function  von  x  dar.  (Vergl.  1*.) 
3®.  Wenn  aber  gleichzeitig  y  =  1  +  n',  a  =  —  n',  1  <  n'  <  n, 
/J  —  n'  =  —  n",  0  <  n"  <  n'  ist  (also  0  <  n"  <:  n'  =  n),  so  stellt  der  unter 
3Hund  der  unter  3^  angegebene  Ausdruck  eine  algebraische  Function 
von  X  dar.  Es  ergeben  sich  daher  in  diesem  Falle  die  beiden  parti- 
cularen  algebraischen  Integrale 

« 

x-^Fi-n,  -n",  1-n',  x)    und    F^-n  +  n',  n'—n",  1  +  n',  x). 

4*.  Wenn  y  nicht  eifle  positive  ganze  Zahl  ist,  für  welche,  wenn 
y  =  1  +  w',  a  =  —  n'  gesetzt  wird,  die  Bedingung  l<n'<n  erfüllt 
ist,  so  stellt 

[4.]    x'-'il-xy-^-^Fil-'a,  1-/J,  2-y,  x) 

=  x^{l-xyF{l  +  n  +  a  +  c,  — n,  l  +  a,a:) 

unter  der  Voraussetzung,   dass  a  und  c  rationale  Zahlen  sind,  eine 
algebraische  Function  von  x  dar. 

4^.  Wenn  dagegen  a  =  —  n',  1  ^  n'  ^  n  ist,  so  verliert  der  vo^ 
stehende  Ausdruck  seine  Bedeutung,  wenn  nicht  zugleich 
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l  +  n-n'  +  c  =  -n",     O^n^^n' 
ist ;  wird  von  diesem  Ausnahmefall  abgesehen,  so  stellt  in  diesem  Falle 

wenn  c  eine  rationale  Zahl  ist,  eine  algebraische  Function  von  x  dar. 
(Vergl.  2».) 

4®.    Wenn  endlich  gleichzeitig 

■ 

a  =  -n',  l<»'  =  w,  l  +  »-n'  +  c  =  -w",  0<n"<n' 

ist,  so  stellt  der  unter  4*  xmd  der  unter  4^  angegebene  Ausdruck  eine 
algebraische  Function  von  x  dar. 

Hiermit  sind  alle  Falle  erledigt,  in  denen  die  Differentialgleichung 
(A.)  ein  algebraisches  particuläres  Integral  besitzt,  dessen  logarith- 
mische Ableitung  eine  rationale  Function  von  x  ist. 

n. 

Es  werde  nun  vorausgesetzt,  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
(A.)  habe  zwei  particuläre  algebraische  Integrale,  deren  Quotient 
nicht  constant  ist. 

In  diesem  Falle  ist  jedes  particuläre  Integral  der  Differential- 
gleichung eine  algebraische  Function  von  x;  also  ist  auch  der  Quo- 
tient je  zweier  Particularlösungen  eine  algebraische  Function  von  x. 

Nun  gelten  folgende  Sätze: 

1.    Ist 

■       (B.)       0H.,§+„  =  O 

eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnxmg,  und  sind  y^  und  y^ 
zwei  linear  unabhängige  particuläre  Integrale  derselben,  so  ist,  wie 
Abel  gezeigt  hat, 

(Abel:  Oeuvres  t.  I,  p.  93.  Dieses  Journal  Bd.  2,  S.  22.)  Da  in 
dem  speciellen  Falle  der  Differentialgleichung  (A.) 

^  x{\—x)  X  l  —  x 

ist,  so  ergibt  sith 
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(Gauss  Werke  Bd.  in,  S.  222.  —  Kummer:  dieses  Journal  Bd.  15, 
S.  61.  —  Riemann's  Abhdlg.  Art.  IV.) 

Wird  nun  vorausgesetzt,  dass  y,  und  y,  algebraische  Functionen 
sind ,  so  folgt  hieraus  zunächst ,  dass  die  Zahlen  y  und  a  +  /)  reelle 
und  zwar  rationale  Zahlen  sein  müssen. 

Aus  den  Formeln  9  und  10  der  mehrfach  erwähnten  Kummer- 
schen  Tabelle  ist  der  Schluss  zu  ziehen ,  dass  die  Zahlen  a  und  |3 
einzeln  rational  sein  müssen. 

Damit  das  allgemeine  Integral  der  Differentialglei- 
chung der  hypergeometrischen  Reihe  eine  algebraische 
Function  von  x  sei,  ist  nothwendig,  dass  die  drei  Zahlen 
a,  /5  und  y  reelle  und  zwar  rationale  Zahlen  seien. 

Diese  Voraussetzung  wird  für  die  Folge  in  diesem  Artikel  gemacht. 

2.    Wenn  y^  und  y,  algebraische  Functionen  von  x  sind,  so  ist 

auch  —  eine  algebraische  Function  von  x. 

Herr  Heine  machte  mich  darauf  aufmerksam,  dass  dieser  Satz 
auch  eine  Umkehrung  gestattet. 

Wenn  der  Quotient  zweier  Particularlösungen  y,  und 
y,  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

ohne  constant  zu  sein,  eine  algebraische  Function  von 
X  ist,  und  es  ist  gleichzeitig  c"*^  eine  algebraische  Func- 
tion von  a:,  so  ist  das  allgemeine  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung ebenfalls  eine  algebraische  Function 
von  X, 

Beweis:  Nach  der  Voraussetzung  ist  —  =  /*(«)  eine  algebrai- 

sehe  Function  von  x^  also  ist  auch 


dx 


(ft) = '-<^) = (»--t-^-t)^ 


eine   algebraische  Function  von  x;   hieraus  folgt  mit  Hülfe  der  Fo^ 
mel  (C.) 
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oder  mit  anderen  Worten :  Es  ist  y,  und  somit  auch  y^  =  f(x)y^  eine 
algebraische  Function  von  x ,  also  auch  [das  allgemeine  Integral 
Ay^  + JBy^,  wie  der  obige  Lehrsatz  aussagt.  — 

Es  soll  nun  für  den  Quotienten  zweier  Particularlösungen 
y,  und  yj  der  linearen  Differentialgleichung  (B.)  eine  Differential- 
gleichung hergeleitet  werden. 

Man  setze,  wenn  C^y, +  (7jy,  und  C^Vt  +  C^y^  zwei  Particular- 
lösungen bezeichnen,  deren  Quotient  nicht  constant  ist, 

Dieser  Ausdruck  enthält  drei  von  einander  unabhängige  Constanten; 
die  Differentialgleichung ,  welcher  der  Quotient  s  genügt ,  und  für 
welche  diese  Constanten  Integrationsconstanten  sind,  muss  also  von 
der  dritten  Ordnung  sein;  und  zwar  kann  diese  Differentialgleichung 
entweder  dadurch  erhalten  werden,  dass  die  Verhältnisse  Cj :  C, :  C, :  C^ 
durch  wiederholte  Differentiation  eliminirt  werden,  oder  dadurch,  dass 
y^  =  sy^  gesetzt  wird,  und  dass  dann  mit  Hülfe  von  (B.)  die  parti- 
lären  Integrale  y^  und  y^  eliminirt  werden. 

.  Es  ist 

^'y.  _  .  ^Vi   1  g  ds  dy,      d's 
daf    ~     da?  '^     dx  dx'^  dx*  ^' 

dy^  dy,  ds 

2  y,    =  3«  y. 


0    = 


^1^  dx  ^y\d^^^äx)' 


,  doi^    ,    dx    ,  ,  ,   d  .,      ds  ,    d  ■,  ,  .  ^ 

dx 
Durch  fortgesetzte  Differentiation  ergibt  sich 

,   eP  ,      ds  ,   '''  dx*      \dxJ   ,  ,dp        _ 
*^*"8d^  + yi +  *^  =  ®' 

und  bei  Elimination  von  y^ 
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In  dieser  Gleichung,  welche  y,  nicht  mehr  enthält,  möge  der  Aus- 
druck auf  der  linken  Seite  mit  W{s,x)j  der  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  mit  F{x)  bezeichnet  werden,  dann  ist 


Q  ds  d^s 


-»(sj 


(F.)        'TM  _     ^^^J-^^  =  2,- 1^- 1  -  F(x). 

Diese  Differentialgleichung  ist  ein  specieller  Fall  derjenigen,  welche 
Herr  K  u  m  m  e  r  in  der  oben  erwähnten  Programmabhandlung  betrachtet : 

o    (f£r        g/  d'^  V     ^d^      ^  ^  ^ 
d^da;'         \disdxJ         dx^ 

Man  hat  nämlich  zu  setzen: 

a;  =  flj, 

£r  =  5, 

Z  =  0, 

Ln  vorliegenden  Falle  ist 

„^  «^  _  y-(«  +  /3  +  l)a;  _  y      y-(«  +  ß  +  l) 

^  «(!-»)'    -^  ~  «(l-a;)"        ~a;"^  l-x 

dp  _       y       y— (a  +  /i4-l) 

(<*•){  _  l-(l-y)'      l-(y_«-/})»       (l_y).-(a-^).+(y_a_^).-l 

~        2a;'       "^     2(l-a;)'  2x(l-x) 

(Hinsichtlich  der  Function  W{s,x)  vergl.  dieses  Journal  Bd.  70,  S.  116 
nebst  der  Verbesserung  Bd.  71,  S.  IV;  Monatsberichte  der  Konig- 
liehen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang  1870,  S.  767, 
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sowie   die   von   derselben  Akademie   herausgegebene  Abhandlung  des 
Verfassers:  „Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche"  S.  10.)*) 


in. 

Die  Differentialgleichung  (F.)  des  Art.  11,  in  welcher  für  die 
Function  F(x)  der  gefundene  Werth  [siehe  die  Gleichung  (Gr.)]  ein- 
zusetzen ist,  sei  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Grössen 
«, /J,  y  reelle  Werthe  haben,  zur  Integration  vorgelegt.  (Vergl. 
„Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche,"  S.  17 — 21.)**) 

Wenn  die  drei  Quadrate 

(l-yy,     {a-ßy,     {y-a-ßy 
der  Reihe  nach  mit 

bezeichnet  werden,  so  geht  die  angeführte  Differentialgleichung  über  in 

[n.)       v{s,x)  -     2^,    ^2{l-xy  2^(1-^)      ' 

enthält  also  nur  die  Quadrate  der  Grössen  A,  ft,  v.  Um  etwas  Be- 
stimmtes festzusetzen ,  möge  angenommen  werden ,  dass  die  Zahlen 
A,  fi,  v,  welche  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  reeü  sind,  die 
positiven  Werthe  der  Quadratwurzeln  aus  A*,  fi*,  v*  bezeichnen. 

Zur  allgemeinen  Integration  dieser  Differentialgleichung  genügt 
die  Auffindung  eines   particulären  Integrales ,    da ,    wenn  s  =■  6   ein 

particuläres  Integral  ist,    s  ^  -j^ — -~-   ebenfalls    ein   Integral   der 

Differentialgleichung  ist,  welches  die  hinreichende  Anzahl  willkürlicher 
Constanten  enthält. 

Für  das  Argument  x  sind  die  Werthe  0,  oo,  1  die  einzigen  singu- 
lären.    Wird  statt   der  Variablen  x   eine   rationale  Function   ersten 

Grades  derselben  js  =  -^ — ; — -  als  neue  unabhängige  Variable  ein- 

c^x  +  c^ 

geführt,  so  gilt  die  identische  Gleichung 


''(*'*)  =  (S)''^(*'^)- 


*)  Siehe  S.  78  und  S.  145  dieses  Bandes  und  S.  13  des  ersten  Bandes  der  vor- 
liegenden Ausgabe. 

**)  Siehe  S.  20—24  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 
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Wird  nun  das  allgemeine  Integral  der  obigen  Differentialgleichung 
mit  s{Xj(i,v,x)  bezeiclinet,  so  ergeben  sich  aus  der  zuletzt  angege- 
benen Gleichung  folgende  Formeln: 

s{XjIi,v,js)  ^  s{lffijV,x)  wenn  0  =  x, 

=  s(v,  fi,  A,  a:)    für    0  =  1  — a;, 

=  5(fi,A,i;,a;)    für    ^  =    -, 

X 

==  s(i/,A,fi,a;)  für  ^  =  jzr^, 
=  s(XyV,ii,x)  für  ß  =  --^, 
=  5(^,1/,  A,a;)     für    ^r  =  -^^, 

ganz  im  Einklänge  mit  einem  Satze  Riemann's  betreffend  die  von 
ihm  mit  P(A, fi, v, a;)  bezeichnete  Function.  (Riemann's  Abhdlg. 
Art.  V.) 

In  der  That  erweist  sich  die  Function  s(A,  fi,  1/,  a;)  als  der  Quo- 
tient zweier  linear  unabhängigen  Zweige  der  Riemann sehen  Func- 
tion P(A,  f*,  V,  x). 

Es  sei  nun  x^  ein  nicht  singulärer  Werth  des  Argumentes  und 

F(a;)  =  ao-|-ai(a:-a;J-f-..--t-a^i(a:— a;J"-'  +  -.. 

die  nach  Potenzen  von  x  —  x^  mit  ganzzahligen  positiven  Exponenten 
fortschreitende,  für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  klei- 
nen Werthe  von  x  —  x^  convergente  Entwickelung  von  F(a:).  Man 
setze,  mit  s*  ein  particuläres  Integral  bezeichnend, 

lög-XT  =  ^  =  -^^  +  *+6i(a?--.rJ+6,(a;-a;o)*+---+6,(a;--a:J'-f-.--, 


dx        dx  x^x. 

wo  die  Coefficienten  h  und  der  Bereich  der  Convergenz  noch  zu  be< 
stimmen  sind.    Dann  ist 

+ 


+  26,  +  26, 


H 1-26, 

-J[6,  («-«.)  + 6,(a;-a:,)' +  •••+ 6^(a;-a;,)-* +  .. -r 
=  a„  +  a,(a;-a;J  H +  a^,  (a;-a!j"-'  +  •  •  •. 
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Wird  der  Coefficient  von  {x—x^^y'~^  in  der  Entwickelung  von 

[6, {X--X,)  +  K{x^x,y  + . . .  +  K^,{x^x>r]\ 

welcher  eine  ganze  Function  der  Grössen  6„  6j,  •  •  •  h^_^  mit  ganzen 
positiven  Zahlencoefficienten  ist,  mit  6r(6j,  •••  &,_,)  bezeiclinet,  so  er- 
gibt sich  aus  der  Vergleichung  der  Glieder  mit  gleich  hohen  Poten- 
zen von  X—  Xq 

( J-)     ^"  =  :^[*-' + *  ^(*"  •  •  •  *»-»)]• 

Es  ist  also  der  Coefficient  6,  eine  ganze  Function  der  Grössen 
Oq,  a„  •••  a,^,  mit  positiven  rationalen  Zahlencoefficienten.  Der 
Coefficient  6,  ist  daher  durch  diese  Grössen  a  eindeutig  bestimmt. 
Es  handelt  sich  somit  nur  noch  darum,  zu  beweisen,  dass  die  Eeihe 
für  die  Grösse  r,  wenn  in  derselben  die  Coefficienten  b  auf  die  ange- 
gebene Weise  bestimmt  werden,  für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach 
eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitenden  Werthe  von  x-^x^  con- 
vergent  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  zur  Vergleichung 


x—x^ 


wo 


-2         "2       X'-x, 
r  = h-^r 


hierin  bezeichne  5  eine  positive,  nachher  näher  zu  bestimmende  Grösse. 
Aus  dieser  Annahme  ergibt  sich 

dr 

wo  «0  =  TT  ist»  ^  öilö  anderen  Coefficienten  aber  die  Gleichung  gilt : 


/ 1  \"+^ 
«.^1  =  S[^jJ    ,    n>l. 


Gesetzt  nun,  es  wäre  in  der  obigen  Gleichung  a^  =  a„,  so  würde  sich, 

/ 1 Y"*"^ 
wenn  6,  nach   der  Formel  (J.)  berechnet  wird,   6^  =  /J„  =  2(  y  ) 

ergeben,   und  dann  würde  die  für  die  Grösse  r  sich  ergebende  Reihe 
unbedingt  convergiren,  wenn  \x^Xq\<z^,    Wenn  nun  das  Gesetz  der 
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Coefficienten  a^  ein  anderes  ist  und  nur  vorausgesetzt  wird,  dass  die 
Reihe 

»0  +  »i(^-^o)  +  •  •  •  +  a«(^-^o)"  +  •  •  • 

für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  kleinen  Wertiie  von 
x  —  x^  convergirt,  so  wird  es  jedenfalls  möglich  sein,  eine  von  0  ver- 
schiedene positive  Zahl  5  zu  bestimmen,  so  dass  der  absolute  Betrag 
\a  I  von  a.  für  alle  Werthe  von  n  kleiner  als  a^  ist. 

Wegen  der  vorausgesetzten  Convergenz  muss  es  einen  von  0  ver- 
schiedenen Werth  der  Differenz  x—x^,  oc^—x^  geben,  für  welchen  alle 
Glieder  der  Reihe  einzeln  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 
eine  endliche  Grosse  g  sind;  also 

Man  wähle  nun  |  so  klein,  dass  sowohl  |  <:  \x^  —  xX  als  auch  5f|'<6. 
Werden  dann  aber  nach  der  Formel  (J.)  die  Coefficienten  \  berech- 
net, so  ergibt  sich  für  den  absoluten  Betrag  von  6,  ein  kleinerer  Werth 
als  /},,  also  convergirt  die  für  r  erhaltene  Reihe  sicher,  wenn  \X'-Xf\<,\. 

Dieser  Beweis  beruht  auf  demselben  Verfahren  der  Vergleichung 
von  Reihenentwickelungen,  welches  Herr  Weierstrass  seit  einer 
Reihe  von  Jahren  gelegentlich  der  Begründung  einiger  Fundamental- 
sätze aus  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in 
seinen  Vorlesungen  zu  entwickeln  pflegt,  und  auf  dem  der  Beweis 
des  in  der  Abhandlung  desselben :  „Ueber  die  Theorie  der  analj^ischen 
Facultäten,*^  dieses  Journal  Bd.  51,  S.  43  ausgesprochenen  allgemeinen 
Lehrsatzes  beruht. 

Aus  der  erhaltenen  Reihe  ergibt  sich  durch  Integration  und  TJeber- 
gang  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen,  bei  angemessener  Bestim- 
mung der  durch  die  Integration  eingeführten  Constanten, 

log^  =  -21og(a;-a:J  +  log(-l)  +  i6,(a:-xJ.fift,(a;-a?J  +  ..., 
dx         {X'-xJ 

und  durch  nochmalige  Integration 


j 
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wo  die  Grössen  V  ganze  Functionen  der  Coefficienten  6  mit  rationa- 
len Zahlencoefficienten  sind,  und  die  Reihen  sämmtlioli  unbedingt  con- 
vergiren,  wenn  der  absolute  Betrag  von  x—x^  kleiner  als  |  ist. 

Das  auf  diese  Weise  erhaltene  particuläre  Integral  s  der  Diffe- 
rentialgleichung W{s,x)  =  F(:r),  welches  für  eine  gewisse  Umge- 
bung des  nicht  singulären  Punktes  x  =  x^  erklärt  ist,  ist  durch  die 
Eigenschaft  charakterisirt ,  dass  dem  Werthe  x  =  Xq  der  Werth 
s  =  00  entspricht;  da  nun  dieses  Integral  in  der  Umgebung  des 
Werthes  x  =  x^  unverzweigt  ist  und  bei  der  Annäherung  von  x 
an  den  Werth  x^  ebenso  unendlich  .wird,  wie  {x—Xq)~\  so  entspricht 
einem  einmaligen  Umlaufe  der  Grösse  x  um  den  Werth  x^  ebenfalls 
ein  einmaliger  Umlauf  der  Grösse  s'  um  den  Werth  oo.  Wird  also 
in  der  Umgebung  des  Werthes  x  =  x^  ein  einfach  zusanunenhän- 
gender  Bereich  X  abgegrenzt,  welcher  ganz  im  Inneren  des  Be- 
reiches \x—Xq\<:1^  liegt,  und  wird  das  Gebiet  aller  Werthe,  welche 
das  eben  erklärte  Functionenelement  s'  für  die  Punkte  von  X  anneh- 
men kann,  durch  einen  Theil  S'  der  Ebene  (s)  geometrisch  dargestellt, 
so  liegt  der  unendlich  ferne  Punkt  im  Inneren  dieses  ebenfalls  ein- 
fach  zusammenhängendeil  Bereiches  S',  und  zwar  ist  dieser  unendlich 
ferne  Punkt  ein  einfacher  Punkt  der  Fläche  S\ 

Aus  dem  particulären  Integrale   s'  entsteht  das  allgemeine  Inte- 

C  s'+C 
gral  durch  die  Gleichung  s  =  -T^—rrTr*    Wird  das  den  Punkten  des 

Bereiches  X  entsprechende,  die  Werthe  des  Integrals  s  bei  bestimm- 
ter Festsetzung  der  Werthe  der  Constanten  C  geometrisch  darstel- 
lende Gebiet  mit  8  bezeichnet ,  so  ergibt  sich ,  dass  die  beiden  Ge- 
biete S  und  S'  in  der  bekannten  Beziehung  der  Möbiusschen  Kreis- 
verwandtschaft zu  einander  stehen.  Der  dem  Punkte  x^  eindeutig 
entsprechende  Punkt  des  Bereiches  S  ist  also  ein  einfacher  Punkt 
desselben.  Da  nun  der  Punkt  x^  ein  beliebiger  nicht  singulärer  Punkt 
ist  und  der  Bereich  X  bis  an  die  singulären  Punkte  beliebig  ausge- 
dehnt werden  kann,  so  ergibt  sich  folgender  Satz:  Wenn  in  der 
Ebene  des  Argumentes  x  irgend  ein  einfach  zusammen- 
hängender, keinen  der  singulären  Punkte  in  seinem  In- 
neren enthaltender  Bereich  X  abgegrenzt  wird,  so  ent- 
spricht demselben  vermittelst  eines  particulären  Inte- 
grales der  Differentialgleichung  ^(5,a;)  =  F(.r)  ein  eben- 
falls einfach  zusammenhängender  Bereich  5,  welcher 
den   unendlich   fernen   Punkt    einmal   oder   mehrmals  in 

Schwarz,  Getammelta  Abhandlnngeiu  H.  15 
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seinem  Inneren  enthalten  kann,  dessen  Inneres  aber 
keinen  Windungspunkt  enthält. 

Ist  insbesondere  der  Werth  .r,,  ein  nicht  singiilärer  reeller 
Werth,  und  haben  die  in  der  Differentialgleichung  vorkommenden 
Grrös«en  A*,  |Lt*,  v^  reelle  Werthe,  wie  vorausgesetzt  wurde,  so  ent- 
sprechen bei  dem  partikulären  Integrale  s'  den  reellen,  dem  Werthe 
X  =^  x^  benachbarten  Werthen  von  x  reelle  Werthe  von  s\  da  sämmt- 
licne  Grössen  V  reelle  Werthe  haben.  In  der  Fläche  S'  entspricht 
also  der,  den  Punkt  x^  enthaltenden  Strecke  der  Axe  des  Reellen  in 
der  Ebene  (x)  eine  gerade  Linie  und  in  der  Fläche  S  demzufolge- 
allgemein zu  reden,   ein  Kreisbogen. 

Es  ist  nun  das  Verhalten  eines  particulären  Integrales  der  Dif- 
ferentialgleichung in  der  Nähe  eines  singulären  Werthes  des  Ar- 
gumentes näher  zu  untersuchen.  Den  obigen  Formeln  zufolge  genügt 
es,  diese  Untersuchung  für  den  singulären  Werth  a;  =  0  durchzufuhren. 

Es  sei 

^^""^  =  -^^r+~  +  a,  +  a,a;  +  ...-ha.a;--^-f... 

die  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Entwickelung ,  welche  fiir 
1^1  <  60  unbedingt  convergirt.  Man  setze,  mit  s*  wieder  ein  particu- 
läres  Integral  bezeichnend, 

^  log?    =  ^'  =  -    —^- +  60  +  ^^  +  6,^"+ •••+6.^"  + 


dx         dx  x 

so  ist 


• "  "t 


^  =  ^  +  6,  +  26.a;  +  ...-hn6.x-^  + 


und 

• 

dr 
dx 

-i*-' 

2a;'   ^ 

(1+^)6, 

X 

+  (1  +  A)(6.+   b,x+- 

■•+  M*" 

'+• 

•  ■) 

+   (J,  +  26,a;  +  .. 

'  +tib^af~ 

'+• 

") 

-HK+  6,«  +  •  •  •  +  6.-,«""' +•••)*• 

Hieraus  folgt 

allgemein,   wenn   Cr{\jhii  "- K-i)   den  Coefficienten   von   z^^   in  der 
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Entwickelung  von  (b^  +  h^x-\ +K-i^*'''y  »a^^  Potenzen  von  x  be- 
zeichnet, welcher  eine  ganze  Function  der  Grössen  &<,  >  *i  ? '  *  '  ^«-i  ^^^ 
positiven  Zahlencoefficienten  ist, 

(K.)    6,  =  _^J.^-^(a.  +  iG^(6o,6u---2^.-i)). 

Es  ist  demnach  b^  eine  ganze  Function  der  Grössen  a^,  -  "  a^  mit  po- 
sitiven Zahlencoefficienten. 

Die  Convergenz  ergibt  sich  aus  der  Vergleichung  mit   der  Reihe 


X 


/In"'*'*                        1  +  A         2 
wenn  /S^  =  2(  y  )      ,  also  r  = h-v gesetzt  wird.    Dann 

\  5  /  X  § — X 


ergibt  sich  nämlich 


j^—^''  =  y"+^"*""'+"'^+""+""*""  ■*"•*■' 


«.  =  2  (1  +  A)  ( j)"^' . 


Aus  der  Annahme,  dass  die  Reihe 

"  +  o,  +  c^oX  H h  a.x*^*  H 

für  'x]  =  lo  convergirt,  folgt:  Es  gibt  einen  positiven  Werth  g,  so 
dass  für  alle  Werthe  von  n  !a„||J"*  <zg  ist.  Man  wähle  nun  |  so  klein, 
dass  sowohl  5<:|o,  als  auch  ^fl^l  <:2(1  +  A);  dann  ist  |6«|</5„,  also 
convergirt  die  erhaltene  Reihe  sicher  für  aUe  Werthe  von  x,  für 
welche  1ä:|  <:|  ist. 

Durch  Integration  und  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu  den 
Zahlen  ergibt  sich  bei  geeigneter  Verfügung  über  die  durch  die  In- 
tegration eingeführten  Constanten. 

/ds' 
räx  =  log^  =  logC-(l  +  A)loga;  +  6,a;  +  i&,a;'  +  i&,a;'H-..., 

dx 

15* 
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wo  die  Grössen  V  ganze  Functionen  der  Grössen  h  mit  positiven 
Zahlencoefficienten  sind  und  die  in  Klammern  stehende  Reihe  sicher 
convergirt,  sobald  jxl-'/g.  Hieraus  folgt  durch  Integration,  wenn  A 
weder  gleich  0,  noch  einer  ganzen  Zahl  gleich  ist, 

A 

oder,  wenn  —  p^'  mit  6  bezeichnet  wird, 

(L.)      6  =  x-^{l  +  V[  x  +  V,  x'  +  '  ")  +  C". 

Wenn  hingegen   A  gleich  0,   oder  einer  ganzen  Zahl  m  gleich  ist,  so 

kommt  in  der  Entwickelung  von  7^-v:  ein  Glied  — **  vor,   welches  bei 

o  (tx  X 

der  Integration  h[^\ogx  ergibt,  so  dass  in  diesem  Falle  ein  partien- 
läres  Integral  von  der  Form 

(L*)       6  =  x^(l  +  b';x  +  b';x'+'''mmi.)  +  BJogx  +  C'' 

erhalten  wird.  Die  Coefficienten  b" ,  von  denen  nur  V'  unbestinmit 
bleibt,  sind  ganze  Functionen  der  Grössen  a. 

Der  Factor  li^  ist,  wenn  m  von  0  verschieden  ist,  eine  ganze 
Function  der  Grössen  a^^a^,  •••  a^.j.  Zur  Berechnung  desselben  kann 
folgende  Methode  dienen. 

Wird  in  der  Differentialgleichung  (B.)  p  = gesetzt  und 

g  aus  der  Bedingung 

bestimmt,  aus  welcher  sich 

q  =  i[F(a;)--=^-]  =  -2;-(ao  +  a,^  +  a,a?«  +  .--) 

ergibt,  so  sind,  wie  aus  der  Formel  (E.)  des  Art.  11  folgt, 

7'-/      1  ds\-i       , 

zwei  Integrale  dieser  Differentialgleichung,    welcher  nun  die  Form 

« 

(M.)    2x-^-2{m-l)  ^  +  (a,+a,x  +  a,3^+  •  •  •  +o,_,ic— +•  ••)?  =  0 
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gegeben  werden  möge.  Wird  sodann  s  =  6  gesetzt,  wo  6  aus  der 
Gleichung  (L*)  zu  entnehmen  ist,  so  hat  das  Integral  y^  in»  der  Um- 
gebung von  a;  =  0  den  Charakter  einer  ganzen  Function,  während 
die  für  diesen  Bereich  geltende  Entwickelung  desselben  die  Form 

annimmt.    Das  Integral  y^  hingegen  hat  die  Entwickelung: 
y,  =  (l  +  b';x  +  b';x'  +  '"){l  +  c,x  +  c,x'+''-)  +  {BJogx)tj,  +  C"y, 

oder 

y,  =  1+A,x+Ä,x'  +  -"-^  A^,^,x-'+*+Ä^^,x-^^  +  ^'' 

+  {BJogx)x''{l  +  c,x  +  c,x'+'") 
+  C,y,. 

Ohne  dass  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  Abbruch  geschieht, 
kann  nämlich  angenommen  werden,  dass  ^,.  den  Werth  0  habe,  da 
dieses  durch  geeignete  Bestimmung  von  (/,  erreicht  werden  kann. 
Es  gibt  also  sicher  auch  ein  particuläres  Integral  der  Differential- 
gleichung (M.)  von  der  Form  yt—C^y^^j  und  zwar  können  die  Coefli- 
cienten  -4,,  -4^,  •  •  •  A^_i  und  der  Coefficient  J5,„  ,  da  die  Existenz  der 
Entwickelung  ausser  Frage  steht,  nach  der  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefflcienten  berechnet  werden.  Hierbei  ergeben  sicli,  wenn  bis 
zu  den  Gliedern  mit  der  Potenz  a;'""^  fortgeschritten  wird  —  die 
Glieder,  welche  den  Factor  log:z;  behalten,  heben  sich  gegen  einander 
fort  —  folgende  Gleichungen : 

0  =  a,-2.1(w-l)^,, 

0  =  a,       +        a,A,        +        ao^-2.3(m-3)^3, 

•       •  •  •  •        • 

0  =  ö«-t     +     a^,A,        +      a^_,A,      +      a^.,A^'  +       ao-4«.-i+2mB^. 

Diese  Gleichungen  gestatten  eine  successive  Auflösung.  Man  bezeichne 
mit  a^^  eine  Grösse,  deren  beide  Indiees  (/  und  h  unabhängig  von 
einander  alle  Werthe  0,  1,  2,  •••  tn—1  annehmen  können,  und  setze 

«.,A  =  Va'  wenn  hr<(j, 

=  —  2A(w— Ä),  wenn  h  =  g  +  l, 
=  0,  wenn  Ä>^-hl. 
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Wird  die  aus  den  w*  Grössen  a^,^  gebildete  Determinante  mit  D  be- 
zeichnet, so  ergibt  sieb 


D  = 


a.    -2-1 

(m-1) 

0 

0 

0 

• 

-2-2  (^-2)   •• 

•                                                     •     • 

ü 

• 

0 

« 

• 

a^3 

• 

•                                                    •     • 

• 

—  2  (»«  - 

2)2 

0 

»^. 

»-» 

«-4 

«0 

-2{m- 

-1)1 

1 

0-. 

afficient  J 

3    hat  < 

ilso  den  Wert! 

1 

«. 

(N.) 


B.  =  - 


1     1 


2-    m!    (m-1)! 


D. 


Das  Verschwinden  der  Determinante  D  ist  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  der  betrachtete  singulare  Punkt 
a;  =  0  nach  der  Bezeichnungsweise  des  Herrn  Weierstrass  ein 
ausserwesentlich  aingulärer  Punkt  sei.  (Vergl.  eine  Abh.  des  Herrn 
Fuchs,   dieses  Journal  Bd. 68,  S.378.) 


Fürm  =  l,      2, 


3, 


4    ergibt  sich 


D  =  ao,  al+2a,,  al  +  8a,a,+Ua,,  a;  +  20a>,+96a,a,+-36a:  +  288fv 

Wenn  A  =  0  ist,  so  ist  der  singulare  Punkt  o;  =  0  stets  ein  we- 
sentlich singulärer;  wenn  A  =  1  ist,  ergibt  sich  als  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  x  =  0  ein  ausserwesentlioh 
singulärer  Werth  sei,  a^  =  J-(f*  +  ^)(i'*~^)  ==  ^'  Ebenso  findet  man 
durch  wirkliche  Ausführung  der  Rechnung,  wobei  die  Werthe  der 
Coefflcienten  a  mit  Hülfe  der  Grleichung  (H.)  zu  bestimmen  sind,  fdr 
A  =  2,  3,  4  beziehlich  die  Bedingungen   (vergl.  Art.  VII.) : 


flu«  A  =  2 
A  =  3 


y} 


n 


A  =  4 


[(^+v)'-l][(^-v)'-l]  =0, 

(^+v)(,t-v)[(^+t;)'-2'][(ft-v)*-2']  =  0, 

[(^+i;)'-l][(iit-i;)'-l][(^+v)'-3'][(^-i;)'-3']   =  0. 


Weil  in  dem  hier  zu  betrachtenden  Falle  reellen  Werthen  von  x  stets 
reelle  Werthe  der  Function  F(ic)  entsprechen,  so  haben  sämmtliche 
Grössen  a,  also  auch  die  Grrössen  h  und  c,  sowie  die  Grösse  B^  aus- 
schliesslich reelle  Werthe ;  es  entsprechen  daher,  —  wenn  für  positiv»^ 


Zur  Theorie  der  Gaussischen  hypergeometrischen  Reihe.  231 

Werthe  von  x  der  Potenz  x'^  ihr  reeller  Werth  und  in  dem  Falle, 
in  welchem  ein  logarithmisches  Glied  vorkommt,  dem  Logarithmus 
für  positive  Werthe  von  x  sein  reeller  Werth,  der  Constanten  C"  der 
Werth  0  beigelegt  wird,  —  kleinen  reellen  positiven  Werthen  von 
X  ebenfalls  reelle  Werthe  von  6\  es  beschreiben  also,  während  x  sich 
auf  einem  Theile  der  geradlinigen  Strecke  0  •  •  •  1  bewegt ,  die  Inte- 
grale 6  und  s'  ebenfalls  gerade  Linien. 

Beschreibt  nun  die  Grösse  x  um  den  Punkt  ä:  =  0  in  positivem 
Sinne  einen  Halbkreis,  und  werden  dann  der  Variablen  x  nur  negative 
Werthe  a:  =  — ^  beigelegt,  so  erhält  x'^'  den  Factor  e^'**,  und  es  ist 
6  =  e^^^ z'^{X—y[z-\ ),  es  beschreiben  also  6  und  s'  auch  für  ne- 
gative Werthe  der  Grösse  x  gerade  Linien. 

Ist  X  gleich  w,  und  J9^  nicht  gleich  0,  so  wächst  log  x  um  ny 
und  es  beschreibt  6  für  kleine  reelle  negative  Werthe  von  x  wieder 
eine  Gerade,  welche  der  vorigen  parallel  ist  und  von  derselben  den 
Abstand  Bjk  hat. 

Das  particuläre  Integral  5  =  ^*  vermittelt  die  conforme  Ab- 
bildung eines  in  der  Umgebung  des  Punktes  a;  =  0  auf  der  positiven 
Seite  der  Axe  des  Reellen  liegenden  Theiles  der  Ebene  (a)  (siehe 
Fig.  12  auf  S.  232)  auf  einen  Gebietstheil,- dessen  Begrenzung,  allge- 
mein zu  reden,  zwei  Kreisbogen  enthält,  welche  den  beiden  im 
Punkte  a?  =  0  zusammentreffenden  Strecken  der  Axe  des  Reellen  in 
der  Ebene  {x)  entsprechen.  (Siehe  die  Figuren  13  und  14  auf  S.  232). 
Die  Tangenten  dieser  Kreisbogen  schliessen  mit  einander  den  Win- 
kel k%  ein ,  in  dem  Sinne ,  dass ,  wenn  von  dem  Gebiete  durch  eine 
Kreislinie  mit  hinreichend  kleinem  Radius  (»  ein,  in  der  Umge- 
bung des  Eckpunktes  liegender  Theil  des  Gebietes  abgeschnitten 
wird,  dieser  abgeschnittene  Theil  entweder  genau,  oder  näherungs- 
weise die  Gestalt  eines  Kreissectors  mit  dem  Centriwinkel  K%  besitzt. 
Ist  k  gleich  einer  ganzen  Zahl,  und  B^  nicht  gleich  0,  so  berüh- 
ren sich  beide  Kreisbogen;  wenn  2?^  gleich  0  ist,  so  gehören  die 
beiden  Bogen  demselben  Kreise  an ;  ist  A  weder  gleich  0,  noch  einer 
ganzen  Zahl  gleich,  so  schneiden  sich  die  Kreise,  denen  diese  Kreis- 
bogen angehören,  in  zwei  nicht  zusammenfallenden  Punkten. 

Hieraus  ergibt  sich,  da  für  die  singulären  Punkte  a;  =  1.  x  =  oo 
eine  analoge  Untersuchung  zu  dem  analogen  Ergebnisse  führt,  fol- 
gender Satz : 

Die  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  des  Reellen  in 
der  Ebene  des  Argumentes  x  liegende  Halbebcuc  7?  wird 
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durch  ein  particuläres  Integra!  der  Differentialglei- 
chung 

*(s,j:i  ^^,    f  2i^l-j-)'  23:{l-3:)      ' 

wenn  die  drei  (irössen  A,  (i,  v  reelle  Wertbe  haben,  con- 
form  abgebildet  auf  einen  einfach  zusammenhängen- 
den, in  seinem  Inneren  keinen  Windungspunk  t  enthal- 
tenden Beroieli  S,  dessen  Begrenzung,  allgemein  zu 
reden,  aua  drei,  ein  Dreieck  bildeuden  Kreisbogen  be- 
steht. 

])ie  Winkel  dieses  Kreisbogendreiecks  Ä,  deren  Schei- 
tel den  singuläi'en  Wcrthen  a:  =  0,  3;  =  oo  und  a;  =  1  entsprechen, 
sind  beziehlirU  Xn,  ftsr,  vti. 

Oder :  Der  Quotient  zweier  linear  unabhängigen  Pa^ 
tieularlüsungeii  der  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reihe  vermittelt,  wenn  die  Grössen  a.jS,;' 
reelle  Werthe  haben,  die  conformc  Abbildung  einer 
Halbebene  auf  ein  Kreisbogendreieck  mit  den  Winkeln 
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1  — yJÄ,  \a—ß\x,  |y— a— /J|3r.  Dieses  Kjeisbogendreieck  enthält  nach 
dem  Vorhergehenden  in  seinem  Inneren  keinen  Windungspunkt;  nur 
die  Ecken  desselben  können  zugleich  Windungspunkte  sein,  wenn 
unter  den  Winkeln  des  Kreisbogendreiecks  sich  solche  befinden,  die 
grösser  als  2jc  sind.     (Vergl.  dieses  Journal  Bd.  70,  S.  117.)*) 

Anmerkung.  Auch  für  den  Fall,  dass  eine,  zwei  oder  alle 
drei  der  reellen  Grössen  A^  li^,  v^  negative  Werthe  haben,  sind  die 
verschiedenen  Blätter  des  der  Halbebene  JS  entsprechenden  Bereiches 
S,  welche  alsdann  Theile  der  Ebene  {s)  unendlich  oft  bedecken,  allge- 
mein zu  reden,  von  drei  Kreisen  begrenzt,  während  entsprechend  eine, 
zwei  oder  drei  der  eigentlichen  Ecken  des  Kreisbogendreiecks  ver- 
loren gehen. 

IV. 

Die  gegenseitige  Lage  der  Kreise,  denen  die  drei  Seiten  des 
Kreisbogendreiecks  B  angehören,  hängt  offenbar  von  den  Zahlen  A,  ft,  v 
ab.  Diese  Abhängigkeit  soll  jetzt  näher  untersucht  werden.  Man  denke 
sieh  einen  der  drei  Kreisbogen  ins  Auge  gefasst  und  die  Kreislinie, 
welcher  derselbe  angehört,  mit  Ä",  bezeichnet.  Dieser  Kreisbogen 
werde  von  einem  Punkte  beschrieben,  der  sich  so  in  demselben  be- 
wegt, dass  das  Innere  des  Kreisbogendreiecks  auf  der  linken  Seite 
der  Fortschreitungsrichtung  liegt.  Hierdurcli  ist  eine  einblättrige, 
einfach  zusammenhängende  Fläche  eindeutig  bestimmt,  welche  von  der 
Kreislinie  -ST,  vollständig  begrenzt  wird,  und  welche  ebenfalls  auf  der 
linken  Seite  jenes  Kreisbogens  liegt;  dieselbe  möge,  gleichviel  ob  sie 
ganz  im  Endlichen  liegt,  oder  den  unendlich  fernen  Punkt  in  ihrem 
Inneren  enthält,  mit  (1)  bezeichnet  werden.  Auf  dieselbe  Weise  er- 
geben sich  zwei  andere  Kreisflächen  (2)  und  (3),  welche  von  den 
Kreislinien  K^  und  K^  begi'enzt  werden. 

Es  möge  nun  angenommen  werden,  dass  die  drei  Zahlen  A,  /it,  v 
positive  Werthe  haben,  und  dass  zunächst  keine  derselben  einer  gan- 
zen Zahl  gleich  sei. 

Der  dem  Punkte  o;  =  0  entsprechende  Eckpunkt  L  der  Begren- 
zung von  S  ist  ein  zweien  Kreislinien,  etwa  K^  und  K^  gemeinsamer 
Punkt.     Der  Winkel  von  S  im  Punkte  L  beträgt  Xn. 

Die  beiden  Kreisflächen  (2)  und  (3)  haben  ein  Kreisbogenzweieck 
(2,3)   gemeinsam.     Bezeichnet  l'it  den  Winkel  desselben,  so  ist    A' 


1 


*)  Siehe  S.  80  dieses  Bandes. 
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eine  positive  Zahl,    welche  kleiner  als  1  ist,   und  zwar  ist  entweder 

A'  =  A  (mod.  2),    oder    2 ~A'  =  A  (mod.  2). 

Es  ist  also  wegen  dieser  beiden  Eigenschaften  die  Zahl  l'  ein- 
deutig bestimmt;  es  ist  nämlich  A'  der  absolute  Betrag  des  modnlo  2 
absolut  kleinsten  Restes  von  A. 

Ebenso  sind  ft'  und  v'  als  die  absoluten  Beträge  der  modulo  2 
absolut  kleinsten  Reste  von  (i  und  v  bestimmt. 

Eine  Kreislinie  K^  theilt  die  Ebene,  in  welcher  sie  liegt,  in  zwei 
Theile,  das  Innere  und  das  Aeussere  der  Kreislinie  K^, 

Durch  zwei  Kreislinien  K^  und  JK",,  'welche  einander  in  zwei  von 
einander  verschiedenen  Punkten  schneiden,  wird  die  Ebene  in  vier 
Kreisbogenzweiecke  getheilt,  welche  zwei  gemeinschaftliche  Ecken 
haben. 

Tritt  zu  den  beiden  Kreisen  K^  und  iT,  eine  dritte  Kreislinie 
K^  hinzu,  welche  die  Kreise  K^  und  K^  schneidet  und  durch  keinen 
der  beiden  Durchschnittspunkte  von  -84  und  K^  hindurchgeht,  so  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Es  liegen  nämlich  entweder  1)  die  beiden  Durchschnittspunkte 
von  -STj  und  K^  auf  derselben  Seite  von  K^,  d.  h.  beide  im  Inne- 
ren, oder  beide  im  Aeusseren  von  Jfg,  oder  2)  die  beiden  Durch- 
schnittspunkte von  K^  und  K^  liegen  auf  verschiedenen  Seiten 
von  JTj,  d.  h.  von  den  beiden  Schnittpunkten  liegt  der  eine  innerhalb, 
der  andere  ausserhalb  K^. 

Für  diese  Eintheilung  ist  es  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge 
die  drei  Kreise  mit  Ä",,  K^,  K^  bezeichnet  werden.  Im  ersten  Falle 
gibt  es  eine ,  die  drei  Kreise  orthogonal  schneidende  Kreislinie ,  an 
deren  Stelle  auch  eine  Gerade  treten  kann ;  im  zweiten  Falle  gibt 
es  keinen  Orthogonalkreis. 

Im  ersten  Falle  wird  die  Ebene  durch  die  drei  Kreislinien  zer- 
schnitten in  drei  Kreisbogenzweiecke ,  zwei  Kreisbogendreiecke  und 
drei  Kreisbogenvierecke;  im  zweiten  Falle  dagegen  wird  die  Ebene 
in  acht  Kreisbogendreiecke  getheilt,  deren  Winkel  sämmtlich  kleiner 
als  7C  sind. 

Man  kann  jedoch  auch  im  ersten  Falle  ebenso  wie  im  zweiten 
acht  verschiedene  Kreisbogendreiecke  unterscheiden,  deren  Winkel 
sämmtlich  kleiner  als  7t  sind.  Wird  nämlich  zu  einem  der  erwähnten 
Kreisbogendreiecke  eins  der  drei  anstossenden  Kreisbogemäereeke 
hinzugefügt,    so  entsteht  ein   neues   Kreisbogendreieck ,    und  solcher 
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gibt  es  sechs;  mit  Hinzurechnung  der  zwei  bereits  erwähnten  Kreis- 
bogendreiecke gibt  es  hiernach  auch  für  den  ersten  Fall  im  Ganzen 
acht  von  einander  verschiedene  Kreisbogendreiecke.  Diese  acht  Kreis- 
bogendreiecke entsprechen  einander  zu  zweien  sowohl  in  dem  ersten, 
als  in  dem  zweiten  Falle  durch  die  Gleichheit  ihrer  Winkel  —  ab- 
gesehen von  deren  verschiedener  Aufeinanderfolge  in  Bezug  auf  das 
Innere  des  Kreisbogendreiecks  — ,  so  dass  dieselben  im  Ganzen  vier 
Paare  bilden,  deren  Winkel,  wenn  A"ä,  fi"»,  v"%  die  Winkel  irgend 
eines  der  acht  Dreiecke  bezeichnen,  bei  Weglassung  des  Factors  % 
durch  folgendes  Schema  dargestellt  werden: 


A  \l  V  j 

A  1— fl  1—1/  , 

l^A"  yT  l-i;", 

1-A"       1-^"  v\ 

Je  zwei  demselben  Paare  angehörende  Dreiecke  sind  entweder 
völlig  getrennt,  so  dass  ihre  Flächen  auch  nicht  einen  Punkt  gemein- 
sam haben,  oder  sie  haben  eins  der  drei  Kreisbogenvierecke  des  er- 
sten Falles  gemeinsam. 

Wie  nun  auch  hinsichtlich  der  Gebiete  (1),  (2),  (3)  über  das 
Innere  oder  Aeussere  von  Ä",,  K^^  K^  verfügt  werden  möge,  unter 
den  acht  durch  diese  drei  Kreise  bestimmten  Dreiecken  gibt  es,  wenn 
A',  f*',  V  die  oben  angegebene  Bedeutung  baben,  stets  zwei  (und  im 
Allgemeinen  nur  zwei)  demselben  Paare  angehörende  Dreiecke  mit 
den  Winkeln  A'ä,  ft'jr,  vn.    Mit  anderen  Worten : 

Die  Kreise,  welchen  die  Seiten  des  Kreisbogen dreiecks  S  mit 
den  Winkeln  kic,  ftÄ,  vic  angehören,  bestimmen  in  derselben  Ebene 
auch  ein  Kreisbogendreieck  S'  mit  den  Winkeln  A'jr,  ft';r,  vtc. 

Die  zu  behandelnde  Aufgabe  wird  nun  durch  den  Umstand  eini- 
germassen  vereinfacht,  dass  die  Zahlen  A,  ft,  v  durch  die  absoluten 
Beträge  ihrer  modulo  2  absolut  kleinsten  Reste  A',  /*',  v  ersetzt  wer- 
den können,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  dadurch 
Abbruch  geschieht. 

Ausser  dem  erwähnten  Paare  von  Kreisbogendreiecken  sind  durch 
dieselben  Kreise  noch  drei  andere  Paare  von  Kreisbogendreiecken 
bestimmt.  Die  Verhältnisse  der  Winkel  dieser  vier  Dreieckspaare 
zur  Zahl  ic  sind  dargestellt  durch  das  Schema 
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Ar  I  r 

II  V 

•  Der  weiteren  Vereinfachung  wegen  ist  es  nun  nützlich,  aus  die- 
sen vier,  durch  dieselben  drei  Kreislinien  gleichzeitig  bestimmten 
Paaren  ein  Paar  und  zwar  dasjenige  herauszugreifen,  für  welches  die 
Summe  der  Winkel  ein  Minimum  ist.  Ein  diesem  Paare  angehö- 
rendes Kreisbogendreieck  möge  mit  iS",  und  die  Winkel  desselben 
mögen  beziehlich  mit  A"ä,  ft";r,  v'n  bezeichnet  werden. 

In  dem  ersten  der  oben  erwähnten  Falle  gibt  es  stets  ein  und 
nur  ein  solches  Paar,  für  welches  die  Summe  der  Winkel  kleiner  als 
Ä  ist,  nämlich  das  Paar  der  zuerst  erwähnten  beiden  Kreisbogen- 
dreiecke, von  denen  das  eine  ganz  innerhalb,  das  andere  ganz  ausser- 
halb des  Orthogonalkreises  liegt. 

In  dem  zweiten  Falle  ist  für  jedes  der  vier  Paare  die  Summe  der 
Winkel  grösser  als  jr,  und,  wenn  nicht  A  =  ft  =  v  =  J  ist,  so  ist  min- 
destens für  eins  der  vier  Paare  die  Summe  der  Winkel  kleiner  als  J  sr. 

Als  Grrenzfall  ist  der  Fall  zu  behandeln,  in  welchem  unter  den 
Dreiecken  eins  sich  findet,  in  welchem  die  Summe  der  Winkel  gleich 
it  ist,  da  dieser  Fall  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  der  Kreis  K^ 
durch  einen  der  beiden  Schnittpunkte  von  K^  und  K^  hindurchgeht. 

Das  Kreisbogendreieck  S",  für  welches  die  Summe  der  Winkel 
ein  Minimum  ist,  möge  das  dem  Kreisbogendreieck  S  zugeordnete 
reducirte  Kreisbogendreieck  genannt  werden.  Für  gewisse  Be- 
trachtungen genügt  es,  das  Kreisbogendreieck  S  durch  das  zugeord- 
nete reducirte  Kreisbogendreieck  S"  zu  ersetzen. 

Die  Construction  eines  Kreisbogendi*eiecks  LMN  mit  zwei  ge- 
radlinigen Seiten  LM  luid  LNj  dessen  Winkel  beziehlich  A«,  fi»,  vtc 
sind,  zeigt  Fig.15  für  den  Fall,  dass  A<:1,  |it<:l,  i/<:l;  k+(i+v<l 
ist.  Die  Bogen  AB,  JBC,  CD  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  0 
entsprechen  beziehlich  den  Centriwinkeln  ft«,  Aar,  vjc.  Die  Bogen  AM 
und  DN  sind  Quadranten,  die  Seiten  ML  und  NL  sind  beziehlich 
parallel  den  Radien  OB  und  OC  (In  der  Figur  ist  bei  den  Winkel- 
bezeichnungen überall  der  Factor  ä  weggelassen.) 

Wenn  A+ft  +  v  =  1  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Kreisbogen- 
dreiecks ein  Dreieck   mit  drei  geradlinigen  Seiten   und   den  Winkeln 

XtCj    HTtj    VJt. 
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Fig.  15. 


A 
Pamit   von   den   beiden   oben   erwähnten  Fällen   1)    und   2)   der 
zweite  eintrete,  ist,  wie  eine  nähere  Untersuchung  zeigt,  nothwendig 
und   hinreichend,    dass  gleichzeitig  die   folgenden  vier  Bedingungen 
erfüllt  sind: 

X+(i+v>>lj        —l+ii  +  v<zl,        A— fA+v<:l,        k+fi  —  v<::l. 

Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  und  nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung gibt  es  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  L  und  dem  Radius 
SjOM^—OU^  welcher  von  jeder  Seite  des  Kreisbogendreiecks  LMN  in 
diametral  gegenüberliegenden  Punkten  geschnitten  wird.  In  diesem 
Falle  ist  es  daher  möglich,  durch  Transformation  mittelst  reciproker 
Radien  die  Ebene  des  Kreisbogendreiecks  auf  eine  Kugelfläche  con- 
form  so  zu  übertragen,  dass  dem  Kreisbogendreieck  LMN  ein  von  drei 
Bogen  grösster  Kreise  gebildetes    sphärisches  Dreieck  entspricht. 

Das  in  Fig.  15  dargestellte  Kreisbogendreieck  entspricht  der  auf 
der  negativen  Seite  der  Axe  des  Rellen  in  der  Ebene  {x)  liegenden 
Halbebene,  wie  sich  aus  der  Aufeinanderfolge  der  drei  Winkel  In, 
fiXj  vn  ergibt. 

Der  im  Vorhergehenden  getroffenen  Festsetzung  zufolge  entspricht 
das  Kreisbogendreieck  S  der  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  des 
Reellen  in  der  Ebene  (x)  liegenden  Halbebene  E.  Es  kann  nun  die 
conforme  Abbildung  über  jede  der  drei  Strecken  der  Axe  des  Reellen 
— cx)...0,  0'««1,  1 — \-<x>  hinaus  analytisch  fortgesetzt  und  da- 
mit das  Grebiet  des  Argumentes  der  Function  s  auf  die  auf  der  negativen 
Seite  der  Axe  des  Reellen  liegende  Halbebene  i\  ausgedehnt  werden. 

Für  jede  dieser  analytischen  Fortsetzungen  gilt  nun,  weil  dem 
geradlinigen  Theile  der  Begrenzung  von  £  eine  kreislinige 
Begrenzung  von  S  entspricht,  ein  sehr  einfaches  Gesetz. 
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Bei  der  Fortsetzung  der  Abbildung  über  eine  der  drei  Strecken 
der  Axe  des  Reellen  hinaus  entspricht  nämlich  der  Halbebene  E^ 
ebenso  wie  der  Halbebene  E  ein  Kreisbogendreieck,  welches  mit  S 
eine  Seite  gemeinsam  hat,  und  welches  mit  S^  bezeichnet  werden 
möge.  Werden  nun  die  Punkte  der  beiden  Halbebenen  E  und  E^ 
durch  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Axe  des  Reellen  einander  zuge- 
ordnet, so  geht  aus  dieser  Zuordnung  ein  punktweises  Entsprechen 
der  Gebiete  S  und  Sj  hervor,  und  zwar  ist  dieses  Entsprechen  das- 
jenige, welches  unter  dem  Namen  der  Möbius  sehen  Kreisverwandt- 
schaft oder  der  Transformation  durch  reciproke  Radien  bekannt  ist. 
Der  Kreis,  welchem  die  den  Grebieten  S  und  S^  gemeinsame  Seite 
angehört,  ist  die  Directrix  dieser  Verwandtschaft.  (Vergl.  Monats- 
berichte der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin, 
Jahrgang  1870,  S.  774.)*) 

Nach  dem  erwähnten  Gesetze,  welches  wohl  ,, Gesetz  der  Sym- 
metrie in  Bezug  auf  eine  Ej:eislinie^'  genannt  werden  darf,  kann  also 
die  conforme  Abbildung  der  Halbebene  E  auf  das  Gebiet  S  über 
jede  der  drei  Seiten  des  Gebietes  S  hinaus  analytisch  fortgesetzt 
werden.  Jedes  der  drei,  bei  der  analytischen  Fortsetzung  dieser  con- 
formen  Abbildung  entstehenden,  der  Halbebene  E^  entsprechenden 
Gebiete  S^  kann  eine  ;,synunetrische  Wiederholung*^  des  Gebietes  S 
genannt  werden. 

Offenbar  gelten  nun  dieselben  Betrachtungen  hinsichtlich  der 
analytischen  Fortsetzung  der  conformen  Abbildung  nach  dem  Sym- 
metriegesetze auch  für  die  symmetrischen  Wiederholungen,  da  diese 
ebenfalls  von  Kreisbogen  oder  geraden  Strecken  begrenzt  sind.  Es 
entsteht  hieraus  in  der  Idee  zunächst  eine  unendliche  Anzahl  von 
Gebieten  S  und  /S,,  d.  h.  von  unendlich  vielen  conformen  Abbildungen 
der  Halbebenen  E  und  E^,  welche  sämmtlich  durch  die  analytische 
Function  s  und  deren  analytische  Fortsetzungen  vermittelt  werden. 

In  allen  den  Fällen,  in  welchen  die  Function  s  eine  algebrai- 
sche Function  des  Argumentes  x  ist ,  wird  die  Anzahl  der  auf  die 
angegebene  Weise  entstehenden,  von  einander  verschiedenen 
Gebiete  S  und  S^  eine  endliche  sein. 

Da  sich  dieser  Satz  in  der  Weise  umkehren  lässt,  dass,  wenn 
die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen,  aus  der  symmetrischen 
Wiederholung  des  Bereiches  S  entstehenden  Bereiche  eine  endliche 


*)  Siehe  S.  151  dieses  Bandes. 
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ist,  die  Function  $  eine  algebraische  Function  ihres  Argumentes  x  ist, 
so  wird  hierdurch  die  Untersuchung  der  ursprünglich  der  Functio- 
nentheorie  angehörenden  Frage  auf  eine  geometrische  Aufgabe  zu- 
rückgeführt, nämlich: 

Alle  Kreisbogendreiecke  zu  finden,  welche  bei  ihrer 
Vervielfältigung  nach  dem  Symmetriegesetze  nur  zu 
einer  endlichen  Anzahl  von  der  Lage  und  der  Gestalt 
nach  verschiedenen  Kreisbogendreiecken  Anlass  geben. 

Die  Betrachtung  der  Kreise,  welchen  die  Seiten  des  Kreisbogen- 
dreiecks S  und  der  symmetrischen  Wiederholungen  desselben  ange- 
hören, zeigt  nun,  dass  dieselben  Kreislinien,  welche  bei  der  Bildung 
der  symmetrischen  Wiederholungen  des  Kreisbogendreiecks  S  auftre- 
ten, auch  für  das  zugeordnete  reducirte  Kreisbogendreieck  S"  und 
fiir  dessen  symmetrische  Wiederholungen  sich  ergeben.  Also  ist  es, 
wenn  keine  der  drei  Zahlen  k,  ^,  v  eine  ganze  Zahl  ist,  gestattet, 
für  den  vorliegenden  Zweck  die  Untersuchung  auf  die  Betrachtung 
des  zugeordneten  reducirten  Kreisbogendreiecks  zu  beschränken. 

Die  Möglichkeit  einer  derartigen  Zurückführung  hängt  mit  dem 
Lehrsatze  zusammen,  dass  zwischen  je  drei  hypergeometrischen  Rei- 
hen, deren  erste  drei  Elemente  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterschei- 
den, eine  identische  Relation  besteht,  vermöge  deren  es  im  Allge- 
meinen möglich  ist,  jede  einzelne  der  drei  hypergeometrischen  Reihen 
durch  die  beiden  anderen,  mit  rationalen  Functionen  von  x  als  Coeffi- 
cienten,  auszudrücken. 

V. 

Wenn  die  Winkelsumme  des  in  Art.  IV  erklärten  reducirten 
Kreisbogendreiecks  S"  kleiner  als  ä  ist,  so  tritt  von  den  beiden  er- 
wähnten Fällen  der  erste  ein,  und  es  gibt  daher  eine  reelle  Kreislinie, 
welche  die  drei  Kreise,  denen  die  Seiten  von  S"  angehören,  orthogo- 
nal schneidet.  Es  möge  angenommen  werden,  dass  dieser  Kreis  nicht 
durch  eine  gerade  Linie  vertreten  werde ,  welcher  Fall  durch  eine 
geeignete  vorhergehende  Abbildung  mittelst  reciproker  Radien  ver- 
mieden werden  kann.  Es  liegt  dann,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  das 
eine  der  beiden  reducirten  Kreisbogen dreiecke  innerhalb,  das  andere 
ausserhalb  des  Orthogonalkreises. 

Werden  nun  die  sjTumetrischen  Wiederholungen  des  innerhalb 
des  Orthogonalkreises  liegenden  Gebietes  S"  gebildet,  so  ergibt  sich, 
dass  dieselben  ebenfalls  ganz  innerhalb  des  Orthogonalkreises  lie- 
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gen;  ferner,  dasa  die  Kreise,  denen  die  Begrenzungen  der  symme- 
trischen Wiederholungen  angehören ,  «ämmtlich  den  Orthogonalkreis 
rechtwinklig  schneiden ;  endlich ,  dass  die  Ecken  der  symmetrischen 
Wiederholungen  von  S"  der  Peripherie  des  Orthogonalkreises  belie- 
big nahe  kommen ,  dieselbe  aber  nicht  wirklich  erreichen  können. 
Fig.  16  zeigt  eine  für  die  Annahme  A"  =  J,  n"  =  ^,  v"  ^  J  ent- 
worfene Figur. 

Fig. 16,  . 


Bei  einer  endlichen  Anzahl  von  auf  einander  folgenden' symme- 
trischen Wiederholungen  haben  die  Ecken  von  der  Peripherie  stets 
einen   endlichen  Abstand,   und  niemals  ist   die  Wiederholung   abge- 


Es  ist  daher  in  diesem  Falle  die  Grösse  s  stets  eine  unendlich 
vieldeutige,  also  transcendente  Function  der  Grösse  x.  Dagegen  kann 
der  Fall  eintreten,  dass  umgekehrt  x  eine  eindeutige  Function  der 
Grösse  s  ist;  dies  findet  statt,  wenn  A  =  X",  (i  =  (i",  v  =  v'  ist, 
und  gleichzeitig  -p- ,  — „  ,  -^-  drei  ganze  Zahlen  sind.  Es  tritt 
jedoch  hierbei  der  bemerkenswerthe  Umstand  ein,  dass  das  Grebiet 
der  Variablen  s  auf  das  Innere  eines  Kreises  beschränkt  ist ,  und 
dass  die  Peripherie  dieses  Kreises  für  jenes  Gebiet  eine  natürliche 
Grenze  bildet,  über  welche  hinaus  eine  analytische  Fortsetzung  des 
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zwischen  Function  und  Argument  bestehenden  Abhängigkeitsverhält- 
nisses in  dem  gewöhnlichen  Sinne  unmöglich  ist. 

Im  Jahre  1863  hat  Herr  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  auf  die  Möglichkeit 
eines  solchen  Umstandes  aufmerksam  gemacht.  Aus  derselben  Zeit 
rührt  auch  das  Beispiel 

her ,  bei  welchem  der  Bereich  der  Veränderlichkeit  der  complexen 
Grösse  q  ebenfalls  auf  das  Innere  eines  Kreises  beschränkt  ist;  ein 
Beispiel,  dessen  Kenntniss  ich  Herrn  Kronecker  verdanke. 

Die  Kenntniss  eines  Beispieles,  bei  welchem  für  den  Bereich  des 
Integrales  einer  algebraischen  Differentialgleichung  bei  unbe- 
schränkter Variabilität  des  Argumentes  eine  natürliche  Grenze  existirt, 
und  welches  ebenfalls  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
genommen  ist,  verdanke  ich  einer  mündlichen  Mittheilung  des  Herrn 
Weierstrass  aus  dem  Jahre  1867;  dieses  Beispiel  hängt  mit  dem 
sogleich  zu  betrachtenden  Grenzfalle  A=:0,ft  =  0,i/  =  0  nahe 
zusammen. 

Es  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  in  dem  vorliegenden  FaUe 
die  Lage  der  natürlichen  Grenze  ausser  von  den  Zahlen  A",  ^"j  v" 
auch  noch  von  den  Werthen  abhängt,  welche  den  in  dem  Ausgangs- 
element vorkommenden  Integrationsconstanten  beigelegt  werden. 

Die  erste  gedruckte  Mittheilung  über  das  Auftreten  natürlicher 
Grenzen  findet  man,  soviel  mir  bekannt  ist,  in  einer  Abhandlung  des 
Herrn  Weierstrass,  Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang  1866,  S.  617.  Einige  sachbezüg- 
liche Beispiele  enthält  die  Programmabhandlung  des  Herrn  Hankel: 
„lieber  die  unendlich  oft  oscillirenden  und  iinstetigen  Functionen.'* 
Tübingen  1870.*) 

An  das  Vorhergehende  kann  die  Betrachtung  der  beiden  Grenz- 
fälle A"  +  ;t"-f-v"=  0  und  A"  H- fi" -f- v"  =  1  angeschlossen  werden. 

In  dem  ersten  Falle  ist  das  Kreisbogendreieck  B"  ein  Kreis- 
bogendreieck mit  drei  Spitzen. 

Setzt  man  mit  Jacobi 

X  V(i-r)(i-Ä'r) '  ^0  \/(i-r)(i-*"i') ' 

*)  Abgedruckt  im  20ten  Bande  der  Mathematischen  Annalen  S.  68— 112. 

Schwärs,  0«tammelie  A1)1iaDd1iiogeii.  n.  16 
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wo  k^  +  k'^  =  1  ist,  so  ergibt  sicli  tiii*  A  =  0,  (i  =  0,  v  ^  0 

a'K+VK' 


s  = 


aK^hK:^ 


als  Function  von  x  =  /•;*.  Für  reelle  Werthe  von  k  und  //  haben  die 
erklärten  Grössen  K  und  K'  eine  l)estimrate  Bedeutung;  für  complexe 
mögen  sie  durch  simultane  analytische  Fortsetzungen  erklärt  werden. 
(Vergl.  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  fnnctionum  ellipticaram, 
p.  74;  dieses  Journal  Bd.  3,  S.  194.)*) 

Auch  in  diesem  Falle  ist  der  Bereich  der  Variablen  5  ein  be- 
grenzter ,  während  die  Grösse  ¥  eine  unbeschränkt  veränderliche 
Grösse  ist.  Hierbei  ergeben  sich  umgekehrt  Ä'  und  ft'*  sowie  alle 
Potenzen  dieser  Grössen  als  eindeutige  Functionen  von  s,  sobald 
a,  6,  a',  h'  gegeben  sind. 

In  dem  zweiten  Grenzfalle  A"  +  ^"  +  v"  =  1  kann  das  Kreisbogen- 
dreieck S"  durch  ein  geradliniges  Dreieck  mit  den  Wimkeln  A"«,  fi"«,  v'x 
ersetzt  werden,  und  zwar  kann  man  sich  in  diesem  Falle  denken,  dass 
der  Radius  des  Orthogonalkreises  unendlich  gross  geworden  ist.  Hier- 
bei soll  vorausgesetzt  werden ,  dass  von  den  drei  Zahlen  k",  f*".  v" 
keine  den  Werth  0  habe. 

Die  symmetrischen  Wiederholungen  eines  geradlinigen  Dreiecks 
sind  wieder  geradlinige  Dreiecke,  und  zwar  ist  die  Anzahl  der  von 
einander  verschiedenen  symmetrischen  Wiederholungen,  die  aus  einem 
solchen  Dreieck  gebildet  werden  können ,  unbegrenzt.  Es  ist  also 
auch  in  diesem  Grenzfalle  die  Grösse  s  eine  unendlich  vieldeutige 
Function  der  Grösse  x. 

Diejenigen  in  diesem  Greuzfalle  enthaltenen  speciellen  FäUe  ver- 
dienen besondere  Erwähnung,  in  denen  umgekehrt  die  Grösse  x  eine 
eindeutige  Function  der  Grösse  s  ist.    Damit  dies  eintrete,  ist  es 

nothwendig  und  hinreichend ,    dass  -ttt,  —it)  —»    ganze  Zahlen  seien, 

und  dass  A  =  A",  ii  =  ft",  v  =  v"  gesetzt  werde.  Es  ist  nun  ent- 
weder A"  =  ii"  =  v'=  J ,   oder  eine  der  Zahlen  A",  /t",  v",  etwa  A", 

ist  grösser  als  J.    Da  -p-  eine  ganze  Zahl  sein  soll,   so  kann  diese 

ganze  Zahl  nur  gleich  2  sein;  es  folgt  also  A"  =  ^;  ^1"+^"=  ^. 
Nun  ist  entweder  ^"  =  v"  =  ^  und  damit  ist  ein  zweiter  Fall 
A"  =  ^ ,  /It"  =  :J ,  v"  =  l  aufgefunden ,    oder   es  ist  eine   der   beiden 


*)  C.  G.  J.  Jacobi,  Gesammelte  Werke,  Band  I,  S.  82,  S.  252. 
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Zahlen ,    etwa  fi",    grösser  als*  ^.    Da  — ^r  eine  ganze  Zahl   sein  soll, 

so  ergibt  sich  ^i"  =  J  und  v"  ==  ^. 

In  den  drei  angeführten  Fällen,  in  welchen  das  betrachtete  ge- 
radlinige Dreieck  ein  gleichseitiges,  beziehungsweise  ein  rechtwinklig 
gleichschenkliges  ist,  oder  die  Winkel  30^,  60*^,  90°  besitzt,  ist  x  eine 
einwerthige  elliptische  Function  der  durch  einen,  in  der  Ebene 
der  geradlinigen  Dreiecke  liegenden  Punkt  geometrisch  dargestellten 
complexen  Grösse  s. 

Man  würde  irren ,  wenn  man  glauben  wollte ,  dieses  seien  die 
einzigen  Fälle  der  conformen  Abbildung  einer  Halbebene  (x)  auf  die 
Fläche  eines  ebenen  geradlinigen  Dreiecks  (s) ,  in  denen  die  unter 
der  Voraussetzung  X  +  (i  +  v  =  1  bestehende  Abhängigkeit  zwischen 
den  beiden  Grössen  x  und  s  in  der  Weise  unbeschränkt  umkehrbar 
sei,  dass  zu  jedem  Werthe  der  Grösse  s  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Werthen  von  x  gehöre.  Wird  die  Aufgabe  so  gefasst,  so  muss  zu 
den  bereits  angeführten  Fällen  noch  einer  hinzugefügt  werden ,  näm- 
lich der  Fall  k"  =  J ,  (i"  =  l,  v"  =  J ;  denn  in  diesem  Falle  ist  x 
eine  zweiwerthige  elliptische  Function  eines  durch  eine  bili- 
neare Gleichung  von  der  Grösse  s  abhängenden  Argumentes  w,  welches 
durch  das  Integral 

r^         dx 
J,    ^x\l^xY 

ausgedrückt  wird. 

Hiermit  sind  alle  Fälle  erschöpft,  in  denen  die  conforme  Abbil- 
dung der  Fläche  eines  geradlinigen  Dreiecks  auf  die  Fläche  einer 
Halbebene  durch  eine  analytische  Function  vermittelt  wird,  bei  welcher 
jedem  Werthe  des  unbeschränkt  veränderlichen  Argumentes  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Werthen  der  Function  entsprechen.  (S.  dieses 
Journal  Bd.  70,  S.  118.)*) 

VI. 

Anders  gestaltet  sich  die  Untersuchung  für  den  zweiten  der  in 
Art.  IV  betrachteten  Fälle,  in  welchem  die  Winkelsumme  des  zuge- 
ordneten reducirten  Kreisbogendreiecks  S"  grösser  als  ä  ist. 

Es  gibt  dann  keine,  die  drei  Kreise  K^,  K^,  K^  orthogonal  schnei- 
dende Kreislinie;  dagegen  gibt  es  einen  Kreis,  welcher  von  den  ge- 
nannten  drei  Kreisen  in   diametral   gegenüberliegenden  Punkten  ge- 


u 


*)  Siehe  S.  81  dieses  Bandes. 
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schnitten  wird,  und  dessen  Mittelpunkt  das  Potenzcentrum  der  drei 
Kreise  ist.  Denkt  man  sich  nun  eine  Kugel  construirt,  fiii'  welche 
dieser  Kreis  ein  grösster  Kreis  ist,  und  projicirt  man  von  einem  der 
beiden  Pole  desselben  die  beiden  Kreisbogendi'eiecke  S  und  S'  auf 
die  Kugelfläche ,  so  entsteht  auf  der  Kugeloberfläche  eine  conforme 
Abbildung  dieser  Kreisbogendreiecke,  und  zwar  entsprechen  den  Be- 
grenzungslinien derselben  Bogen  grösster  Kugelkreise.  Es  ist  nun 
nützlich ,  statt  des  ebenen  Kreisbogendreiecks  S"  das  demselben  ent- 
sprechende sphärische  Dreieck  mit  den  Winkeln  X^jt,  ^%^  v'tc  zu  be- 
trachten, welches  mit  S*  bezeichnet  werden  möge.  Für  dieses  Dreieck 
sind  die  symmetrischen  Wiederholungen  auch  in  dem  gewöhnlichen 
engeren  Sinne  symmetrische  oder  congruente  Figuren,  indem  jedesmal 
die  Ebenen  der  begrenzenden  Seiten  die  Symmetrie-Ebenen  sind. 

Es  ist  also  die  Aufgabe  auf  die  folgende  zurückgeführt: 

Alle  sphärischen  Dreiecke  zu  finden,  deren  symme- 
trische und  congruente  Wiederholungen  auf  der  Kngel- 
oberfläche  nur  zu  einer  endlichen  Anzahl  von  der  Lage 
nach  verschiedenen  sphärischen  Dreiecken  Anlass  geben. 

Wenn  das  sphärische  Dreieck  S*  nur  zu  einer  endlichen  Anzahl 
von  der  Lage  nach  verschiedenen  symmetrischen  und  congruenten 
Wiederholungen  führt ,  so  ist  die  Function  s ,  durch  welche  die  con- 
forme Abbildung  einer  Halbebene  E  auf  dieses*  sphärische  Dreieck  iS* 
vermittelt  wird,  stets  eine  algebraische  Function.  Denn  die 
beiden  Rie  mann  sehen  Flächen,  welche  das  Gebiet  des  Argumentes 
X  und  das  Grebiet  der  Function  s  bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit 
beider  Variablen  geometrisch  darstellen ,  sind  in  diesem  Falle  ge- 
schlossene  Flächen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Blättern.  Hier- 
aus ergibt  sich  aber  (vergl.  Art.  20  der  Liauguraldissertation  Eie- 
mann's)  dass  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  die  beiden  Va- 
riablen X  und  s  durch  eine  algebraische  Gleichung  mit  einander 
verbunden  sind. 

Dieselbe  Schlussweise,  welche  im  Vorhergehenden  angedeutet  ist, 
ist  auch  in  der  Rie  mann  sehen  Abhandlung  ..lieber  die  Fläche  vom 
kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begrenzung"  (Abhandlungen  der  König- 
lichen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Band  13)*)  im 
Eingange  des  Art.  13  erwähnt.  Es  heisst  dort:  ;,Die  Minimalflache 
ist  bestimmt,  sobald  man  eine  der  Grössen  u,  i^,  X,  F,  Z  durch  eine 
der  übrigen  ausgedrückt  hat.    Dies  gelingt  in  vielen  FäUen.    Beson- 

*)  Bernhard  Riemann,  Gesammelte  Werke,  S.  296. 
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dere  Beachtung  verdienen  darunter  diejenigen,  in  welchen  -=-, eine 

algebraische  Function  von  ^  ist.  Dazu  ist  nöthig  und  hinreichend, 
dass  die  Abbildung  auf  der  Kugel  und  ihre  symmetrischen  und  con- 
gruenten  Fortsetzungen  eine  geschlossene  Fläche  bilden ,  welche  die 
ganze  Kugel  einfach  oder  mehrfach  bedeckt.^ 

Diese  Stelle  und  der  Inhalt  des  Art.  18  derselben  Abhandlung 
stehen  auch  in  Beziehung  zu  dem  Inhalte  eines  kurzen  Aufsatzes  des 
Verfassers  (Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin,  Jahrgang  1865,  S.  149)  *),  in  welchem  unter  anderem 
erwähnt  ist,  dass  mit  der  conformen  Abbildung  der  Gesammtober- 
flächen  der  regelmässigen  Polyeder  auf  die  Kugel  eine  Anzahl  von 
Minimalflächen  zusammenhängen,  auf  denen  unendlich  viele  G-erade  liegen. 

Ueberhaupt  kann  für  jeden  der  von  Riemann  in  Betracht  ge- 

zogenen  Fälle ,    in   welchem   die  Function   -vi eine   algebraische 

Function  von  rj  ist,  ein  Zusammenhang  mit  einem  der  regelmässigen 
Polyeder,  zu  denen  im  vorliegenden  Falle  auch  die  regelmässigen 
Doppelpyramiden  zu  rechnen  sind,  nachgewiesen  werden,  insofern  als 
ein  sphärisches  Vieleck  nebst  seinen  symmetrischen  und  congruenten 
Wiederholungen  auf  der  Kugelfläche  nur  dann  eine  geschlossene 
Siemann  sehe  Fläche  zu  bilden  im  Stande  ist,  wenn  die  Ebenen,  in 
denen  die  Seiten  dieses  Vieleckes  liegen  ,  S5nnmetrie  -  Ebenen  eines 
regelmässigen  Polyeders  sind. 

Die  Aufgabe,  auf  welche  die  Untersuchung  hier  geführt  hat,  ist 
bereits  in  einem  Aufsatze  Stei.ner's:  „Einfache  Beweise  der  isoperi- 
metrischen Hauptsätze"  [dieses  Journal  Bd.  18,  S.  295]**)  angegeben, 
aber  nur  theilweise  gelöst.  Die  vollständige  Lösung  findet  man  in 
einer  Anmerkung  zu  einer  anderen  Abhandlung  desselben  Geometers 
[dieses  Journal  Bd.  24,  S.247]***),  an  welcher  Stelle  indes«  die  Be- 
ziehung zu  den  regelmässigen  Polyedern  nicht  erwähnt  wird. 

Ausser  den  Steiner  scheu  Abliandlungoii  ist  noch  eine  Abhand- 
lung des  Herrn  C.  Jordan:  ..Reoherches  snr  les  polyedres/*  [dieses 
Jdumal  Bd.  66]  zu  nennen. 

Durch  geometrische  Betrachtungen  von  übrigens  sehr  einfacher 
Natur,  auf  welche  hier  nicht  näher  einzugehen  ist,  wird  die  Einsicht 
gewonnen,    dass  ein  sphärisches  Dreieck  nur  dann  zu  einer  endlichen 

*)  Siehe  S.  1  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 
**)  Jacob  Steiner,  Gesammelte  Werke,  Band  II,  S.  91. 
**♦)  Jacob  Steiner,  Gesammelte  Werke,  Band  II,  S.  305  Anmerkung  nnd  S.  735. 
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AnzaU  von  einander  verschiedener  symmetrischer  oder  congmenter 
Wiederholungen  führt,  wenn  die  drei  Ebenen,  in  denen  die  Seiten  des 
Dreiecks  liegen ,  drei  Symmetrie  -  Ebenen  eines  regulären  Polyeders 
sind.  Ausgenommen  ist  jedoch  hierbei  der  Fall ,  in  welchem  zwei 
Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  rechte  Winkel  sind.  Dann  ist  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  das  sphärische 
Dreieck  nur  eine  endliche  Anzahl  sjonmetrischer  Wiederholungen  dar- 
biete, die  Bedingung,  dass  der  dritte  Winkel  mit  ä  commensurabel  sei. 

Wenn  man  nun  von  diesem  Falle ,  welcher  einer  regelmässigen 
Doppelpyramide  entspricht,  absieht,  und  sich  die  Aufgabe  stellt,  alle 
übrigen  möglichen  Fälle  aufzufinden ,  so  hat  man  nur  nöthig ,  die 
Durchschnitte  der  Symmetrie-Ebenen  der  regulären  Körper  mit  einer 
concentrischen  Kugelfläche  zu  betrachten  und  alle  hierbei  auftretenden 
sphärischen  Dreiecke  aufzusuchen. 

Nach  dem  Vorhergehenden  kann  man  sich  damit  begnügen,  nur  die 
von  einander  verschiedenen  reducirten  Kreisbogendreiecke  S"  zu  be- 
trachten, welche  sich  hierbei  ergeben. 

Dann  erhält  man  für  die  Zahlen  A",  /t",  v*  folgende  Tabelle,  welche 
so  geordnet  ist,  dass  A"  ^  /it"  >  v"  ist,  und  dass  innerhalb  jeder  Gruppe 
die  Winkelsumme  {r+ii'+v")7c  für  den  je  folgenden  Fall  grösser 
oder  mindestens  ebenso  gross  wie  für  den  vorhergehenden  ist. 

Tabelle 

enthaltend,  abgesehen  vom  geraeinsamen  Factor  w,  die  Bogenzahlen  der  Winkel  und 
den  Flächeninhalt  der  reducirten  sphärischen  Dreiecke,  welche  auf  einer  Kugelober- 
fläche vom  Radius  1  durch  die  Symmetrieebenen  einer  concentrischen  regelmässigen 
Doppelpyramide  oder  eines  concentrischen  regelmässigen  Polyeders  bestimmt  werden. 


No 

l" 

/*" 

1 

] 

[nhalt 

Polyeder 

JJiU« 

n 

I. 

l 
Y 

1 
2 

i 

y 

Regelmässige  Doppelpyramide 

II. 
III. 

1 

2 
3 
3 

y 

3 
1 
S 

1 

3 

1 
3 

1 

«' 
1 
3 

=    A 
=  2A 

Tetraeder 

IV. 
V. 

1 
9 

1 
3 

1 
'4 

J 
4' 
1 
4' 

1 
12 

1 
'« 

—  B 

—  2B 

Würfel  und  Oktaeder 

1 

VI. 

2 

1 
8 

1 
5 

1 
30 

—    C 

VII. 

2 
5 

l 
8 

I 

V 

1 
15 

—  2C 

vm. 

S 

's' 

1 

1 

5 

1 
lö 

=  2C 

IX. 

1 

V 

3 
5 

1 
6 

1 
lU 

—  3C 

X. 

3 
0 

1 
3 

1 
ö 

2 

15 

—  4C 

Dodekaeder  und  Ikosaeder 

XI. 

9 
5" 

9 
6 

3 
ß 

1 
5 

=  6C 

XII. 

9 

s' 

X 
3 

1 
5 

1 
5 

=  6C 

xm. 

4 
ö' 

1 

1  . 
5 

1 

V 

=  6C 

XIV. 

1 

's 

9 

6 

1 
3 

7 
30 

=  7C 

XV. 

8 

ö 

a 

5 

1 
8 

1 

S 

=10(7 

/ 
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Es  ergibt  sich  hiernacli  die  Regel: 

Man  denke  sieh  die  drei  Zahlen  A,  ^,  v,  welche  als  rational  vor- 
ausgesetzt  werden ,  und  von  denen  keine  eine  ganze  Zahl  sein  soll, 
auf  die  kleinste  Benennung  gebracht  und  schliesse  dann  wie  folgt. 

1.  Sind  zwei  von  den  drei  auftretenden  Nennern  gleich  2,  so  ist 
s  eine  algebraische  Function  von  x.     (No.  I  der  Tabelle.) 

2.  Ist  einer  der  drei  Nenner  grösser  als  5,  ohne,  dass  gleichzeitig 
die  beiden  anderen  Nenner  gleich  2  sind,  so  ist  s  eine  tr  an  sc  en- 
de nte  Function  von  x, 

3.  Sind  alle  drei  Nenner  kleiner  als  G,  so  bilde  man  die  abso- 
luten Beträge  A',  ft',  v  der  modulo  2  absolut  kleinsten  Reste  von 
A,  ft,  V  und  wähle  von  den  4  Systemen 

Ar  t  f 

/LI  V 

A'  1— /Lt'       1  —  1/' 

1-A'        (i'        1-v'        . 
1-A'     l-ii'        V 

dasjenige  System  von  drei  Zahlen  aus ,  welches  die  kleinste  Summe 
ergibt.  Die  drei  Zahlen  dieses  Systems  denke  man  sich  der  Grösse 
nach  mit  A",  fi",  v"  bezeichnet ,  so  das  A"  >  ft"  ^  v" ;  dann  sind  drei 
Fälle  zu  unterscheiden: 

a.  Ist  die  Summe  A"+|Lt"  +  i/"  kleiner  als  1,  oder  gleich  1,  so  ist 
s  eine  transcendente  Function  von  x, 

b.  Ist  die  Summe  grösser  als  1 ,  während  jedoch  das  System 
A",  /Lt",  v*  mit  keinem  der  15  Werthsysteme  der  angegebenen  Tabelle 
übereinstimmt,  so  ist  s  eine  transcendente  Function  von  x, 

c.  Stimmt  aber  das  System  A",  yJ\  v"  mit  einem  der  15  Werth- 
systeme der  Tabelle  überein ,  so  ist  s  eine  algebraische  Function 
von  X,  — 

In  dem  Falle  A  =  J ,  fi  =  ^  erhält  man  «  =  i  U  -  r ),  /3  =  -  J  v  =  a— |, 

y  =  i ; 

Vergl.  die  Formeln  11  und  IV  der  Grau ss ischen  Tabelle  (Gauss 
Werke  Bd.  HI,  S.  127).  Ein  zweites  Integral  der  Differentialglei- 
chung ist 
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Hieraus    ergibt   sich ,    dass  die  Grösse  s   eine  rationale  Function 

(1  +  \/i  V 
^1    und   für    den    Grrenzfall 

V  =  0  von  der  Grösse  ^loff ~. 

Weniger  einfach  ist  der  algebraische  Zusammenhang  zwischen 
den  beiden  veränderlichen  Grössen  $  und  x  für  den  in  der  obigen 
Tabelle  mit  II  bezeichneten  Fall.  Es  erscheint  angemessen,  für  diesen 
Fall  die  Schlussergebnisse  mit  einiger  Ausführlichkeit  anzugeben. 

Beispiel:  Untersuchung  des  speciellen Falles  A  =  ^,  ft  =  ^,  v  =  i« 

Es  seien  g,  y,  g  rechtwinklige  Punktcoordinateu.  —  Man  denke 
sich  ein  reguläres  Tetraeder  in  der  Lage ,  dass  zwei  Gegeukanteu, 
von  denen  die  eine  der  S-Axe,  die  andere  der  r^-Axe  parallel  ist,  von 
der  f-Axe  geschnitten  werden.  Der  Coordinatenanfang  möge  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Tetraeders  zusammenfallen.  Um  denselben  denke 
man  sich  mit  dem  Radius  1  eine  Kugel  beschrieben  und  auf  dieselbe 
vom  Mittelpunkte  aus  die  Ecken,  die  Flächen-  und  Kantenmitten  der 
Tetraederobertiäche  projicirt.  Die  Symmetrieebenen  des  Tetraeders, 
in  welchen  jene  Punkte  liegen  ,  zerlegen  die  Kugeloberfläche  in  24 
congruente  sphärische  Dreiecke,  deren  Winkel  60*,  60*,  90*  betragen. 

Von  dem  Punkte  S  =  0,  i?  =  0,  g  =  l  aus  werde  nun  die  Kugel- 
oberfläche auf  die  Ebene  g  =  0  stereographisch  projicirt ,  und  ein 
Punkt  dieser  Projection,  dessen  Coordinaten  beziehlich  |,,  ij,,  0  sind, 
als  der  geometrische  Repräsentant  der  complexen  Grösse  i^  +  ri^i  =  s 
betrachtet. 

Das  Tetraeder  möge  diejenige  der  beiden,  den  angegebenen  Be- 
dingungen genügenden  Lagen  haben,  bei  welcher  die  Ecken  desselben 
den  Wurzeln  der  Gleichung  1  —  2^3$*— s*  =  0  entsprechen;  die  Mit- 
ten der  Seitentiächen  entsprechen  dann  den  Wurzeln  der  Gleichung 
1-f  2^35*— 5*  =  0  und  die  Kantenmitten  den  Wurzeln  der  Gleichung 
s(l-J-s*)  =  0,  zu  welchen  noch  5  =  c»  hinzukommt. 

Die  conforme  Abbildung  eines  der  erwähnten  24  sphärischen 
Dreiecke  auf  eine  Halbebeue,  in  der  Art,  dass  bei  der  Abbildung  der 
ganzen  Kugelobertiäche  den  Ecken  des  Tetraeders  der  Punkt  ic  =  0, 
den  Flächenmitten  der  Punkt  x  =  00,  und  den  Kantenmitten  der  Punkt 
X  =  +1  entspricht,  vermittelt  die  Gleichung 
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Die  Betrachtung  des  Wertlies  x  =  1  führt  auf  die  Identität 

{l  +  2)j3s'-s'y-{l-2\j3s'^sy  =  12\JS{s{l  +  s*)]\ 

Wenn  die  Gleichung  zwischen  den  Grössen  x  und  s  in  Beziehung 

aufs  aufgelöst  und  zur  Abkürzung  c^^  *  =  -^^^  +  -^^^^i  mit  d,  a^'"*  =  d* 

mit  s  bezeichnet  wird ,   so   ergibt  sich  einer  der  zwölf  Werthe  von  s 
durch  die  Formel 


,    -.,   ,  S^\^B^x--8-'fi-e'\lx 

s  =  —  V— M/  — / :^ ,--      -^, 

S\Jl^s\lx  +  d-'\l-s'\/x 

wo  5  für  a;  =  0  den  Werth  •—  ~^  besitzt.  Hieraus  ergeben  sich, 
wenn  a  =  ^,j3  =  —  ^*^,y  =  |  gesetzt  wird ,  unter  Benutzung  der 
in  Art.  11  mitgetheilten  Formeln  zunächst  folgende  beiden  particulären 
Integrale  der  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe: 

y,  =  y^dVi-£^^-rVi^7^,  y,  =  \/d s/u^^x + rYi-a» v'^. 

Da  jeder  von  beiden  Zweigen  in  den  anderen  übergeht,  wenn  ^x  um 

S'  — 

den  Punkt  y«^  =  ^  einen  Umlauf  macht,  so  sind  y^  und  y^  zwei  ver- 
schiedene Zweige  derselben  algebraischen  Function  y. 

Wenn  yx  um  den  Punkt  \x  =  s*  einen  Umlauf  macht,  so  geht 
yl  in  —  yj,  yl  in  —  yj  über.  Hieraus  folgt,  dass  y*  eine  zweiwerthige 
Function  von  \/x  und  dass  y  eine  vierundzwanzigwerthige  Function 
von  X  ist.  Wenn  nun  \x  um  den  Punkt  x  =  0  zwei  Umläufe  macht, 
so  gehen  nach  dem  ersten  Umlaufe  die  beiden  Zweige  y^y  y,  in  zwei 
neue  Zweige  y^,  y^  und  nach  dem  zweiten  Umlaufe  abermals  in  zwei 
neue  Zweige  y^,  y^  über : 

y^  =  y^dVr« €'~\/x - d-' vr^p- ,   y,  =  ^ä^i-^\/x + d-' Vi~^s , 

y^  =  ^d^l-^x    -(J-^Vl-Tli,     y,  =  ^d^l^\/x    +S"^l^s\/'x. 

Da  die  Function  y  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung genügt ,  so  müssen  yg,  y^,  y^,  y^  linear  und  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  durch  y,  und  y^  ausdrückbar  sein ;  in  der  That  ergibt  sich 

y.  =  -r^*"*(-^v.  +  iy,).    t/c  =  -7-<^*  fy,+y.). 
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Nun  ist 

Hieraus  folgt: 


Die  conforme  Abbildung  der  Kugeloberfläche   auf  die  Oberfläche  des 
regelmässigen  Tetraeders  wird  vermittelt  durch  das  elliptische  Integral 

ds 


"-'i^ 


Für  dasselbe  hat  die  Invariante,  welche  Herr  Wei erstras s  mit  <7, 
bezeichnet,  den  Werth  0.  Es  findet  daher  für  die  Multiplication  die- 
ses Integrals  mit  einer  dritten  Einheitswurzel  e  ein  algebraisches 
Multiplicationstheorem  statt.  Nun  kann  gefragt  werden ,  welchen 
Ranges  die  hier  betrachteten  algebraischen  Functionen,  beziehungs- 
weise die  Gleichungen  sind,  durch  welche  dieselben  erkläi*t  werden. 

Die  Gleichung  zwischen  den  Grössen  x  und  s  ist  vom  Range 
Null,  da  X  durch  s  rational  ausdrückbar  ist. 

Die  Gleichung  zwischen  den  Grössen  x  und  y^  ist  vom  Range 
Eins;   denn  es  ist  die  Grösse  x  rational  ausdrückbar  durch  y,  und 

X  =  [l-\/3y;  +  2yjVyt-V3r. 

Die  aus  dieser  Gleichung  hervorgehenden  elliptischen  Integrale  sind 
also  insbesondere  lemniscatische. 

Hingegen  ist  die  Gleichi\ng,  welche  zwischen  den  Grössen  y,  imd 
s  besteht,  vom  Range  Drei,  so  zwar,  dass  drei  von  einander  linear 
unabhängige,  zu  dieser  Gleichung  gehörende  Integrale  erster  Art  trans- 
formirte  elliptische  Integrale  sind.  Vergl.  einen  Aufsatz  des  Herrn 
Röthig,  dieses  Journal  Bd.  56,  S.  197. 

Es  ergibt  sich  nämlich 

Vl+2\^3s»-s*  VH-2V3s'-s*  Vl+2V3s'-s' 
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Die  drei  Integrale  erster  Art  sind  die  folgenden: 

/ds r ds    _^  r  sds 

^(l  +  2V§5»-5*)' '    «^  VI +"2^35"""- 7  '    J  V^'(T+2V/3s*-ä7' 

Das  erste  und  das  letzte  dieser  drei  Integrale  sind  transformirte  lem- 
niscatiscbe  Integrale,  wie  aus  folgenden  Gleichungen  hervorgeht: 

dt/^  —  1+i  ds  dy^      V2  sds 

Das  zweite  vermittelt  die  confonno  Abbildung  der  Kugeloberfläche 
auf  die  Oberfläche  eines  regulären  Tetraeders :  für  das  erste  und  für  das 
letzte  Integral  gilt  also  bei  der  Multiplication  mit  vierten  Einheits- 
wurzeln,  für  das  zweite  gilt  bei  der  Multiplication  mit  dritten  Ein- 
heitswurzeln ein  algebraisches  Multiplicationstheorem. 

In  ähnlicher  Weise,  nur  mit  etwas  mehr  Aufwand  von  Rechnung, 
würden  sich  die  in  der  obigen  Tabelle  mit  IV  und  VI  bezeichneten 
Fälle  behandeln  lassen. 

Hier  folgen  noch  die  für  diese  Fälle  zwischen  den  Grössen  x  und 
s  bestehenden  Gleichungen  bei  einer  solchen  Verfügung  über  die  dis- 
poniblen Constanten,  welche  für  das  Schlussergebniss  möglichste  Ein- 
fachheit bewirkt.  Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  hier  auch  die  Formeln 
einen  Platz  finden,  durch  welche  die  conforme  Abbildung  der  Ober- 
fläche der  regulären  Polyeder  auf  die  Kugeloberfläche  vermittelt  wird. 

Denkt  man  sich  ein  reguläres  Oktaeder  in  der  Lage,  dass  seine 
Ecken  auf  den  Coordinatenaxen  liegen,  so  entsprechen  bei  der  Pro- 
jection  der  Ecken  auf  die  Kugel  und  bei  der  Projection  der  Kugel 
auf  die  Ebene  g  =  0  den  Ecken  des  Oktaeders  die  Wurzeln  der 
Gleichung  s(l— s*)  =  0  und  5  =  oo,  die  Mitten  der  Seitenflächen 
den  Wurzeln  der  Gleichung  1  +  14«* +  5®  =  0,  und  die  Mitten  der 
Kanten  den  Wurzeln  der  Gleichung  1— 33s*— 33s® +  6*"  =  0. 

Denkt  man  sich  zu  dem  Oktaeder  die  Polarfigur ,  den  Würfel, 
construirt,  so  erhält  man  dieselben  Gleichungen;  nur  vertauschen  sich 
natürlich  die  auf  die  Ecken  und  die  auf  die  Mitten  der  Seitenflächen 
bezüglichen  Gleichungen. 

Die  conforme  Abbildung  der  Kugeloberfläche  auf  die  Oberfläche 
eines  regulären  Oktaeders  wird  vermittelt  durch  das  Integral 


u 


^  r ds 
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Dieses  Integral  gehört  zu  denjenigen  Integralen  algebraischer  Func- 
tionen, welche  durch  eine  algebraische  Transformation  auf  ellip- 
tische Integrale  zurückgeführt   werden   können.    Die  Substitution  ist 

-j=rr=j  ,  durch  welches  In- 
tegral die  Kreisfläche  |  ^  |  <  1  auf  das  Innere  eines  regelmässigen 
Sechseckes  in  der  Ebene  (u)  conform  abgebildet  wird.    Setzt  man  nun 

f  — -^  =  —2v,  so  ist 

f  =  ^v  +  Slv^+i^     1-^»  =  2vf,    dt  =  -i~4^-, 

yv  +1 

l     r       do  \  3     r     dw 


(»■4)' 


=    X 


Näheres  über  die  conforme  Abbildung  der  Oberfläche  des  regulären 
Oktaeders  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  enthält  die  Doctordissertation 
des  Herrn  Am  st  ein,  welche  in  der  Vierteljahrsschrift  der  Natur- 
forschenden Gesellschaft  in  Zürich,  16ter  Jahrgang,  1871,  S.  297 — 341 
abgedruckt  ist. 

Die    conforme   Abbildung    der   Kugel    auf  die    Oberfläche   eines 

/ds 

Auch  dieses  Integral  ist  durch   eine   algebraische  Transformation  auf 

ein  elliptisches  und  zwar  auf  ein  lemniscatisches  zurückfiihrbar.  *) 

Die  Function 

(l  +  14.s*  +  s'V 
'4:'27[${i-s')Y 

vermittelt  die  conforme  Abbildung  eines  sphärischen  Dreiecks  mit 
den  Winkeln  ^;r,  \n,  }^n  (60"^,  45°,  90''),  dessen  Ecken  beziehungsweise 
von  einer  Ecke  des  eingeschriebenen  Würfels ,  einer  Ecke  des  einge- 
schriebenen regulären  Oktaeders  und  der  Projection  einer  Kantenmitte 
gebildet  werden,  auf  eine  Halbebene  in  der  Art,  dass  jenen  Punkten 
die  Punkte  0,  cx),  1  entsprechen.  Bei  Berücksichtigung  des  Werthes 
X  =  1  entsteht  die  identische  fxleichung 

(l  +  145H5")^-4-27[s(l-.s\)]*  =  (l-33s*-33s«  +  s")S 

welche  zur  Lösung  der  Aufgabe  dienen  kanu  :  Die  Gleichung  p^^Aq*  =  f^ 
in  rationalen  Zahlen  zu  lösen,  wenn  A  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

*)  Siehe  S.  2  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 
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Denkt  man  sich  in  eine  Kugel  ein  regelmässiges  Ikosaeder  und 
ein  regelmässiges  Dodekaeder  einbeschrieben ,  so  dass  beide  Ober- 
flächen  in  Bezug  auf  eine  concentrische  Kugel  Polarfiguren  sind,  so 
entsprechen  den  Ecken  des  Ikosaeders  und  den  Flächenmitten  des 
Dodekaeders  bei  passender  Lage  derselben  gegen  das  Coordinaten- 
system  ausser  dem  Werthe  s  =  oo  die  Wurzeln  der  Gleichung 
iPi^(s)  =  0,  wo  9,j(5)  =  s(l— II5*— s*'*),  den  Flächenmitten  des  Iko- 
saeders und  den  Ecken  des  Dodekaeders  die  Wurzeln  der  Gleichung 
^^(s)  =  0,  wo  (p,,{s)  =  l  +  228s'  +  494s^'-ä28s^*  +  s^  den  Mitten 
.  der  Kanten  beider  Oberflächen  die  Wurzeln  der  Gleichung  (p^^{s)  =  0,  wo 

9,^^(5)  =x  1  -  522  s*- 10005  s^^- 10005  5'°  + 522  s"  +  s^ 

Die  conforme  Abbildung  der  Oberfläche  der  Kugel  auf  die  Ober- 
fläche eines  regelmässigen  Ikosaeders  wird  vermittelt  durch  das  Integral 

(Is 


^'  ^J  \/sJi^n^-V')  ""  J  v/9,, 


{s) 


welches  durch   eine  passende   algebraische  Substitution  in  ein  ellip- 
tisches Integral  erster  Art  tranformirt  werden  kann. 

Die  conforme  Abbildung  der  Oberfläche  der  Kugel  auf  die  Ober- 
fläche eines  regelmässigen  Dodekaeders  wird  bewirkt  durch  das  Integral 


«=/ 


rfs 


10/  J 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  dieses  Integral  nicht,  wie  die  bisher  be- 
trachteten,  ein  transformirtes  elliptisches  ist. 

[Das  Integral 

f      ds 


y^sois) 


vermittelt  die  conforme  Abbildung  der  Kugeloberfläche  auf  die  Ober- 
fläche eines  halbregulären  Polyeders,  welche  von  zwölf  regelmässigen 
Fünfecken  und  zwanzig  gleichseitigen  Dreiecken  gebildet  wird.] 

Die  conforme  Abbildung  der  Fläche  eines  sphärischen  Dreiecks 
mit  den  Winkeln  ^n.  ^n,  ^it  auf  eine  Halbebene  (.r),  in  der  Art, 
dass  den  Ecken  desselben  beziehlich  die  Werthe  rc  =  0,  x  =  oo, 
X  =  1  entsprechen,  wird  herbeigeführt  durch  die  Function 

[y..(^)]'       ■  ^ 
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Unter  Berücksichtigung  des  Werthes  x  =  1   ergibt  sich  hieraus  die 
Identität 

[9>.o(^)]'-4».3'[<p,,(.)f  =  [<P3,(.)f. 

vn. 

Bei  den  "bisherigen  Untersuchungen  wurde  der  Fall  ausgeschlossen, 
dass  von  den  drei  Zahlen  A,  ^,  v  eine  oder  zwei  ganzzahlig  sind. 
Dieser  Fall  ist  jetzt  zu  erörtern. 

Wenn  die  Zahl  A  den  Werth  0  hat,  so  ist  das  Integral  der  Diflfe- 
rentialgleichung  W(s^x)  ==  F{x)  eine  transcendente  Function  von  x, 
weil  das  früher  gefundene  particuläre  Integral  6  in  diesem  Falle  stets 
ein  nicht  verschwindendes  logarithmisches  Glied  enthält.  (Siehe  die 
Gleichung  (L*)  in  Art.  III.) 

Wenn  nun  eine  der  drei  Zahlen,  etwa  A,  einer  ganzen  Zahl  m 
gleich  ist,  so  ist  noth wendig,  damit  das  Integral  s  in  der  Umgebung 
des  zugehörenden  singulären  Werthes  x  =  0  den  Charakter  einer 
algebraischen  Function  besitze,  dass  der  Coefficient  B^  jenes  logarith- 
mischen Gliedes  den  Werth  0  habe,  dass  also  der  Werth  a;  =  0  für 
die  Differentialgleichung  nach  der  Bezeichnungsweise  des  Herrn  Weier- 
strass  ein  ausserwesentlich  singulärer  Werth  sei. 

Im  Art.  m  ist  die  Bedingung  für  das  Verschwinden  jenes  Coef- 
ficienten  allgemein  tiuf  das  Verschwinden  einer  gewissen  Determinante 
D  zurückgeführt,  welche  in  Beziehung  auf  die  in  ihr  vorkommenden 
Coefficienten  a  eine  ganze  ganzzahlige  Function  des  wten  Grades  ist ; 
es  kommt  indess  nur  der  Coefficient  a^  wirklich  in  so  hoher  Potenz 
vor  und  zwar  hat  o"  den  Factor  1 ;  auch  ist  dieses  Glied  das  einzige 
in  der  Determinante  D  enthaltene  Glied  der  mten  Dimension. 

Es  ist  nun  im  SpecieUen  die  Bedingung  2)  =  0  für  den  Fall  der 
hypergeometrischen  Reihe  zu  untersuchen. 

Zufolge  der  in  Art.  III  eingeführten  Bezeichnung  ist 

4 

,  ,  fr^/    s      l-»h         l_v»  +  tt'-m»       (l-v')x 

Hieraus  folgt 

Also  ist  2"2)  eine  ganze  ganzzahlige  Function  2mten  Grrades  von 
ft  und  Vy  und  zwar  ist  der  Coefficient  von  /ti*"*  in  derselben  gleich  1. 
Man  kann  nun  zeigen,   dass   diese  Function  in  2m  von  einander 
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verschiedene,  ganzzahlig  ans  (i  und  v  gebildete  Linearfactoren,  welche 
die  Gestalt 

jti  ±  i;±  (m—fn) 

haben,  zerlegbar  ist,  wo  m'  alle  ungraden  ganzen  positiven  Zahlen 
%u  durchlaufen  hat,  welche  nicht  grösser  als  m  sind.  Da  die  Anzahl 
der  von  einander  verschiedenen  Ausdrücke  dieser  Form,  wenn  alle 
möglichen  Zeichencombinationen  und  alle  möglichen  Werthe  von  m' 
berücksichtigt  werden,  genau  gleich  2  m  ist,  so  ist  es  nur  nöthig,  nach- 
zuweisen ,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  der 
hypergeometrischen  Reihe  in  der  Umgebung  des  Werthes  x  =  0 
jedesmal  unverzweigt  ist,  sobald  zwischen  fi  und  v  eine  solche  Be- 
ziehung stattfindet,  dass  irgend  einer  der  2m  soeben  erklärten  linearen 
Ausdrücke  den  Werth  0  hat.  Hieraus  folgt  dann,  dass  jeder  der  2m 
Ausdrücke  ein  Factor  von  2*D  spin  muss,  dass  also 

2"»2)  ==  J2[ft±i/±(m-w')] 

ist.  Für  den  Zweck  der  vorliegenden  Untersuchung  kann,  wenn  (i  und 
V  Variable  bedeuten,  unbeschadet  der  Allgemeinheit  —^  statt  ^  und 
— V  statt  V  gesetzt  werden,  da  in  der  Differentialgleichung  W{SjX)  =  F(a:) 
doch  nur  fi*  und  v*  vorkommen.  Es  möge  daher  n  =  i/--(m— w') 
gesetzt  werden. 

Es  bezeichne  m"  eine  ganze  positive  Zahl ,  welche  kleiner  als 
|w  ist,  0  nicht  ausgeschlossen,  so  kann  man  w' =  2m" +1  setzen, 
also  fi  =  v  —  m  +  2m"+l. 

Nun  ergeben  sich,  wenn 

also 

a  =  ^{^n—m^-V),    ß  =  —  (w"  +  i;),    y  =  — (m— 1) 

gesetzt  wird,  folgende  linear  unabhängigen  Integrale  der  Differential- 
gleichung der  hypergeometrischen  Reihe 

[1.]  F(a,  ß,  y,  X)  =  F[-(m-l-m"),  -m"-i/,  -(m-1),  x], 

[3.]  x^^^Ficc-y+l,  ß-y+1, 2— y,  x)  =  a;'"jP(fn''+l,  m-m^-v,  1+w,  x). 

Von  diesen  beiden  Integralen  stellt  das  erste  eine  ganze  Function 
der  Grösse  x  vom  Grade  w  — »w"— 1  dar,  und  auch  das  zweite  besitzt 
in  der  Umgebung  des  Werthes  a:  =  0  den  Charakter  einer  ganzen 
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Function.  Daher  ist  der  Werth  a;  =  0  für  die  Differentialgleiclinng 
der  liypergeometrischen  Reihe  sowohl,  als  auch  für  die  Differentialglei- 
chung W{s^x)  =F{x)  ein  ausserwesentlich  singulärer;  folg- 
lich ist  II  —  V  +  {m—m')  ein  Factor  von  2*2). 

Ebenso  müssen  auch  alle  anderen  in  der  Form  fi±i;±(w— w')^ 
enthaltenen  Ausdrücke  Factoren  von  2"D  sein.    Hieraus  ergibt  sich 

2"'D  =  77[^  ±  1/ ±  (m-m')]. 

Es  sind  demnach  mit  der  Bedingung  des  Verschwindens  eines 
der  2m  Linearfactoren  alle  möglichen  Fälle  erschöpft,  in  denen  der 
Werth  a;  =  0  ein  ausserwesentlich  singulärer  Punkt  der  Differential- 
gleichung ist. 

Um  daher  zu  untersuchen ,  ob  der  Punkt  a;  =  0  für  die  Diffe- 
rentialgleichung (A.)  ein  wesentlich  oder  ausserwesentlich  singulärer 
Punkt  ist,  bilde  man  die  Grössen  A  =  1  — y,  ft  =  a  — /3,  v  =  y  — a  — j8 
und  bezeichne  die  absoluten  Beträge  von  A,  ft  +  v,  (i  —  v  mit  \IK 
\^  +  v\j  Ift—vj;  dann  ist  noth wendig  und  hinreichend,  damit  a:  =  0 
ein  ausserwesentlich  singulärer  Punkt  ist,  dass 

1.  A  eine  von  0  verschiedene  ganze  Zahl  sei,  und  dass 

2.  eine  der  beiden  Differenzen   |A|  — 'ft-f  vj  und  'A'  — |ft  — i''  eine 
ganze  positive  ungrade  Zahl  sei. 

Es  entsteht  nun  die  Frage :  Wenn  x  =  0  ein  ausserwesentlich 
singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  ist ,  wie  fortan  vorausge- 
setzt werden  soll ,  welche  Bedingung  muss  hinzutreten .  damit  das 
allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  eine  algebraische  Func- 
tion von  X  sei? 

Wenn  die  Zahl  v  nicht  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  sind  die 
beiden  Integrale  F{a,  ß,y^x)  und 

von  einander  linear  unabhängig;  das  letztere  Integral  ist  gleich 

die  hier  auftretende  hypergeometrische  Reihe  F  stellt  eine  ganze 
Function  von  1— a:  vom  Grade  m"  dar,  und  es  besitzt  daher  die 
Differentialgleichung  (A.)  zwei  particuläre  Integrale,  deren  logarith- 
mische Ableitungen  rationale  Functionen  von  x  sind;  —  der  Fall, 
in  welchem  v  einer  negativen  ganzen  Zahl  gleich  ist,  mnss  jedoch 
hier  ausgeschlossen  werden. 
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Da  im  Vorhergehenden  die  Vertauschung  von  v  mit  —v  gestat- 
tet wnrde,  so  ist  überhaupt  der  Fall,  in  welchem  v  einer  ganzen 
Zahl  gleich  ist,  besonders  zu  behandeln. 

Wenn  V  eine  rationale  (nicht  ganze)  Zahl  bedeutet,  so  ist  dem- 
nach ausser  dem  Integrale  F{a,  ß,  y,  x)  noch  ein  zweites  particalä- 
res  Integral  [7.],  welches  von  dem  ersten  linear  unabhängig  ist,  eine 
algebraische  Function  der  G-rösse  x,  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt 
a  ^  0  ein  ausserwesentlich  singulärer  ist. 

Es  möge  nun  hier  eine,  zwei  specielle  Fälle  betreffende  Bemer- 
kung Platz  finden,  bei  denen  die  durch  die  Function  s  vermittelte 
conforme  Abbildung  einiges  Interesse  darbietet. 

Bezeichnet  v  eine  positive  Zahl,  welche  kleiner  als  1  ist,  und 
wird  A  ^  »M  s=  2,  f»  =  1— V,  a  =  0,  ß  =  v—1,  y  =  —1  gesetzt, 
so  ergibt  sich  s  =  (1— v'a:)(l— a:)"*.  Diese  Function  vermittelt  die 
conforme  Abbildung  der  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  des  Eeellen 
liegenden  Halbebene  (x)  auf  ein  Grebiet,  dessen  Begrenzung  von  zwei 
Geraden  gebildet  wird.    (Siehe  Fig.  17.) 


Durch  Abbildung  mittelst  reeiproker  Radien  kann  dieses  Gebiet 
anf  das  Innere  eines  Kreises  zurückgeführt  werden,  wobei  die  Fläche 
dieses  £reises  längs  eines  Kreisbogens,  der  mit  der  Peripherie  den 
Winkel  va  bildet,  bis  zu  einem  inneren  Punkte  der  Kreisfläche  auf- 
geschnitten erscheint.    (Siehe  Fig.  18.) 

Der  zweite  Fall  wird  aus  dem  vorigen  erhalten,  wenn  v  mit  —v 
vertauscht  wird.    (Siehe  die  Figuren  19  und  20  auf  S.  258.) 

Es  bleibt  jetzt  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem  ausser 

Sehwari.  OwamtiitH*  llbhnahrngn.  II.  J7 
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il  aach  V  einer  ganzen  Zahl  gleichgesetzt  wird,  wo  dann  nach  dem 
Vorhergehenden  auch  ft  einer  ganzen  Zahl  gleich  ist.  Damit  bei 
dieser  Voraussetzung  das  allgemeine  Integral  der  Difierentialgleichung 
der  hypergeometrischen  Reihe  eine  algebraische  Function  von  x  sei, 
ist  nothwendig,  dass  der  Punkt  x  -^  \  für  dasselbe  kein  Verzwei- 
gongspunkt  sei;  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  ist  aoch  der 
Punkt  a:  =  00   für  das  allgemeine  Integral  kein  Verzweignngspnnkt. 

Es  genügt,  anzunehmen,  dass  die  drei  ganzen  Zahlen  i.,  p,  v  po- 
sitiv seien,  da  in  die  Gleichung  5*'(s, x)  =  F{a;)  nur  die  Quadrate 
derselben  eingehen. 

Als  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  j:  =  0  ein  ausserwesent* 
lieh  singulärer  Punkt  sei,  war  gefunden : 

Es  mnss  entweder 

A— (*— V    oder    A— |(t— v|, 

wo  Ifi— v]  den  absoluten  Betrag  von  (i~~v  bezeichnet,  eine  positive 
ungrade  Zahl  sein.  Hieraus  folgt,  dass  zunächst  nur  zwei  Fälle  zu- 
lässig sind :  Entweder  ist  von  den  drei  ganzen  Zahlen  A,  ft,  v  eine 
ungrade,  während  die  beiden  andern  grade  sind,  oder  es  sind  alle 
drei  ungrade. 

Damit  der  Punkt  x  ==  \  kein  Verzweigungspunkt  sei,  ist  noth- 
wendig,  dass  entweder 

v—^—K    oder    f— |A— /t| 

eine  positive  ungrade  Zahl  sei. 

Diese  beiden  Forderungen  sind  nur  dann  mit  einander  vereinbar, 
wenn  gleichzeitig  k  —  \^—v\  und  v—\X—^\  positiv  sind.     Hierausfolgt 
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Es  müssen  also  die  drei  Grössen  A,  ft,  v  dieselbe  Eigenschaft 
haben,  wie  die  Masszahlen  der  Längen  der  drei  Seiten  eines  gerad- 
linigen Dreiecks :  die  Summe  je  zweier  muss  grösser  sein  als  die  dritte. 

Daher  sind  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dass  das  Integral  der  Differentialgleichung 


2x'     '  2{l-'xy         2a;(l-fl;) 

eine  rationale  Function  von  x  sei ,  die  folgenden : 

1.    Die   drei   Zahlen  A,  [i,  v  müssen   von   0  verschiedene    reelle 
ganze  Zahlen  sein. 
^  2.    Die  Summe  derselben  muss  eine  ungrade  Zahl  sein. 

3.    Die  Summe  der  absoluten  Beträge  je  zweier  der  drei  Zahlen 
muss  grösser  sein  als   der  absolute  Betrag  der  jedesmaligen 
dritten. 
Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,   so  ist  auch  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (A.)  eine  rationale  Function  der  Grösse 
X,  und  zwar  stimmen  die  hier  sich  ergebenden  Fälle  vollkommen  mit 
denjenigen  überein ,   welche  in  Art.  I  unter  1*  und  3^,  sowie  unter  2* 
und  4<^  betrachtet  sind. 

Zürich,   1872. 
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Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  71,  Seite  88—46. 

Die  nachfolgende  Untersuchung  beschäftigt  sich  mit  der  Lösung 
der  Aufgabe :  Alle  ebenen  isothermischen  Curvenschaaren  zu 
bestimmen,  welche  von  algebraischen  Curven  gebildet  werden. 

Eine  einfach  unendliche  Schaar  von  ebenen  Curven  wird  nach 
Lam^  isothermisch  genannt,  wenn  die  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  bezogene  Gleichung  derselben  in  die  Form 

u  =  c 

gesetzt  werden  kann,  wo  c  einen  variablen  Parameter  und  u  eine  der 
partiellen  Differentialgleichung 

genügende  reelle  Function  der  Coordinaten  Xj  y  bezeichnet. 

Da  es  im  vorliegenden  Falle  stets  möglich  ist,  die  Function  « 
der  beiden  reellen  Variablen  x  und  y  durch  Hinzufiigung  einer  rein 
imaginären  Function  vi  derselben  Variablen  in  eine  analytische  Func- 
tion ii+vi  =  w  des  complexen  Argumentes  x+yi  ^=  s 

w  =  u+vi  =  f{x+yi)  =  f{sf) 

• 

überzuführen,  so  entspricht  jeder  isothermischen  Curvenschaar  in  der 
Ebene  der  complexen  Grrösse  ^  eine  analytische  Function  w  =  f{e), 
welche  dSe  conforme  Abbildung  dieser  Curvenschaar  auf  eine  Schaar 
von  parallelen  Geraden  m  =  c  in  der  Ebene  der  complexen  Grosse 
w  vermittelt. 

Bezeichnet  q>(w)  =  s:  die  aus  der  ümkehrung  der  Function 
w  =  f{z)  hervorgehende  analytische  Function,  so  ergibt  sich  die 
Uebereinstimmung  der   oben  gestellten  Aufgabe   mit   der   folgenden: 


J 
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Alle  analjrtischen  Functionen  z  =  x+yi  =  (p{u+vi)  =  q>{w)  des 
complexen  Argumentes  w  =  u+vi  zu  bestimmen,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  bei  der  durch  dieselben  vermittelten  conformen 
Abbildung  von  Theilen  der  Ebene  (w)  auf  Theile  der  Ebene  (a)  der 
Schaar  paralleler  Geraden  u  =  c  eine  Schaar  von  algebraischen 
Curven  entspricht. 
Es  sei 

wo  g)i  und  qp,  reelle  Functionen  der  beiden  reellen  Variablen  u  und 
V  bezeichnen.  Ohne  dass  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  Ab- 
bruch geschieht,  kann  vorausgesetzt  werden,  dass  diese  Functionen 
durch  Reihen  erklärt  sind,  welche  nach  Potenzen  von  u—u^  und  v^-v^ 
mit  ganzen  positiven  Exponenten  fortschreiten  und  für  alle  Werthe 
dieser  Grössen,  deren  absolute  Beträge  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
schreiten, convergiren.  Durch  eine  Verlegung  des  Nullpunktes  in 
der  Ebene  (tc;)  möge  bewirkt  werden,  dass  w^  =  r^,  =  0  gesetzt  wer- 
den kann. 

Es  wird  nun  vorausgesetzt,  daas  innerhalb  des  Convergenzgebie- 
tes  dieser  Potenzreihen  und  derjenigen  Erweiterung  desselben,  welche 
durch  analytische  Fortsetzung  erhalten  werden  kann,  der  Schaar  pa- 
ralleler Geraden  ««  =  c  in  der  Ebene  {w)  eine  Schaar  von  Bogen  al- 
gebraischer Curven  in  der  Ebene  {z)  entspricht.  In  Folge  dieser  Vor- 
aussetzung besteht  für  jeden  reellen  Werth  von  w,  dessen  absoluter 
Betrag  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet,  zwischen  den  Grössen 
X  =  9)i(«,t?)  und  y  =  9,(w,t;)  eine  algebraische  Gleichung 

F{x,y]u)  =  0, 

in  welcher  die  Function  F  eine  ganze  Function  von  x  und  y  bezeich- 
net, deren  Coefficienten  reell  sind  und  nur  von  dem  Parameter  u  ab- 
hängen. 

Denkt  man  sich  in  dieser  Gleichung  für  x  und  y  die  vorhin  er- 
wähnten Reihenentwickelungen  9>,  («,  v)  und  92(w,v)  gesetzt,,  so  er- 
gibt sich  aus  der  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  in  der  ent- 
stehenden Reihenentwickelung  die  Coefficienten  aller  Potenzen  von  v 
einzeln  gleich  0  sein  müssen,  eine  hinreichende  Anzahl  von  Gleichun- 
gen, aus  welchen  die  Verhältnisse  der  in  der  Function  F  vorkom- 
menden Coefficienten  als  Functionen  von  u  und  zwar  in  der  Form 
convergenter  Potenzreihen  bestimmt  werden  können. 
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Dem  Werthe  w  =  0  entspreche  die  Curve  F{Xjy)  =  0. 

Ist  diese  Curve  eine  Gerade ,  so  mache  man  dieselbe  mittelst 
einer  geeigneten  Coordinatentransformation ,  bei  welcher  g  und  i^  die 
neuen  Coordinaten  sind,  zur  ^-A^xe.  Ist  hingegen  diese  Curve  nicht 
eine  Gerade,  so  kann  durch  eine  vorhergehende  conforme  Abbildung 
der  Ebene  {^)  vermittelst  einer  algebraischen  Function  g  bewirkt 
werden,  dass  die  Curve  F{Xjy)  =  0  in  der  Ebene  (z)  und  die  Gerade 
^  =  0  in  der  Ebene  der  complexen  Grösse  5  =  S  +  ^*  einander  ent- 
sprechen. Zu  diesem  Zwecke  denke  man  sich  die  Ebene  (z)  etwa 
durch  diejenige  algebraische  Function  g  des  complexen  Argumentes  z 
conform  abgebildet,  welche  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

^-6 


F(,  l-Ti)  =  «. 


und  von  welcher  ein  Zweig  die  Bedingung  erfüllt,  dass  den  Punkten 
des  zu  betrachtenden  Stückes  der  Curve  F  (a*,  y)  =  0  reelle  Werthe 
von  g  entsprechen. 

Allen  algebraischen  Curven  in  der  Ebene  (js)  entsprechen  bei  die- 
ser conforraen  Abbildung  algebraische  Curven  in  der  Ebene  (g).  Eben- 
falls entspricht  der  der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  isothermi- 
schen Curvenschaar  in  der  Ebene  (z)  eine  isothermische  Curvenschaar 
in  der  Ebene  (g). 

Da  die  durch  die  Gleichungen  jPf  g,  ~'~^)  =  0,  ^  =  (p(w)  er- 
klärte Function  des  complexen  Argumentes  tv  =  u  +  vi 

die  Eigenschaft  besitzt,  dass  für  alle  rein  imaginären  Werthe  des 
Argumentes,  deren  absoluter  Betrag  eine  gewisse  Grösse  nicht  über- 
sclireitet,  der  Werth  der  Function  reell  ist,  so  entspricht  bei  der 
durch  diese  Function  vermittelten  conformen  Abbildung  einem  Stucke 
der  Geraden  «<  =  0  in  der  Ebene  (w)  ein  Stück  der  Geraden  i^  =  0 
in  der  Ebene  (g),  und  je  zwei  Punkten  u+vi  und  — M-f-ri  der  Ebene 
(tv) ,  welche  in  Beziehung  auf  die  Gerade  u  =  0  symmetrische  Lage 
haben,  entsprechen  in  der  Ebene  (g)  zwei  in  Beziehung  auf  die  Gerade 
rj  =  0  symjnetrisch  liegende  Punkte  S-fi^i  und  |— i?t.  Es  bestehen 
also  neben  einander  die  Gleichungen 

il;{u  +  vi)  =  i  +  rii. 
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Weil  nun  in  Folge  der  Voraussetzung  die  der  Schaar  paralleler 
Geraden  u  =  c  entsprechende  Curvenschaar  in  der  Ebene  (§)  eine 
Schaar  algebraischer  Curven  ist,  so  besteht  für  jeden  Werth  von  u 
zwischen  |  und  ij  eine  algebraische  Gleichung ,  deren  Coefficienten 
nur  von  u  abhängen.  Also  besteht  auch  zwischen  V  (^  +  ^0  ^^^ 
^(— w  +  ri)  eine  algebraische  Gleichung,  deren  Coefficienten  ebenfalls 
nur  von  der  Grösse  u  abhängen. 

Ohne  dass  der  AUgemeinheit  der  Untersuchung  Eintrag  geschieht, 
kann  die  Function  il;{u  +  vi)  als  eine  Reihe  angenommen  werden, 
welche  nach  Potenzen  von  ti  +  vi  mit  ganzen  positiven  Exponenten 
fortschreitet.  Hieraus  folgt,  dass  die  algebraische  Gleichung  zwischen 
il/{u  +  vi)  \mi  f{—u  +  vi),  bei  deren  Herleitung  vorausgesetzt  wurde, 
dass  der  Variablen  v  reeUe  Werthe  beigelegt  werden,  identisch  für 
alle  Werthe  von  v  erfüllt  ist,  für  welche  die  in  Betracht  kommenden 
Reihen  convergiren. 

Setzt  man  nun  — w  +  vi  =  w,  so  ist  u  +  vi  =  w  +  2uj  und  man 
gelangt,  wenn  man  die  Grössen  tv  und  2m  wieder  mit  w  und  u  be- 
zeichnet, zu  dem  Satze,  dass  innerhalb  der  durch  die  Convergenz  der 
in  Betracht  kommenden  Reihen  bedingten  Grenzen  zwischen 

^(w?)  und  ^(tt'+w) 

eine  algebraische  Gleichung  besteht,  in  welcher  die  allein  von  der 
Grösse  u  abhängenden  Coefficienten  als  Reihen  angenommen  werden 
können,  welche  nach  Potenzen  von  u  mit  ganzen  positiven  Exponen- 
ten fortschreiten. 

Für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  kleinen  Werthe 
von  w  und  u  ist  nun  die  Function  tl}{w  +  u)  in  eine  nach  Potenzen 
der  Grösse  t*  fortschreitende  convergente  Reihe 

entwickelbar.  Diese  Entwickelung  denke  man  sich  in  der  zwischen 
tlf{w)  und  il;{w  +  u)  bestehenden  Gleichung  für  il;{iv  +  u)  gesetzt  und 
die  entstehende  Gleichung  nach  Potenzen  von  u  geordnet.  Dann  er- 
gibt sich,  da  diese  Gleichung  für  alle  innerhalb  des  Convergenzbe- 
reiches  liegenden  Werthe  von  ti  erfüllt  sein  muss,  dass  die  Coefficieu-. 
ten  der  verschiedenen  Potenzen  von  u  einzeln  gleich  0  sein  müssen. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  zwischen  ^(w)  und  ^'(^ü)  ^^®  ^' 
gebraische  Gleichung  mit  con stauten  Coefficienten  bestehen  muss. 

Die  angestellte  Untersuchung  hat  somit  ergeben,    dass  unter  den' 
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1  du? 

angegebenen  Voraussetzungen       ,.       =  -rp    eine   algebraische 

Function  von  if{w)  =  g,  mithin  w  =  u  +  vi  das  Integral  einer  al- 
gebraischen Function  von  jg  =  x  +  yi  sein  muss.  Diese  Be- 
stimmung der  Function  tu  =  f{z)  ist  aber,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugen kann,  noch  zu  weit. 

Die  zwischen  '^(w)  und  ^(w-f-u)  bestehende  algebraische  Glei- 
chung, deren  Coefficienten  von  u  abhängen,  denke  man  sich  nun  in 
Beziehung  auf  w  differentiirt  *)  und  diese  DiflPerentiation  so  oft  wie- 
derholt, bis  man  eine  hinreichende  Anzahl  von  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  Verhältnisse  der  allein  von  der  Grösse  u  abhängenden 
Coefficienten  erhalten  hat.  Denkt  man  sich  hierauf  in  dem  Resultate, 
welches  den  gemachten  Voraussetzungen  zufolge  von  dem  speciellen 
Werthe  der  Variablen  w  unabhängig  sein  muss,  dieser  Variablen  den 
Werth  0  beigelegt,  so  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  jene  Ver- 
hältnisse durch  die  Function  ^  (u)  und  eine  endliche  Anzahl  von  Ab- 
leitungen dieser  Function  rational  ausdrückbar  sind.  Da  nun  die 
Ableitungen  von  ^(w)  mittelst  der  zwischen  ^(w)  und  ^'(**)  beste- 
henden algebraischen  Gleichung  eliminirt  werden  können,  so. ergibt 
sich  aus  der  zwischen  ilf{w)  und  ^{w+ti)  bestehenden  algebraischen 
Gleichung,  deren  Coefficienten  noch  von  der  Grösse  u  abhängen,  eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  den  drei  Grössen  V^(«),  ^{tc)  und 
ilf{u  +  w)  mit  Constanten  Coefficienten.  Mit  anderen  Worten:  Die 
Function  ^(t<?)  besitzt  ein  algebraisches  Additionstheorem. 

Da  nun  die  Function  tp{iv)  mit  der  Function  ^(m;)  durch  eine 
algebraische  Gleichung  verbunden  ist,  so  besitzt  auch  die  Function 
q){w)  ein  algebraisches  Additionstheorem. 

Es  ist  also  durch  die  vorhergehende  Untersuchung  der  Satz  be- 
wiesen :  Wenn  eine  Function  9  ( ti; )  des  complexen  Argumentes 
w  ^=i  u  +  vi  die  Eigenschaft  hat,  dass,  während  u  und  v  zwei  reelle 
Veränderliche  bezeichnen,  für  jeden  constanten  Werth  der  Grösse  u 
zwischen  dem  reellen  und  dem  imaginären  Bestandtheile  der  Function 
(p{u  +  iJi)  eine  algebraische  Gleichung  besteht,  so  besitzt  diese  Func- 
tion ein  algebraisches  Additionstheorem. 

Nun  ist  eine  analytische  Function  eines  Argumentes  w^  welche 


'*')  Vergl.  die  Abhandlung  AbeTs :  Methode  gänärale  de  tronver  des  fonctions  d'one 
seule  qoantitä  variable  lorsqu'une  propri^tä  de  ces  fonctions  est  ezprim^e  par  one 
^qoation  entre  deux  variables  ind^pendantes ,  Oeuvres  T.  IT.  p.  213 — 221.  Nonvelle 
Edition  T.  I.  p.  1. 
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ein  algebraisches  Additionstheorem  besitzt,  nach  einem  fundamentalen 
Lehrsatze,  welchen  Herr  Weierstrass  aufgestellt  und  bewiesen 
hat,  und  dessen  Kenntniss  ich  den  Vorlesungen  desselben  verdanke, 
entweder 

I.  eine  algebraische  Function  von  tv, 

oder,  wenn  /t  eine  passend  gewählte  Constante  bezeichnet, 

n.  eine  algebraische  Function  der  Exponentialfunction  e^'% 
oder 

in.   eine  algebraische  Function  einer   elliptischen  Function 
im  engeren  Sinne,   z.  B.  von  sin  am  {fiw\k). 

Dieser  Satz,  welcher  die  analytische  Natur  der  elliptischen  Func- 
tionen noch  charakteristischer  ausspricht,  als  deren  doppelte  Periodi- 
cität  dies  zu  thun  geeignet  ist,  fiihrt  auch  zu  den  Fundamental- 
systemen der  iso thermischen  algebraischen  Curvenschaaren ,  d.  h. 
solchen  Schaaren  isothermischer  algebraischer  Curven,  aus  denen  alle 
übrigen  durch  conforme  Abbildung  mittelst  algebraischer  Func- 
tionen hergeleitet  werden  können. 

Wird  w  =  u  +  vi  gesetzt,  so  ist  im  ersten  Falle  die  Schaar  der 
parallelen  Geraden  u  =  c  selbst  das  Fundamentalsystem. 

Damit  im  zweiten  Falle  der  Schaar  paralleler  Greraden  w  =  c 
eine  Schaar  algebraischer  Curven  entspreche,  ist  erforderlich, 
dass  der  Multiplicator  /i  entweder  einen  rein  imaginären,  oder  einen 
reellen  Werth  habe.  Die  beiden  Fundamentalsysteme  dieses  Falles 
sind:  Die  Schaar  aller  durch  einen  Punkt  gehenden  Greraden  und  die 
zu  dieser  Schaar  gehörende  orthogonale  Schaar  concentrischer  Kreise. 

Im  dritten  Falle  kann  der  Schaar  u  =  c  nur  dann  eine  Schaar 
algebraischer  Curven  entsprechen,  wenn  der  Modul  h  der  in  Betracht 
kommenden  elliptischen  Function  entweder  reell  ist,  oder  ein  zu  ei- 
nem reellen  Modul  gehörender  transformirter  Modul  ist. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  beweisen,  werde  an- 
genommen, es  sei  k  nicht  reell,  und  es  seien  k^  und  ft,  die  zu  den 
Grössen  k  und  fi  gehörenden  conjugirten  complexen  Grössen.  Damit 
nun  der  Geraden  u  =  0  in  der  Ebene  (w)  bei  der  Abbildung  durch 
die  Function 

^  =  amam{fiw]k) 

eine  algebraische  Curve  entspreche,  ist  es  nothwendig,  dass,  wenn 
tv  =s  vi  gesetzt  und  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  v  zunächst  auf 
reelle  Werthe  beschränkt  wird,  zwischen  dem  reellen  und  dem  imagi- 


I 
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nären  Bestandtheile  von  sin  am  ((ivi ;  k)  eine  algebraische  G-leiehimg 
besteht.  Hieraus  folgt,  dass  auch  zwischen  e  -=  sin  am  (/tri ;  i)  und 
e^  =  sin  am  {—(iiVi ;  ä,)  eine  algebraische  Gleichung  bestehen  muss.  Da 
diese  algebraische  Grleichung  nicht  bloss  für  die  reellen,  sondern  über- 
haupt für  alle  Werthe  von  v  erfüllt  sein  muss,  so  ergibt  sich,  dass 
der  Modul  i,  ein  zu  dem  Modul  k  gehörender  transformirter  Modul  ist, 
denn  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  besteht  die  Gleichung 

J^  r^  dz  1_    /*^i dz 

Es  seien  nun  A  +  Bi  und  A'+B'i^  wo  A,  jB,  -4.',  B'  reelle  Grössen 
bezeichnen,  ein  Paar  Fundamentalperioden  der  Variablen  r,  voraus- 
gesetzt, dass  dieselbe  als  Function  von  z  betrachtet  wird.  Hierbei 
möge  angenommen  werden ,  es  sei  die  Periode  A  +  Bi  so  gewählt, 
dass  weder  -4,  noch  B  gleich  0  ist.  Aus  der  vorstehenden  Gleichung 
folgt,  dass  A—Bi  und  A'—B'i  ein  Paar  Fundamentalperioden  der 
Variablen  v  sind,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  als  Function  von  z^ 
betrachtet  wird.  Die  allgemeine  Theorie  der  Transformation  der  el- 
liptischen Integrale  lehrt  aber,  dass  es  möglich  sein  muss,  A—Bi 
und  A'—B%  linear  und  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  durch 
A  +  Bi  und  A'+B'i  auszudrücken.  Man  erhält  also,  wenn  a,  ß.  y  und  d 
rationale  Zahlen  bezeichnen,  zunächst 

und  durch  Trennung  des  Reellen  und  des  Imaginären 

yA  =  (1-d)^',      yB  =  -{l  +  d)B', 

wobei  zwischen  den  vier  Grössen  a,  /S,  y,  d  die  Relationen 

a  +  d  =  0,       aS-ßy  =  -1 
bestehen  müssen. 

Die  Verhältnisse  A':  A  und  B':B  sind  also  rationale  Zahlen, 
und  daher  ist  es  möglich ,  jedes  der  beiden  Integrale ,  durch  welche 
die  Variable  v  dargestellt  ist,  mittelst  einer  algebraischen  Substitu- 
tion in  ein  elliptisches  Integral  zu  transformiren ,  dessen  Fuudamen- 
talperioden  etwa  A  und  Bi  sind,  dessen  Modul  also  reell  ist. 

Denkt  man  sieb  nun  dio   angedeutete  Transformation  ausgeführt. 
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so  erhält  die  Schaax  der  Parallelen  w  =  c  gleiche  Richtung  mit  ei- 
ner der  beiden  Fundamentalperioden  von  v.  Ohne  dass  der  Allge- 
meinheit der  Untersuchung  Abbruch  geschieht,  kann  demnach  von 
vornherein  angenommen  werden,  dass  sowohl  der  Modul  ä,  als  auch 
der  Multiplicator  ft  je  einen  reellen  Werth  habe. 

Aus  dieser  Untersuchung  ergibt  sich  das  Resultat,  dass  als  Fun- 
damentalsysteme des  Falles  III.  die  Schaaren  der  Sieb  eck  sehen 
Curven  vierten  Grades*)  anzusehen  sind,  welche  bei  der  conformen 
Abbildung  mittelst  der  Function 

z  =  sinam(tt  +  yi) 

—  reelle  Werthe  des  Moduls  vorausgesetzt  —  für  constante  Werthe 
von  w,  beziehungsweise  von  v,  sich  ergeben,  welche  Curvenschaaren 
auch  als  stereographische  Projectionen  von  Schaaren  confocaler 
sphärischer  Kegelschnitte   erklärt  werden  können. 

In  allen  drei  Fällen  ist  die  Schaar  derjenigen  Curven,  welche 
die  Curven  des  isothermischen  Fundamentalsystems  orthogonal  schnei- 
den, nicht  bloss  wieder  isotherm,  —  wie  dies  aus  der  Betrachtung  der 
conformen  Abbildung  unmittelbar  sich  ergibt,  tibereinstimmend  mit 
einem  von  Lam^  ausgesprochenen  Lehrsatze,  —  sondern  wird  auch 
wieder  von  algebraischen  Curven  gebildet. 

Dieser  Satz  lässt  sieb  nach  dem  Vorhergehenden  folgendermassen 
verallgemeinern:  Die  orthogonale  Curvenschaar  einer  Schaar  ebener 
algebraischer  Isothermen  ist  stets  wieder  eine  Schaar  algebrai- 
scher Isothermen. 

Bei  der  Umkehrung  des  Abhängigkeitsverhältnisses,  welches  zwi- 
schen den  beiden,  wie  die  Untersuchung  gezeigt  hat,  unbeschränkt 
veränderlichen  Grössen  z  ^=^  x-^-yi  und  w  =  u  +  vi  besteht,  ergibt 
sich  also  schliesslich  folgendes  Resultat : 

Die  complexe  Grösse  xv  =  f(z) ,  deren  reeller  Theil  u  längs  je- 
der einzelnen  Curve  einer  von  algebraischen  Curven  gebildeten ,  in 
der  Ebene  der  complexen  Grösse  z  liegenden  isothermischen  Curven- 
schaar einen  constanten  Werth  hat,  ist 

entweder 

I.  eine  algebraische  Function  von  Zj 

oder  es   ist,    wenn   [i   eine  passend  gewählte  reelle  Zahlengrösse  be- 


*)  Siebeck:  Ueber  eine  Gattung  von  Curven  vierten  Grades,  welche  mit  den 
elliptischen  Functionen  zusammenhängen,  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik,  Bd.  67,  S. 359-370  und  Bd. 59,  S.  178— 184. 
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zeichnet, 

n.  die  Grösse  fiw,  beziehungsweise  ii,wi,  der  Logarith- 
mus  einer  algebraischen  Function  von  s, 

oder  es  ist 

in.  die  Grösse  fiiv  ein  elliptisches  Integral  erster 
Art,  in  der  Jac ob i sehen  Normalform,  mit  reellem 
Modul,  dessen  obere  Grenze  eine  algebraische 
Function   von  z  ist. 

Hiermit  ist  die  am  Anfange  dieses  Aufsatzes  gestellte  Aufgabe 
gelöst. 

Zürich,   im  Februar  1873. 


Beispiel  einer  stetigen    nicht   diflferentiirbaren 

Function. 


Eine  am  lOfcen  Angnst  1873  der  mathematischeii  Section  der  Schweizerischen  Naiarfor- 
sehenden  Gesellschaft  gemachte  Mittheilnng.  —  Arehives  des  Sciences  physiquee  et  naturelles, 
Genive,  Septemhre  1878,  p.  88—88.  —  Yerhandlnngen  der  Schweizerischen  Natorforschenden  Ge- 
sellschaft,  Jahrgang  1B7S,  Seite  252-258. 

Die  Frage,  ob  die  Existenz  einer  Ableitung  einer  eindeutigen 
und  stetigen  Function  reellen  Argumentes  bereits  eine  nothwendige 
Folge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  sei,  oder  ob  nicht  vielmehr  die 
Forderung  des  Vorhandenseins  einer  Ableitung  eine  neue  der  Func- 
tion auferlegte  beschränkende  Bedingung  enthalte,  hat  in  Kreisen 
deutscher  Mathematiker  schon  vor  mehr  als  zehn  Jahren  aufgehört, 
G-egenstand  einer  Discussion  zu  sein. 

In  seiner  im  Jahre  1854  der  Göttinger  philosophischen  Facultät 
vorgelegten  Habilitationsschrift  hat  Riemann  ein  Beispiel  einer 
Function  mitgetheilt,  welche  für  jeden  rationalen  Werth  des  Argu- 
mentes unstetig  ist  und  dennoch  durchgehends  eine  Integration  ge- 
stattet. Von  der  zu  dieser  Function  gehörenden  Integralfunction 
kann  man  daher  aussagen,  dass  dieselbe  für  keinen  rationalen  Werth 
des  Argumentes  einen  bestimmten  Differentialcoefficienten  besitzt. 

Ebenso  hat  Herr  Weierstrass  im  Jahre  1861  in  den  Vorle- 
sungen, welche  derselbe  in  dem  Gewerbeinstitute  in  Berlin  über  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung  hielt,  die  richtige  Darlegung  des 
wahren  Sachverhalts  gegeben,  gemäss  dem  alle  Versuche,  die 
Existenz  einer  Ableitung  für  stetige  Functionen  eines 
reellen  Argumentes  allgemein  zu  beweisen,  ohne  Aus- 
nahme als  verfehlt  betrachtet  werden  müssen. 

Da  es  nämlich  unendlich  viele  eindeutige  und  stetige  Functionen 
gibt,  bei  denen  die  Annahme  der  Existenz  einer  Ableitung  schlech- 
terdings unzulässig  ist,  so  muss  jede  Argumentation,  welche  allein 
aus  der  Stetigkeit  einer  Function  die  Existenz  einer  Ableitung  dersel- 
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ben  zu  folgern  sucht,*)  an  einem  principiellen  Fehler  leiden,  so  dass 
es  hinreicht,  ein  einziges  Beispiel  einer  eindeutig  definirten  und  ste- 
tigen Function,  welche  nicht  differentiirbar  ist,  beizubringen,  um 
die  mangelnde  Folgerichtigkeit  einer  derartigen  Schlussweise  aufzu- 
decken. **) 

Ausser  dem  bereits  erwähnten,  von  Riemann  herrührenden  Bei- 
spiele, nach  dessen  Muster  beliebig  viele  andere  gebildet  werden 
können,  ***)  sind  den  Mathematikern,  welche  das  Glück  gehabt  haben, 
ihre  Studien  unter  Leitung  der  jetzt  an  der  Berliner  Universität 
wirkenden  Männer  zu  machen,  noch  einige  andere  charakteristische 
Beispiele  bekannt,  welche  über  verschiedene  Möglichkeiten,  die  hier 
eintreten  können,  helles  Licht  verbreiten.  Das  Beispiel,  welches  im 
Nachfolgenden  mitgetheilt  wird,  und  welches  seiner  Einfachheit  wegen 
vielleicht  nicht  ohne  Interesse  ist,  beansprucht  keinen  sachlichen 
Vorzug  vor  anderen  Beispielen  dieser  Art. 

Wenn  mit  x  eine  veränderliche  Grösse,  welche  nur  positive  Werthe 
annehmen  soll,  und  mit  E{x)  jedesmal  die  grösste  in  x  enthaltene 
ganze  Zahl  bezeichnet  wird,  so  stellt  der  Ausdruck 

fp{x)  =  E{x)  +  \Jx-E{x), 

vorausgesetzt,  dass  der  Quadratwurzel  stets  ihr  positiver  Werth 
beigelegt  wird,  eine  für  alle  Werthe  der  Variablen  x  eindeutig  er- 
klärte und  continuirliche  Function  derselben  dar,  welche  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  zu  grösseren  Werthen  des  Argumentes  stets  grössere 
Werthe  der  Function  gehören.    Die  Curve ,   welche  in  Bezug  auf  ein 


*)  Lamarle,  £tude  approfondie  sur  les  deux  ^qoations  fondamentales 
Li^  f(x+hy-f(x)    _  ^,^^^  et  dy  =  r(x)Jx, 

präsent^e  ä  la  s^ance  du  1er  juillet  1864.  M^moires  de  l'Acad^mie  Royale  de  Bel- 
gique,  in  4*^,  Tome  XXIX.  •—  Duhamel,  ^l^ments  de  calcul  infinit^imal ,  Paris 
1856,  Tome  I,  p.  94—97.  —  Bertrand,  Trait^  de  calcul  diff^reutiel  et  de  calcul 
integral,  Paris  1864,  Tome  I,  p.  2— 4.  —  Ph.  Gilbert,  Memoire  sur  Fezistence  de 
la  d^riv^e  dans  les  fonctions  continues  (4  mai  1872).  M^moires  couronn^s  et  autres 
M^moires  publi^s  par  TAcad^mie  Royale  de  Belgique,  in  8°,  Tome  XXTTT,  1873. 

**)  Ph.  Gilbert,  Rectification  au  sujet  d'un  memoire  prdcedent,  Bulletins  de 
l'Acad^mie  Royale  de  Belgique,  2me  S^rie,  Tome  XXXV,  Juin  1878. 

***)  Auch  die  Programmabhandlung  von  Hermann  Hankel:  Ueber  die  unend- 
lich oft  oscillirenden  und  unstetigen  Functionen,  Tübingen  1870,  knüpft  an  das  Bei- 
spiel Kiemanu's  au. 
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Fig.  21. 
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rechtwinkliges  Coordinatensystem  die  Gleichung  y  =  ^(a;)  hat,  be- 
steht aus  unendlich  vielen  congruenten  Parabelstücken  und  besitzt 
in  jedem  Punkte,  in  welchem  zwei  dieser  Parabelstücke  zusammen- 
treffen, also  für  alle  ganzzahligen  Werthe  von  x  und  y,  eine  Ecke. 
[Es  kann  beiläufig  bemerkt  werden,  dass  die  zwischen  den  bei- 
den Variablen  x  und  y  bestehende  Abhängigkeit  auch  ohne  Wurzel- 
zeichen und  ohne  Zuhülfenahme  einer  zahlentheoretischen  Function, 
wie  der  Function  E{x),  in  der  Weise  durch  eine  Grleichung  darge- 
stellt werden  kann ,  dass  sich  die  Geltung  derselben  gleichzeitig  auf 
alle  Paare  zusammengehörender  Werthe  von  x  und  y,  und,  wenn  die 
Variable  x  auf  positive  Werthe  beschränkt  bleibt,  auch  nur  auf  diese 
erstreckt.    Den  angegebenen  Bedingungen  genügt  z.  B.  die  Gleichung 

11  1  1 

X  =  y  — -g^  +  — r(cos2yÄ+2^cos4y3r-|- gjcoseyjc-l ).] 

Die  Function  fp{x)  hat,    wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,   folgende 
Eigenschaften 

q>{x)'^x  +  {;       0<A^1,  q>{x  +  h)  —  (p{x)^\/h] 
h>lj  (p {x  +  h) " (p {x) <:2h. 


Setzt  man  nun 


1  V^/  «       o«.o» 


(n  =  0,1,2,...  od) 


so  wird  behauptet: 

a.  Die  Function  f{x)  ist  eine  für  alle  Werthe  des  Argumentes  x 
eindeutig  erklärte  stetige  Function  dieser  Variablen,  welche  die  Ei- 
genschaft hat,  dass  zu  grösseren  Werthen  des  Argumentes  stets 
grossere  Werthe  der  Function  gehören. 

b.  Ein  wie  kleines  Intervall   n-p  •  •  •  X  man  aber  auch  abgrenzen 
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möge,  stets  lassen  sich  imendlich  viele,  diesem  Intervalle  angehörende 

Werthe  x'  angeben,   für  welche  der  Quotient   — \^  J^® 

vorgeschriebene,   beliebig   gross  angenommene  Zahl  g  überschreitet, 
wenn   die   G-rösse    h   von  der   positiven   Seite   her  abnehmend   dem 
Werthe  0  sich  nähert. 
Beweis,    a.  Die  Reihe 

-^-2^2"  (»^  =  0,1,2,. ..OD) 

convergirt  für  aUe  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  x  in  glei- 
chem Grade.  Aus  diesem  Grunde  überträgt  sich  die  Eigenschaft 
der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit,  welche  die  einzelnen  Glieder  der 
Reihe  als  Functionen  von  x  besitzen,  auch  auf  die  Summe  derselben. 
Wenn  man  von  dem  Begriffe  einer  für  alle  in  Betracht  kom- 
menden Werthe  der  Variablen  in  gleichem  Grade  convergiren- 
den  Reihe  nicht  Gebrauch  machen  will,  so  kann  man  die  Stetigkeit 
der  Function  f{pii)  auch  wie  folgt  beweisen.    Es  ist 

/•(a;+Ä)-Aa;)  =  E^^ ^^r^r^ '^     (n  =  o,  i,2,...qd). 

Der  Grösse  ä  möge  ein  positiver  Werth  beigelegt  werden,  welcher 
kleiner  als  1  ist.  Es  sei  r  eine  ganze  Zahl  (einschliesslich  der  0), 
welche  so  bestimmt  ist,    dass 

1    -A        1 


2H-1   <-       ^2' 
Dann  ergibt  sich 


g>(2-^  +  2-A)-9)(2-a;)   =        ^2"*  (n  =  o  1  2       r) 


IT 

-  2"- 2"  "^  ~"  2*- 2' 


_  2V2-(2\/2)- 


2^2-1 

Andererseits  ist  für  n  ^  >'  +  l,  »•+2,  .  .  .oo 


V/A. 


y(2"a;  +  2-A)-y(2-A)         ^^    2"fe 
2"- 2"  "     2"- 2' 


VäVä        2VA 


>r-l 


(2^2)'*    . 
Hieraus  folgt 
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fix  +  h)-f{x)  <:  jl^-^^y^  +2(2V2rj  v/fe. 

Der  Coefficient  von  V^^  erlangt  seinen  grössten  Wertli ,  nämlich  den 
Werth  3,  wenn  r  =  0  gesetzt  wird.  Es  ist  also,  wenn  h  der  Bedin- 
g\ing  0  <:  Ä  ^  1  genügt, 

und,  wenn  x  durch  a:  —  Ä  ersetzt  wird, 

f{x)---f{x-h)<:3\Jh. 

Die  Function  f{x)  ist  demnach,  wie  behauptet  wurde,   eine  stetige 

Function  ihres  Argumentes. 

b.    Wie  klein  auch   ein   gegebenes  Intervall  x^'  --  X   sein  möge, 

1 
man  kann  stets  eine  ganze  Zahl  m  so  gross  wählen,  dass      _^   kleiner 

als  X  — a;^  ist,  und  dann  eine  ganze  ungrade  Zahl  m'  so  bestimmen,  dass 

x, 


0  nm 


2' 

ist.  Man  setze  nun  -—  =  x'  und  berechne  für  positive,  von  0  verschie- 
dene  Werthe  von  h  den  Quotienten 

1 ^n ^;r^ ,         («-0,1, 2,, ..00). 

Da  sämmtliche  Glieder  der  unendlichen  Reihe  auf  der  rechten  Seite 
der  vorstehenden  Gleichung  positiv  sind,  so  erhält  man,  wenn  man 
von  dipsen  Gliedern  nur  dasjenige  beibehält,  für  welches  n  =  m  ist, 

f(x'  +  h)-'f{x')        9(2".r +2'-A)-(2'-it:') 


h  2"*.  2*Ä 

Beschränkt   man    nun ,    was   gestattet   ist ,    die  Veränderlichkeit  der 
Grösse  h  auf  solche  Werthe,   welche  kleiner  als  — -  sind,    so   ist  in 

2 

Folge  der  Erklärung  der  Function  (p{x) 

9)(2-Ä,-'+2"Ä)-9(2".r')  =  ^2^h\ 
Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ergibt  sich  also 

fix' +  h)- fix-)  _  1 


Ä  (2^2)- V*' 

Schwarz,  GeMmnelte  Abbandlvngen.  11.  ]R 
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Für  hinreichend  kleine  positive  Werthe  von  h  überschreitet  daher 

der  Diiferenzenquotient  ~- j — ---      jede  vorgeschriebene,  beliebig 

gross  angenommene  Zahl  r/. 

Andererseits   ergibt  sich ,    dass  für  denselben  Werth  von  x  und 
für  positive  abnehmende  Werthe  von  A  die  Beziehung 


(h'^o)  -A  2-*   •      -2"+^  V/2"Ä;'-£(2-a;') 

(n  =  0,  1,2,  ...m  —  1) 

stattfindet. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  die  Annahme  der  Existenz 
einer  Ableitung  der*  Function  f{x)j  welche  für  jeden  Werth  des  Ar- 
gumentes Xj  auch  nur  innerhalb  irgend  eines  beliebig  kleinen  Inter- 
valles,  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hätte,  unstatthaft  ist. 


lieber  ein  vollständiges  System  von  einander 
unabhängiger  Voraussetzungen  zum  Beweise 

des  Satzes 

dy  \      dx      J         dx  \      dy      / 


Ein6  der  mttbematidchen  Seetion  der  Sehwaicariacben  Natnrforaohenden  Oaaallaeliafk  am 
19ten  Aagnst  1878  gemachte  Uittbeilang.  —  Arcbifea  dea  Sciencea  phjaiqaaa  «t  natnreUea,  Oenftre, 
Septembre  1873,  p.  88-44,  Novembre  1878,  p.  242.  ~  Verbandlnngen  der  Schweiseriacheii  Nator- 
foracbeaden  Geaellacbali,  Jabrgang  1878,  Seite  259-270. 

Für  den,  die  IJmkehrbarkeit  der  Differentiationsordnung  betreffen- 
den, in  der  Ueberscbrift  angeführten  Fundamentalsatz  der  Differential- 
rechnung ist  seit  der  Entdeckung  desselben  eine  nicht  unbeträchtliche 
Anzahl  von  wirklichen  und  vermeintlichen  Beweisen  veröffentlicht 
worden,  ohne  dass  jedoch  mit  Grund  behauptet  werden  könnte,  es  sei 
auch  nur  einer  dieser  Beweise  gegenwärtig  zu  allgemeiner  Anerken- 
nung gelangt.*) 

Nicht  einmal  über  die  zum  Beweise  dieses  Satzes  nothwendigen 
Voraussetzungen  scheint  unter  den  mathematischen  Schriftstellern 
XJebereinstimmung  zu  bestehen. 

Um  zunächst  womöglich  zu  einem  vollständigen  Systeme  von 
einander  unabhängiger  Bedingungen  zu  gelangen,  deren  Erfüllung  für 
die  Geltung  des  erwähnten  Satzes  ausreicht,   werde  ich  in  dem  Fol- 


*)  Man  vergleiche  hierüber: 

P.  H.  Blanchet:  Eztrait  d'une  Lettre  adressäe  ä  M.  Lioaville.    Liouville,  Journal 

♦ 

de  math^matiques,  t.  VI,  1841,  p.  66 — 66. 
L.  Lindelöf:  Remarques  sur  les  diff^rentes  mani^res  d'ätablir  la  formale 

dxdy  Bydz' 

Acta  aocietatis  scientiarum  Fennicae.    T.  Vm,  1867.    Pars  I,  p.  205—213. 
A.  GeDocchi:  iBtorno  ad  on  teorema  di  calcolo  differenziale.«  Atti  della  Reale  Ac- 
cademia  delle  Scienze  di  Torino,  vol.  IV,  1869,  p.  827—881. 

18* 
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genden  einige  Beweise  desselben  in  Beziehung  auf  die  den  letzteren 
zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  untersuchen .  wobei  ich  es  je- 
doch dahingestellt  sein  lasse,  ob  nicht  andere  Beweise  dieses  Satzes 
der  Anforderung  an  Strenge  in  gleichem  Grade  genügen  und  den  hier 
zur  Sprache  kommenden  vorzuziehen  sind. 

Der  von  Lagrange  herrührende  Beweis  für  den  in  der  Ueber- 
schrift  erwähnten  Lehrsatz  ist  dem  Vorwurfe  mangelnder  Strenge, 
welcher  in  Bezug  auf  eine  Anzahl  angeblicher  Beweise  dieses  Satzes 
mit  Recht  ausgesprochen  worden  ist,  nicht  ausgesetzt,  wenn  die  Ent- 
Wickelung  der  Differenz  f{x^,-\-hjy^-\-k)'-f{x^,y^)  nach  Potenzen  von 
h  und  A,  auf  welche  dieser  Beweis  sich  stützt,  bis  zu  den  Gliedern 
der  zweiten  Dimension  einschliesslich  fortgesetzt  und  die  Grösse  des 
nach  Abzug  dieser  Glieder  übrig  bleibenden  Restes  mittelst  eines 
bekannten,  von  Cauchy  herrührenden  Satzes  geschätzt  wird. 

Zu  diesem  Beweise  ist  erforderlich,  ausser  der  Stetigkeit  der  Func- 
tion f{x^y)  selbst,  die  Voraussetzung  der  Existenz  und  der  Stetigkeit*) 
der  beiden  ersten  und  der  vier  zweiten  partiellen  Ableitungen  der 
Function  /(^,y),  welche  wie  folgt  bezeichnet  werden  mögen: 

Entwickelt  man  unter  Zugrundelegung  dieser  Voraussetzungen 
f(Xf^  +  hj  y^+k)  nach  Potenzen  von  h  und  die  einzelnen  Glieder  dieser 
Entwickelung  nach  Potenzen  von  k ,  so  ergibt  sich  eine  Gleichung 
von  der  Form 

f{^o+h,yo+k)-f{x,,y,)  =  f,{x„y,)h  +  f,{x,,y,)k  + 

In  dieser  Gleichung  bezeichnen  a,  ß,  y  drei  Grosso,  welche  dem  abso- 
luten Betrage  nach  beziehlich  nicht  grösser  sind  als  die  grössten 
Werthe  der  drei  Differenzen 

fiA^^y)-fiA^ojyo\  fiA^iy)-f^A^o^yo)^  f,My)''f^A^o,yol 


*)  Man  vergleiche  die  Anmerkung  auf  den  Seiten  220—221   des  74.  Bandes  des 
Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik.    (Siehe  S.  177—178  dieses  Bandes.) 
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vorausgesetzt,  dass  die  Veränderlichkeit  von  x  auf  das  Intervall 
^0 '  • '  ^0  +  ^  ?  d^^  Veränderlichkeit  von  y  auf  das  Intervall  j/o  •  • '  yo  +  '^ 
beschränkt  wird. 

In  Folge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Functionen  /',,(:z^,y), 
fi;»{^f!/)f  fiA^iV)  haben  also  die  Grössen  ccj  ß,  y  die  Eigenschaft,  un- 
endlich klein  zu  werden ,  wenn  h  und  k  unendlich  klein  werden. 
Entwickelt  man  hingegen  unter  Zugrundelegung  derselben  Voraus- 
setzungen /*(i^o  +  ^y  yo  +  ^)  5^3,ch  Potenzen  von  k  und  die  einzelnen 
Glieder  dieser  Entwickelung  nach  Potenzen  von  ä,  so  ergibt  sich 

f(^\+h,yo  +  k)'-f(x,,y,)  =  t\i^\.yo)h+f,(x,,y,)k  + 

+  i  { iU^  (^0.  Vo)  +  «']  h'  +  2  [f,^,  (:.•„  y,)  +  ß']  hk  +  [/;,  {x,,  y,)  +  /]  k'  \ , 

wo  a',  /}',  /  analoge  Bedeutung  haben  wie  a,  /8,  y. 

Durch  Vergleichung  beider  Ergebnisse  erhält  man ,  wenn  man 
noch  Ä;  =  Ä  setzt 

wo  (Ä)  eine  Grösse  bezeichnet,  welche  unendlich  klein  wird,  wenn  h 
unendlich  klein  wird.    Hieraus  folgt,  dass  die  Differenz 

deren  Werth  von  h  nicht  abhängt,  keinen  von  0  verschiedenen  Werth 
haben  kann. 

Es  lässt  sich  nicht  in  Abrede  stellen,  da.ss  dieser  Beweis,  gegen 
dessen  Strenge ,  wie  mir  scheint ,  nichts  eingewendet  werden  kann, 
an  der  UnvoUkommenheit  leidet ,  dass  derselbe  die  Voraussetzung 
der  Existenz  und  Stetigkeit  der  beiden  partiellen  Ableitungen  f^^x^y) 
und  fi^x^y)  erfordert,  während  doch  der  zu  beweisende  Lehrsatz 
nur  auf  die  beiden  Ableitungen  fy^x^y)  und  f^^x^y)  unmittelbar 
Bezug  hat.  Es  lassen  sich  aber  sehr  wohl  Functionen  von  zwei 
Variablen  x  und  //  bilden ,    für   welche  unbeschadet  der  übrigen  Vor- 

aussetzungen  partielle  Ableitungen ,    denen  die  Bezeichnung  -     .  -{--  - 

d^fix  y)  .    .  ^^ 

und  — ^  ,        zukommen  würde,  nicht  existiren,  und  es  entsteht  daher 

die  Frage,  ob  die  Voraussetzung  der  Existenz  und  der  Stetigkeit  der 

beiden  Ableitungen  —  };  l  -    und   -  ^^— '•^-'-  für  die  Geltung  des  Lehr- 

Satzes 

dy  \      dx      y  dx  \      dy      J 

nothwendig  ist  oder  nicht? 
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Diese  Frage  kann  durch  folgende  Beweisanordnung  beantwortet 
werden. 

Es  sei  f{x^y)  eine^  für  alle  innerhalb  eines  gewissen  Gebietes 
liegenden  Werthe  der  beiden  reellen  Variablen  x  und  y  eindeutig 
erklärte,  endliche  und  stetige  Function  derselben.  Ebenso  seien  for 
das  betrachtete  Gebiet  die  folgenden  \der  partiellen  Ableitungen 
dieser  Function,  nämlich 

dx      —f^^^^y^^      dy\    dx    J  dy      -^•^^'W» 

dy      -^«^^»y^'     dx\dyJ~      dx      — '^^^^'^^ 

endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  ihrer  beiden  Argumente. 
Ein  beliebiges ,  innerhalb  des  betrachteten  Gebietes  liegendes 
Werthepaar  der  beiden  Variablen  rr,  y  werde^  mit  x^,  y^  bezeichnet. 
Es  mögen  h  und  Je  zwei  so  kleine,  von  0  verschiedene,  positive  Grössen 
bedeuten ,  dass  alle  Werthepaare  Xj  y,  für  welche  gleichzeitig  die 
beiden  Bedingungen 

erfüllt  sind,  ebenfalls  dem  betrachteten  Gebiete  angehören;  auch  möge 
für  die  folgenden  Betrachtungen  die  Veränderlichkeit  von  x  und  y 
auf  solche  Werthepaare  beschränkt  werden ,  welche  diesen  beiden 
Bedingungen  genügen. 

Die  grössten  Werthe,  welche  die  absoluten  Beträge  der  Differen- 
zen f,,,{^^y)-f,^,{x,,y,)  und  f,^,{x,y)-f,^,{x,,y,)  unter  der  angege- 
benen Voraussetzung  annehmen  können,  mögen  beziehlich  mit  ij  und 
7/  bezeichnet  werden.  Dann  ergibt  sich  aus  der  vorausgesetzten 
Stetigkeit  der  Functionen  fj^^ix^y)  und  /',,i(ic,y),  dass  man  durch  hin- 
reichend kleine  Wahl  von  Ä'und  Je  über  die  Kleinheit  von  1?  und  t/ 
gebieten  kann. 

Nun  ist  nach  der  Voraussetzung 

Also  ist  die  Aenderung,  welche  die  Function /*,(Ä?,y)  beim  Uebcr- 
gange  von  y  aus  dem  Werthe  y^  in  den  Werth  y^  +  Je  erfahrt, 
während  x  hierbei  ungeäudert  bleibt,  gleich  dem  Producte  aus  der 
Aenderung  ä-  des  Argumentes  und  einem  gewissen  Mittelwerthe  awi- 
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sehen  dem  kleinsten  und  dem  grössten  unter  denjenigen  Werthen, 
welche  die  Ableitung /',,(a;,y)  in  diesem  Intervalle  annimmt.  Bezeich- 
net man  diesen  Mittel werth  mit  /*i,2(^o>yo)  +  ^»  so  ist  s  eine  Grösse, 
deren  Werth  im  Allgemeinen  -von  x  abhängt,  deren  absoluter  Betrag 
aber  die  Grösse  t;  jedenfalls  nicht  überschreitet.    Man  erhält  hiemach 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  ist  gleich 

■^[A*.yo+*)-/"(a;,yo)]. 

Also  ist  die  Aenderung,  welche  die  Function 

dadurch  erfahrt ,  dass  x  aus  dem  Werthe  x^  in  den  Werth  x^  +  h 
übergebt,  gleich  dem  Producte  aus  h  und  einem  gewissen  Mittelwerthe 
zwischen  dem  kleinsten  und  dem  grössten  Werthe,  den  der  Ausdruck 
*/i,«(^o»yo) +  ^*  in  dem  betrachteten  Intervalle  annimmt.  Dieser  Mit- 
telwerth  kann  jedenfalls  in  die  Form  A/*,  ,(0:0,^0)  +  Ä(ij)  gesetzt  werden, 
wo  (ly)  eine  Grösse  bezeichnet,  deren  absoluter  Betrag  die  Grösse  ri 
nicht  überschreitet. 

*  Auf ^  diese  Weise  erhält  man 

und  durch  ganz  analoge  Schlüsse,  wenn  man  von  der  Gleichung 


'-%Ä  -  A.(-,rt 


dx 
ausgeht, 

wo  (ij')  eine  Grösse  bezeichnet,  deren  absoluter  Betrag  die  Grösse  ri 
nicht  überschreitet. 

Da  die  linken  Seiten  der  beiden  gewonnenen  Gleichungen  über- 
einstimmen, so  ergibt  sich 

/'M(^ofyo)-/'2,i(^o)yo)  =  {n)-{'n\ 

und  hieraus  folgt,  da  man  über  die  Kleinheit  des  Ausdruckes  auf  der 
rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  durch  gehörig  kleine  An- 
nahme von  h  und  Tc  verfugen  kann,  während  die  auf  der  linken  Seite 
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Htehende  Differenz  von  den  Grössen  h  und  k  unabhängig  ist,  dass 

ist,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Der  vorstehende  Beweis  hat  eine  gewisse  Analogie  mit  demjeni- 
gen Beweise,  den  Herr  Serret  in  seinem  Cours  de  calcul  diff^ren- 
tiel  et  integral  *)  für  den  in  Rede  stehenden  Satz  gegeben  hat,  und 
dessen  Autorschaft  derselbe  Herrn  Ossianßonnet  zuschreibt.  Ent- 
gegen der  Formulirung  des  bezüglichen  Satzes  in  dem  Lehrbuche 
des  Herrn  Serret  scheint  mir  jedoch  die  Voraussetzung  der  Stetig- 
keit der  beiden  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung,  deren  Grleich- 
heit  bewiesen  werden  soll,  für  die  Gültigkeit  dieses  Beweises  nicht 
entbehrt  werden  zu  können,  da  eine  bei  dem  erwähnten  Beweise  an- 
gewendete Schlussfolgerung  die  Stetigkeit  dieser  beiden  Ableitungen 
implicite  zur  Voraussetzung  hat. 

Diese  Voraussetzung  ist  aber  nicht  bloss  bei  der  Ossian  Bon- 
net sehen  und  der  oben  angedeuteten  Anordnung  des  Beweises  un- 
entbehrlich, sondern  es  ist  überhaupt  der  Satz,  welcher  aussagt,  dass 
die  beiden  Ausdrücke 

vorausgesetzt,  dass  dieselben  eine  bestimmte  Bedeutung  haben,  dem 
Werthe  nach  mit  einander  übereinstimmen,  nicht  mehr  allgemein 
richtig,  wenn  die  Voraussetzung  fallen  gelassen  wird,  dass  die  bei- 
den Ableitungen  f\^{x^y)  und  /i,, (^',y)  in  der  Umgebung  des  Werthe- 
paares  a*,,,  y^  stetige  Functionen  ihrer  beiden  Argumente  sind. 

Hiervon  kann  man  sich  durch  folgendes  Beispiel  überzeugen. 
Setzt  man 

f  (x,  y)  =  y-  arc  tg  ' x^  arc  tg  — , 

y  X 

mit  der  Bestimmung,  dass  stets  derjenige  Zweig  der  Function  arcus 
tangens  zu  wählen  ist,  dessen  Werth  zwischen  —  ^ä  und  +J«  liegt. 
so  ist  diese  Function  nebst  ihren  beiden  ersten  partiellen  Ableitungen 

fA^^y)  =  y-2a;arctg|-,    f,ix,y)  =  -a;+2yarctg~ 

für  jeden  ganz  im  Endlichen  liegenden  Bereich  endlich,  stetig  und 
eindeutig. 


*)  Premiere  ädition,  Paris  1868,  Tome  I,  p.  76—78. 
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Für  diese  Function  ergibt  sich 

fi  {^h  y)  =  +1,     dagegen  -^f,{x,  0)  =  -1. 


Es  haben  also  in  diesem  Falle  die  beiden  Ausdrücke 

nicht  denselben  Werth. 

Auch  bei  dem  vorliegenden  Beispiele  sind  die  beiden  Functionen 

ß  d 

für  jedes  bestimmte  Werthepaar  x,  y  eindeutig  erklärt;  wenn  x  und 
y  nicht  gleichzeitig  den  Werth  0  haben,    erhält  man 

f^A^^y)  =  -^tj:^  =  ftA^^y)^ 

während 

rM(o^^)  =  +1^  A,i(0,o)  =  -1  ist. 

Keine  der  beiden  Functionen  f^A^^y)  und  f^^^^y)  ist  aber  in  der 
Umgebung  des  Werthepaares  jc  =  0,  y  =  0  eine  stetige  Function 
ihrer  beiden  Argumente,  denn  es  ist  z.  B.,  wenn  x^O  ist, 

/;^(;r,0)  =  -1,    während  /;,,(0,0)  =  +1  ist. 

Das  angeführte  Beispiel  zeigt  also,  dass  die  Voraussetzung  der  Exi- 
stenz und  Eindeutigkeit  der  beiden  Ableitungen  f^A^^y)  und  f^A^^y) 
allein  nicht  hinreicht,  um  für  ein  bestimmtes  Werthepaar  x^^  y^  den 

Schluss   fi^ii^^^yo)  =  A,i(-^'ü?i/o)   machen  zu  können. 

Wenn  aber  von  den  im  Vorhergehenden*)  angegebenen  Voraus- 
setzungen bloss  die  auf  eine  der  beiden  Ableitungen  f^^^,  y),  ff,i{^iy)i 
z.  B.  die  auf  die  Ableitung  f^^  (x,  y)  sich  beziehenden,  fallen  gelassen 
werden,  so  ergibt  sich,  mit  Hülfe  der  Formel 


/ 


\x,y)-f{x,  y,)-f{x,,  y)  +f\x,,  yj  = /"  dx  f' t\^(x,  y)dy 


\       y« 


aus  dem  Lehrsatze  über  die  Umkehrbarkeit  der  Integrationsordnung 
bei  einem  Doppelintegrale,  die  Existenz  und  Stetigkeit  der  Ableitung 
fiA^^y)   ^Is    eine   nothwendige  Folge    der  übrigen  Voraussetzungen. 


♦)  Siehe  S.  278  dieses  Bandes. 
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Wenn  nämlich  nach  der  Umkehrung  der  Integrationsfolge  in  Bezug 
auf  y  differentiirt  wird,  so  ergibt  sich 

folglich  ist 

*  d 

Von  der  Richtigkeit  der  vorhin  ausgesprochenen  Behauptung, 
dass  die  auf  die  Functionen  f{x^y)^  /i(^>y)»  fti^iV)}  /^,i(^»y)  sich 
beziehenden  Voraussetzungen  bereits  ausreichen,  um  die  Existenz  der 
Ableitung  fn{x,y)  und  deren  Uebereinstimmung  mit  der  Ableitung 
/i,«(^»y)  zu  schliessen,  kann  man  sich  aber  auch  überzeugen,  ohne 
einen  der  Integralrechnung  angehörenden  Lehrsatz  zu  benutzen  und 
zwar  auf  folgende  Weise. 

Das  Werthepaar  x^y   möge  der  Bedingung  unterworfen  werden, 

dem  Grebiete 

x.^x'^x.  +  h,    y^^y^y^  +  h 

anzugehören.  Man  bezeichne  mit  ä',  k\  Jd'  beziehungsweise  die  Ma- 
xima  der  absoluten  Beträge  derjenigen  Werthe,  welche  die  drei  Dif- 
ferenzen 

fi.t(^yyo)-fi.t{^ojyo)i  fi,t{^iy)-fiM^y,)^  fA^^y)-fi{^iy.) 

unter  der  angegebenen  Voraussetzung  annehmen  können,  so  kann 
man  in  Folge  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  Functionen  A,,(^,  y) 
und  f^  {x,  y)  stetige  Functionen  ihrer  beiden  Argumente  sind,  dadurch, 
dass  der  Grösse  Ä  ein  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  klei- 
ner Werth  beigelegt  wird,  über  die  Kleinheit  der  Grösse  h\  und 
durch  gehörig  kleine  Wahl  von  k  über  die  Kleinheit  der  Grössen 
h'  und  k"  gebieten. 

Nun  ist  der  absolute  Betrag  der  Differenz 

nicht  grösser  als  A'+ä',   also  ist  der  absolute  Betrag  der  Grösse 

nicht  grösser  als  kh'  +  kk'.    Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Grösse 

A  =  f{Xo+^^yo+lO'-f\'^'o^yo+k)-f{^.+h,y,)+fix,,  y,)-f,,,{x,,y,)hk 
dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  grösser  als  hkh'  +  hkk'  ist. 
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Ebenso  ergibt  sieh;   dass  die  beiden  Ausdrücke 

/*K+*,yo  +  *)-/'(^o+A,yo)-/;(^o  +  Ä,yo)* 

und 

einzeln  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  grösser  als  Äfc"  sind,  dass 
daher  ihre  Differenz 

dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  grösser  als  2kk"  ist. 

Setzt  man  nun  A— B  =  äC,  so  ergibt  sich,  dass  der  absolute 
Betrag  der  Grösse 

C  =  /;(:r,+  A,yJ-/",(r„yo)~/;,(:r„yo)Ä 
die  Grösse 

ÄA'+ÄÄ;'+2r 
nicht  überschreitet. 

Dieser  Schluss  gilt,  wie  klein  man  auch  die  von  0  verschiedene 
Grösse  Tc  annehmen  möge. 

Da  man  nun  durch  gehörig  kleine  Wahl  von  k  über  die  Klein- 
heit von  k'  und  1c\  und  somit  auch  über  die  Kleinheit  von  hk'+^k** 
zu  gebieten  vermag,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Grösse  C,  deren 
Werth  von  der  Wahl  der  Grösse  k  unabhängig  ist,  dem  absoluten 
Betrage  nach  nicht  grösser  als  hh'  sein  kann. 

lieber  die  Kleinheit  von  li  kann  man  aber  durch  hinreichend 
kleine  Annahme  von  h  gebieten. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  besteht  also,  da  für 
negative  Werthe  von  h  analoge  Schlüsse  gelten,  eine  Gleichung  von 
der  Form 

A  (^'u + *,  y,)  -  /*2  (^^0  ?  Vo)  =  /'i,>  (^0^  yo)  A + Ä  (Ä) , 

und  zwar  bezeichnet  in  dieser  Gleichung  (ä)  eine  Grösse,  welche  un- 
endlich klein  wird,  wenn  h  unendlich  klein  wird. 

Hieraus  folgt,  da  die  vorstehenden  Schlüsse  für  alle  Werthepaare 
^o>  yo  gelten,  fBr  welche  die  Voraussetzungen  erfüllt  sind,  dass  die 
Function  f^ix,y)  in  Beziehung  auf  x  eine  partielle  Ableitung  f^^iix^y) 
besitzt,  und  dass  diese  Ableitung  mit  der  Ableitung  /i^sC^jy)  über- 
einstimmt..   Dieses  sollte  gezeigt  werden. 

Die  Voraussetzungen  j   von  denen  bei   dem  zuletzt  besprochenen 
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Beweise  Gebrauch  gemacht  wird,  lassen  sich  wie  folgt  zusammen- 
fassen : 

^Eine  für  alle  Werthepaare  zweier  stetig  veränderlichen,  reellen 
Variablen,  x^y^  welche  einer  stetigen,  zweifach  ausgedehnten  Man- 
nigfaltigkeit angehören,  eindeutig  erklärte  Function  f{Xy  y)  besitzt 
zwei  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung 

und  eine  partielle  Ableitung  zweiter  Ordnung 

dy\       dx      )  ~         dy  r^A^^lf)' 

Jede  dieser  drei  Ableitungen  ist  eine  eindeutige  und  stetige  Function 

ihrer  beiden  Argumente." 

Die  Grcsammtheit  dieser  Voraussetzungen   hat   die   Geltung   des 

Satzes 

_d_  rdf\x,y)\  ^  _d_  /  df{x,y)\ 
dy  \       dx      J         äx  \       dy      J 

zur  Folge.  Wird  hingegen  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  der 
Ableitung  f^^^{x,y)  fallen  gelassen,  so  kann  aus  den  übrigen  Voraus- 
setzungen allein  die  Geltung  des  erwähnten  Satzes  nicht  mehr  ge- 
schlossen werden. 


lieber   diejenigen    algebraischen    Gleichungen 

zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen,  welche 

eine  Schaar  rationaler,  eindeutig  umkehrbarer 

Transformationen  in  sich  selbst  zulassen. 
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Der  vorliegende  Aufsatz  hat  folgendes  Theorem  zum  Gegenstande : 
Wenn  eine  unzerlegbare  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  die  Eigenschaft  hat,  durch  eine  Schaar  ratio- 
naler, eindeutig  umkehrbarer  Transformationen  in  sich  selbst  überzu- 
gehen ,  so  ist  die  Anzahl  der  von  einander  linear  unabhängigen ,  al- 
lenthalben endlich  bleibenden  Integralfunctionen ,  welche  ebenso  ver- 
zweigt sind,  wie  die  mit  der  betrachteten  Gleichung  im  Riemann- 
schen  Sinne  zu  derselben  Klasse  gehörenden  algebraischen  Functionen, 
entweder  gleich  0  oder  gleich  1 ;  mit  anderen  Worten :  die  betrach- 
tete algebraische  Gleichung  ist  vom  Range  0  oder  vom  Range  1. 

Der  Beweis,  den  ich  im  Nachfolgenden  für  dieses  Theorem  mit- 
theile, um  bei  einer  anderen  Untersuchung*)  auf  dasselbe  mich  be- 
rufen zu  können,  gründet  sich  auf  die  Betrachtung  einer  Riemann- 
schen  Fläche ,  durch  welche  die  Verzweigung  der  erwähnten  alge- 
braischen Functionen  geometrisch  dargestellt  werden  kann.  In  Rück- 
sicht hierauf  gebe  ich  dem  zu  beweisenden  Theoreme  folgende  Fas- 
sung: Wenn  eine  geschlossene  Rie  mann  sehe  Fläche  durch  Vermit- 
telung  einer  Schaar  von  Functionen  auf  sich  selbst  eindeutig,  zusam- 
menhängend und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  werden 
kann,  so  ist  dieselbe  entweder  einfach  oder  dreifach  zusammen- 
hängend. 

Es    sei   F(Sjjsi)  =  0    eine    unzerlegbare    algebraische    Gleichung 


*)  Siehe  S.  209  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 
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zwischen  den  beiden  veränderlichen  Grössen  s  und  js,  welche  die  Ei- 
genschaft besitzt,  durch  eine  Sc  haar  rationaler  Transformationen 

in  sich  selbst,  d.h.  in  die  Gleichung  i^(s,,^,)  =  0  überzugehen. 
Die  Grössen  5,  b  sind  hierbei  voraussetzungsgemäss  rationale  Func- 
tionen der  Grössen  Sjjje',  und  analytische  Functionen  der  Grösse  a, 
des  Parameters  der  Schaar.  Ferner  werde  vorausgesetzt,  dass  auch 
umgekehrt  die  Grössen  5,  und  z^  als  rationale  Functionen  der  Grössen 
s  und  z 

s,  =  6,{s,z;a),    z,  =  g,(5,^;«) 

dargestellt  werden  können.  Die  Coefficienten  dieser  rationalen  Func- 
tionen sind  dann  analytische  Functionen  des  Parameters  a. 

Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  kann  man  annehmen,  dass 
die  identische  Transformation 

s,=  s,    z,^  z 

zu  der  betrachteten  Schaar  von  Transformationen  gehöre  und  zwar 
für  einen  nicht  singulären  Werth  des  Parameters  der  Schaar.  Denn, 
bezeichnet  a  einen  nicht  singulären  "Werth  des  Parameters  a,  so  be- 
steht erstens  zwischen  den  Grössen 

s  =  6,{s,z]a),    z'=  i^{s,z',cc') 

die  Gleichung 

F{s',z')  =  0, 

und  zweitens  sind  $  und  z  vermittelst'  der  Gleichungen 

s  =  <T(5',/;a'),     z  =  5(5',/;«') 

rational  durch  s'  und  z'  ausdrückbar,  mithin  auch  s,  und  z^. 
Für  «  =  a'  ergibt  sich  dann 

5j  =  s\    z^  =  y. 

Nun  kann  man  von  Anfang  au  s  =  s\  z  '=  z  setzen  und  der  Ein- 
fachheit des  Ausdruckes  wegen  die  Annahme  machen,  dass  c  den 
Werth  0  habe.  Unter  dieser  Voraussetzung  werden  sich  für  unend- 
lich kleine  Werthe  von  a  und  für  nicht  singulare  Werthe  von  s  und 
z  die  Grössen  8^  und  z^  nur  unendlich  wenig  von  s  und  z  unterschei- 
den. "Wenn  daher  der,  die  complexe  Grösse  z  geometrisch  darstellende 
Punkt  einen  Periodenweg  beschreibt,  so  wird  auch  der,  die  complexe 
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Grösse  ;er,  geometrisch  darstellende  Punkt  einen  Periodenweg  beschrei- 
ben, und  zwar  einen  solchen,  welcher  auf  den  Periodenweg,  den  die 
Variable  z  beschrieben  hat,  reducirbar  ist.  Man  kann  nämlich  den 
Periodenweg.  von  z  stets  so  wählen,  dass  derselbe  durch  singulare 
Werthe  nicht  hindurchgeht  und  die  Veränderlichkeit  von  a  auf  so 
kleine  Werthe  beschränken  —  falls  dies  nöthig  sein  sollte  — ,  dass  auch 
die  Linie,  welche  der  die  complexe  Grösse  z^  geometrisch  darstellende 
Punkt  beschreibt,  keinen  der  singulären  Werthe  überschreitet. 

Es  sei  nun  T  die  über  der  ir-Ebene  ausgebreitete  Riemannsche 
Fläche,  welche  die  Verzweigung  der  algebraischen  Function  s  des 
complexen  Argumentes  z  geometrisch  darstellt.  Man  denke  sich  die 
Fläche  T,  falls  dieselbe  nicht  einfach  zusammenhängend  ist,  durch  2p 
Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T'  überge- 
führt und  bezeichne  mit  m  eine  auf  der  Fläche  T  stets  endlich  blei- 
bende Integralfunction ,  welche  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 


"=/ 


dF 


'o'^o        ds 

für  das  Innere  der  Fläche  T  eindeutig  erklärt  sein  möge. 

Es  sei  Tj  die  über  der  -e^j-Ebene  ausgebreitete,  der  Fläche  T  con- 
gruente  Riemannsche  Fläche.  In  Folge  der  gestellten  Voraus- 
setzungen entsprechen  die  beiden  Flächen  T  und  T^  einander  gegen- 
seitig Punkt  für  Punkt  eindeutig.  Es  sei  T[  die  vermöge  der  obigen 
Gleichungen  für  einen  beliebigen  Werth  von  a,  dessen  absoluter  Be- 
trag eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet,  der  Fläche  T'  entspre- 
chende, einfach  zusammenhängende  Fläche,  und  es  werde  das  stets 
endlich  bleibende  Integral,  welches  für  a  =  0  mit  dem  Integrale  u 
übereinstimmt  und  im  Punkte  5,  =  5o,  ^j  =  i'o  den  Werth  0  an- 
nimmt, mit  u^  bezeichnet.  Ein  Zweig  dieser  Integralfunction  ist  in- 
nerhalb der  Fläche  T[  eine  eindeutige  Function  des  Ortes,  also  ist 
dieser  Zweig  auch  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  innerhalb  der 
Fläche  T'.  Da  nun  u,  längs  der  Querschnitte  der  Fläche  T  diesel- 
ben Periodicitätsmoduln  wie  u  besitzt,  so  hat  die  Differenz  u^—u  =s  v 
überall  den  Periodicitätsmodul  0  und  ist  daher,  weil  sie  für  keinen 
Punkt  von  T  unendKch  gross  wird ,  eine  Constante ,  welche  von  dem 
Parameter  der  Schaar  abhängt  und  zugleich  mit  demselben  unendlich 
klein  wird. 

Diese  Constante  v  möge  zum  Parameter  der  Schaar  gewählt  und 
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an  Stelle  von  a  in  die  Transformationsgleichungen  eingeführt  werden. 
Man  kann  dann  ohne  Nachtheil  für  die  Allgemeinheit  der  Untersu- 
chung von  der  Annahme  ausgehen,  dass  sämmtliche  in  den  Transfor- 
mationsgleichungen vorkommenden  Coefficienten ,  welche  als  analyti- 
sche Functionen  des  Parameters  vorausgesetzt  wurden,  nach  Potenzen 
der  Grösse  v  mit  ganzen  positiven  Exponenten  fortschreitende  Potenz- 
reihen sind,  welche  sämmtlich  convergiren,  wenn  der  absolute  Betrag 
v\  der  Grösse  v  kleiner  ist  als  eine  gewisse  Grösse  d. 

Ist  nun  5o,  jp^  ein  nicht  singuläres,  der  Gleichung  F(s^^  s^)  =  0 
genügendes  Werthepaar,  und  s,  z  ein  ebenfalls  der  Gleichung  F{s^  -?)  =  0 
genügendes,  dem  vorigen  "benachbartes  Werthepaar,  so  kann  man  jede 
der  beiden  Grössen  5,  z^  welche  die  obere  Grenze  des  Integrales 


8,£ 


9(*,^)^^ 


n^O 


bestimmen,  sobald  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  u  auf  ein  gewis- 
ses, in  der  Umgebung  des  Werthes  m  =  0  liegendes  Gebiet  beschränkt 
wird,  als  eine  Function  der  Grösse  w  betrachten,  welche  innerhalb 
dieses  Gebietes  den  Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt.  Es  sei 
die  Grösse  8  so  klein  gewählt,  dass  nicht  allein  die  oben  gestellte 
Bedingung  erfüllt  ist,  sondern  überdies  die,  dass  die  soeben  erklär- 
ten Functionenelemente 

s  =  t(;{u),    z  =  x{i*) 

für  alle  Werthe  von  w,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  d  ist,  den 
Charakter  ganzer  Functionen  besitzen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  können  also  die  beiden  Functionen- 
elemente in  der  Form  von  Potenzreihen  dargestellt  werden,  welche 
nach  Potenzen  der  Grösse  u  mit  ganzen  positiven  Exponenten  fort- 
schreiten und  für  alle  Werthe  der  Grösse  u,  deren  absoluter  Betrag 
kleiner  als  d  ist,  convergiren. 

Auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  die  Gleichungen 

und,  wegen  der  Gleichung  u^  =  u  +  Vj  sobald  jede  der  beiden  Grössen 
u  und  V  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  |d  ist, 

s,  =  tl^(u+v\     z,  =  x{u+v). 

In  Folge  der  Gleichungen 
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ergibt  sich  demnach,  zunächst  unter  der  angegebenen  Bedingung,  dass 
sowohl  die  Grösse  u  als  die  Grösse  v  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  als  \8  ist, 

Die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  stehenden  Ausdrücke 
sind  nun  darstellbar  als  Quotienten  je  zweier  nach  Potenzen  der 
Grössen  u  und  ?;  mit  ganzen  positiven  Exponenten  fortschreitenden 
Potenzreihen ,  welche  jedoch  nicht  allein  für  die  Gebiete  |  w  |  <:  ^  *, 
I  v I  <c  i d,  sondern  für  die  Gebiete  |  w |  <:  d,  \v\<iS  convergiren. 

Man  kann  annehmen ,  dass  diese  Potenzreihen  keinen  Factor  von 
der  Form  (w— r)"  gemeinsam  haben. 

Setzt  man  hierauf  u  =  v,  so  ergeben  sich  vermittelst  der  obi- 
gen Gleichungen  ^(2t;)  und  x(2v)  als  Quotienten  zweier  nach  Poten- 
zen der  Grösse  v  fortschreitenden  Potenzreihen,  welche,  wenn  |r|<:d 
ist,  convergiren.  Diese  Functionenelemente  ^(2t;)  und  x(^^)  sind 
also  für  alle  Werthe  der  Grösse  f,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
als  d  ist,  eindeutig  definirt  und  müssen  für  alle  Werthe  der  Grösse 
V,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  ^d  ist,  mit  den  vorher  erklär- 
ten, nach  Potenzen  der  Grösse  2t;  fortschreitenden  Potenzreihen  für 
^(2v),  %(2t;)  dem  Werthe  nach  übereinstimmen. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  2v  durch  u  ersetzt,  dass  die  neue  De- 
finition der  Functionen  i^(«)  und  ;i;(w)  als  Quotienten  zweier  nach 
Potenzen  von  u  fortschreitenden  Potenzreihen,  welche  convergiren, 
sobald  der  absolute  Betrag  von  ti  kleiner  als  2d  ist,  eine  analytische 
Fortsetzung  der  ursprünglich  nur  für  das  Gebiet  |  w  |  <:  ä  erklärten 
Functionenelemente  ^(w)  und  xi^^)  ergibt,  welche  sich  auf  das  Gebiet 
I  ti  I  <c2d  erstreckt.  Es  geht  hieraus  zunächst  hervor,  dass  die  Func- 
tionen ^(fi)  und  x{^)  auch  für  das  erweiterte  Gebiet  des  Argumentes 
eindeutig  erklärt  bleiben. 

Setzt  man  nun  wieder  in  den  Gleichungen  für  ^(w-f-v),  ;^(u-f-v) 
die  Grösse  2v  an  die  Stelle  der  Grösse  u,  so  ergeben  sich  ^(3i;)  und 
X  (ßv)  als  Quotienten  je  zweier  nach  Potenzen  der  Grösse  v  fortschrei- 
tenden Potenzreihen,  welchfe  für  alle  Werthe  der  Grösse  v,  deren 
absoluter  Betrag  kleiner  als  d  ist,  convergiren. 

Diese  Darstellung  ergibt  eine  Definition  für  die  Functionen  ^(w) 
und  x(^)i  welche  sich  auf  das  Innere  des  Gebietes  \u\<c3d  erstreckt. 

Seh  wart,  Oesammslte  Abbandlangra.  II.  29 
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Auf  diese  Weise  kann  man  fortfahren  und  den  Bereich  des  Argamen- 
tes  der  Functionen  ^(m)  und  x(^)  ^^^^  einen  beliebig  grossen  Theil 
der  «-Ebene  ausdehnen,  ohne  dass  diese  Functionen  aufhören,  den 
Charakter  rationaler  Functionen  zu  besitzen. 

Hieraus  folgt,  dass  diejenigen  analytischen  Functionen,  welche 
aus  den  früher  erklärten  Functionenelementen  ilf{u)  und  xi^)  durch 
analytische  Fortsetzung  entstehen,  eindeutige  Functionen  ihres 
unbeschränkt  veränderlichen  Argumentes  sind. 

Ist  nun  die  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  der  Fläche  T 
grösser  als  1,  also  mindestens  gleich  3,  weil  die  Fläche  eine  ge- 
schlossene ist,  so  besitzt  die  betrachtete,  allenthalben  endlich  blei- 
bende Integralfunction  mindestens  zwei  Perioden.  Es  sind  daher 
if  {ü)  und  X  (w)  eindeutige  doppelt  periodische  Functionen  des  Argumen- 
tes M,  welche  für  alle  endlichen  Werthe  desselben  den  Charakter 
ganzer  oder  gebrochener  rationaler  Functionen  besitzen. 

Also  sind  die  Functionen  ^(ti)  und  x{^)  ^^i  passender  Wahl  der 
Invarianten  gr,  und  g^  rationale  Functionen  der  beiden  speciellen  el- 
liptischen Functionen  pw  und  ^/w,  welche  Herr  Weierstrass  in 
seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Functionen  seit  einer  Reihe  von 
Jahren  zu  Grunde  legt. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  zu  zeigen,  dass  die  Fläche  T,  falls 
dieselbe  nicht  einfach  zusammenhängt,  nur  dreifach  zusammenhän- 
gend sein  kann. 

Wäre  die  Ordnungszahl  des  Zusammenbanges  der  Fläche  T 
grösser  als  drei,  so  wäre  mehr  als  ein  Paar  Querschnitte  erforder- 
lich, um  die  Fläche  T  in  eine  einfach  zusammenhängende  überzufah- 
ren. Dann  wäre  es  möglich,  für  die  reellen  Theile  der  Periodicitats- 
moduln  der  allenthalben  endlich  bleibenden  Integralfunction  solche 
Werthe  zu  wählen,  dass  die  Perioden  sich  nicht  aus  zweien  unter 
ihnen  mit  reellen  rationalen  Zahlencoefficienten  zusammensetzen  lassen. 
Dass  es  wirklich  zu  jedem  Systeme  beliebig  angenommener  Werthe, 
als  reeller  Theile  der  Periodicitätsmoduln,  für  eine  gegebene  Rie- 
m an n sehe  Fläche  eine  zugehörende  überall  endlich  bleibende  Inte- 
gralfunction gibt,  lässt  sich  ohne  Anwendung  der  Schlussweise  des 
sogenannten  Dir  ichl  et  sehen  Princips,  durch  ein  SchlussverfsJiren 
begründen,  dessen  Hauptpunkte  in  einer  im  Jahrgange  1870  der  Mo- 
natsberichte der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Ber- 
lin veröffentlichten  Mittheilung*)  des  Verfassers  dargelegt  sind. 

*)  Siehe  S.U4*-171  dieses  Bandes. 


Ueber  ein  spccielles  Transformationsthoorcm.  291 

Da  nun  die  obige  Schliiss weise  für  jede  allenthalben  endlich 
bleibende  Integralfunction  gilt,  so  müsste  es  eindeutige  Functionen 
eines  complexen  Argumentes  geben,  welche  mehr  als  zwei  Fundamen- 
taJperioden  besitzen,   was  bekanntlich  nicht  der  Fall  ist. 

Also  ist  die  Fläche  T  entweder  einfach  oder  dreifach  zu- 
sammenhängend. 

Im  ersteren  Falle  sind  die  Grössen  s  und  z  rationale  Functionen 
eines  Argumentes  <,  und  bei  passender  Wahl  dieser  Grösse  ist  auch 
umgekehrt  t  eine  rationale  Function  der  Grössen  s  und  z. 

Im  letzteren  Falle  sind  die  Grössen  s  und  z  rationale  Functio- 
nen von  ^  und  j»  m,  und  es  sind  auch  umgekehrt,  bei  passender  Wahl 
der  Invarianten  gf,  und  jTj,  pw  und  ^*u  rationale  Functionen  der 
Grössen  b  und  z. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ergibt  sich  unter  anderem  der 
folgende:  Wenn  zwei  algebraische  Curven  in  der  Beziehung  zu  ein- 
ander stehen ,  dass  es  auf  unendlich  viele  Weisen  möglich  ist ,  ver- 
mittelst algebraischer  Gleichungen  zwischen  den  Punkten  beider  Cur- 
ven ein  gegenseitig  eindeutiges  Entsprechen  herzustellen,  so  sind  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  jeder  der  beiden  Curven  ent- 
weder rationale  Functionen,  oder  eindeutige  elliptische  Functionen 
eines  Parameters. 

Göttingen,  1875. 
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Essai  d'une  d6monstration  d'un  theor^me  de 

Geometrie,   redige   sur  l'invitation  de 

M.  Charles  Hermite. 


Journal  de  Mathematiqnes  pures  et  appliquees,  troiaidme  s^rie,  tomo  YJ,  p.  111-114.    Arril  1980. 

Essai  d'une  demonstration  du  tliporeme: 

Les  coordonnees  d'une  courhe  i^lane  du  degre  n  qui  a  predsi-ment 

i":2  ^ 

poinfs  doubles  diff/rrnfs  s'cxprim&tü  rationnellement  par  un  paraniefre  et 
par  une  racine  carree  d'tme  fonction  enivre  du  cinquihne  ou  du  sixu-mt 
degre  de  ce  paramhtre. 

Prenons  une  courbe  plane  C^  irreductible .   dont 

• 

F  {X,  y)  =  0 

solt  requation,   qui   ait   precisement --— ^—2  points  doubles 

1  •  J 

diff^rents. 

Prefniheme^tt  j   il   sera   toujours   possible   de  faire  passer  par  les 

points  doubles  et  en  outre  par  un  point  P^  de  la  courbe   C,   pris  ar- 

bitrairement  une  courbe  C\_g    du  degre   n— 3,   car  le  nombre  propose 

de  points 

n'-3n-2      . 

n  est  pas  plus  grand  que  —  — ^^       • 

La  courbe  C^_3    rencontre  la  courbe  C^  aux  points  doubles  et  en 
outre  aux  deux  points  P^,  et  P^. 

Prenons  sur  la  courbe   C„   un  point  diff^rent  des  points  donbles 
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et  des  deux  points  P^,  P^,  et  faisons  passer  par  ce  point  nouveau  et 
par  les  points  doubles  de  la  eourbe  C^  une  courbe  Cl_g  du  degrö 
n— 3.  Cette  courbe  sera  difförente  de  la  courbe  C^y  Soient  9,  =  0, 
9>2  =  0  les  equations  des  courbes   C„_3,   0^.3; 

sera  r^quation  d'un  faisceau  de  courbes  du  degre  w— 3  passant  par 
les  points  doubles  de  la  courbe  C^,  et  dont  cbacune  a  en  commun 
deux  points  avec  C„.  Donc,  ä  chaque  valeur  de  la  variable  A  correspon- 
dront  deux  points  de  C^,  ou  chacun  des  points  de  la  courbe  C^  est  con- 
jugu6  ä  un  autre  et  cet  autre  est  conjuguc  rmpi'oquement  au  premier. 

H  est  nöcessaire  que  les  deux  points  d'intersection  de  la  courbe 
9^1  ""^9«  =  0  avec  la  courbe  F(a?,  y)  =  0  soient  variables  avec  A;  si 
Fun  d'eux  seulement  etait  variable  avec  A,  l'autre  constant,  la  courbe 
C^  ou  F(a:,  y)  =  0  serait  une  de  celles-ci,  dont  les  coordonnees  peuvent 
etre   exprimees   rationnellement   par  le   parametre   A,    et   le   nombre 

des  points  doubles  serait       -  —-r\ — ~,    ce  qui  est  contraire  ä  l'hy- 

pothese. 

Prenons  en  second  Heu  sur  la  courbe  C^,  arbitrairement,  n  points 
qui  soient  differents  des  points  doubles  et  dont  aucun  iie  soit  con- 
jugur  ä  un  autre  de  ces  w  points. 

Soit  le  point  P^  un  de  ces  points ,  et  desigiious  les  autres  par 
P     P     .  •  .    P 

Faisons  passer  par  les  points  doubles  et  par  les  points  P^^,*--,P^_j 
une  courbe  C„_g  du  degre  w— 2 ,  co  qui  est  toujours  possible ;  cette 
courbe  rencontrera  la  courbe  C„  en  outre  aux  deux  points  P^  et  P„^j. 

Choisissons  les  points  doubles  et  les  points  P3,  P^,  •  •  •,  1\,  P^^, 
pour  les  points  fondanientaux  d'un  faisceau  des  courbes  du  degre 
n—2,  Une  de  ces  courbes  est  C._j ;  C^.2  en  est  une  autre.  Soient 
^j  =  0,  ^'g  =  0  les  equations  des  courbes  C  ,_2  et  C„'_2 ; 

sera  l'equation  du  faisceau  de  courbes  du  degre  «—2,  dont  cbacune 
a  frois  points  en  commun  avec  C„  outre  les  points  fondanientaux,  et 
ces  points  sont  tous  les  trois  variables  avec  le  parametre  ^, 

Pour  ^viter  la  possibilite  que  le  point  P^  füt  commun  aux  courbes 
C^-2  ^^  ^1-2 j  0^  pourrait  cbanger  la  signification  des  points  P^jPj.P, ; 
si  Ton  a  dötermine  la  courbe  C^.j  par  un  point  diflP^rent  des  points 
P^,,  Pj,  P,,  la  courbe   C,'_j,   outre  les  points  fondamentaux,   ne  peut 
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avoir  que  deux  de  ces  trois  points  en  commun  avec  la  courbe  C..,. 
et  Ton  pourrait  choisir  le  troisieme  pour  le  point  P,.;  puis  ou  pour- 
rait  deterininer  de  nouveau  la  eourbe  C„_3,  ^j  =  0,  •  ••. 

Mais  on  peut  demontrer  a  posteriori  que  cette  possibilit^  n'a  pas 
Heu,  car,  dans  ce  cas,  chacune  des  courbes  du  faisceau  ^j— ft^j  ==  0 
rencontrerait  la  courbe  C^  seuleraent  dans  un  point  variable,  les  coor- 
donnöes  s'exprimeraient  rationnellement  par  (i  et  le  nombre  des  points 

doubles  serait —^ -j  ce  qui  est  contraire  a  Thypothese. 

Parmi  les  trois  points  variables  qui  sont  communs  ä  une  courbe 
du  faisceau  ^i— ^^2  =  0  et  ä  la  courbe  C,,  on  ne  trouve  pas,  en 
genöral,  une  paire  de  points  conjugues,  car,  si  Ton  pose  A  =  0,  ft  =  0, 
les  trois  points  sont  P^,  Pj,  P,,  dont  aucun  n'est,  par  hypothese, 
conjugu6  k  quelqu'un  des  deux  autres. 

On  peut  donc  conclure:  A  chaque  point  de  la  courbe  C,,  excepii 
les  points  doubles  et  les  points  fondamentaux  ^  correspond:  V  une  seuk 
vdleur  de  k;  2°  une  seule  väleur  de  ft. 

A  chaque  vdleur  du  parametre  A  correspondent  deux  points  de  h 
courbe  C^,  et  par  consequent  deux  vaieurs  du  parametre  fi;  ä  chaque  vä- 
leur du  parametre  ^  correspondent  trois  points  de  la  courbe  C,,  et  par 
consequent  trois  vaieurs  du  parametre  A, 

Cette  correspondance  est  definie  par  une  equation  algibriqne 
entre  les  variables  A  et  ft,  qui  est  du  deuxi^me  degrö  pour  la  va- 
riable fi  et  du  troisieme  degrö  pour  la  variable  A: 

oü  %\^  x^j  %8  sont  des  fonctions  entiftres  du  parametre  A  du  troisieme 
degrö. 

Outre  les  solutions  qui  correspondent  aux  points  doubles  et  qui 
ne  d^pendent  pas  des  vaieurs  des  param^tres  A  et  fi,  les  6quations 

9>j— A^j  =  0, 

F(a:,y)  =  0, 
G(A,f*)  =  0, 

ont,  en  gönöral,  une  seule  Solution  (ä,  y)  en  commun,  car,  si  Ton  pose 
A  ==  0,  |[*  ==  0,  le  point  P,,  est  le  seul  point  qui  soit  commun  aux 
courbes   tp^  ==  0,  ^^  =  0,  F  =  0,  outre  les  points  doubles. 


j 
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Par  cette  raison,  d'apr^s  un  theor^me  connu,  les  coordonn^es  x,  y 
du  seul  point  variable  qxii  soit  commun  aux  courbes 

F(a?,y)  =  0,     fp,-k(p^  =  0,     ^,-fA^,  =  0, 

oü  les  variables  A,  ^  sont  li^es  eiitre  elles  par  l'^quation  G  (A,  ft)  =  0, 
s'expriment  rationnellement  par  les  parametres  A  et  ft,  c'est-a-dire 
par  A  et  la  racine  carröe  VZj^JCiXs  d'une  fonction  entiere  du  cinquiime 
ou  du  sixi^me  degrä,  ce  qu'il  fallait  demontrer. 


VerallgemeineruDg  eines   analytischen 

Fundamentalsatzes. 


Annali  dl  Hatematica  pnra  ed  applicata,   11^  serie,  tomo  Xo,  pag.  129'^186. 

Es  sei  t  eine  reelle  stetig  veränderliche  Grösse ;  g?(0»  ^(0?  ti}) 
seien  drei  Functionen  des  Argumentes  t,  welche  ebenfalls  nur  reelle 
Werthe  annehmen,  und  welche  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werthe  dieses  Argumentes  endlich,  stetig  und  eindeutig  sind. 

Unter  dieser  Voraussetzung  stellen  die  Grieichungen 

wenn    a;,  y,  z  rechtwinklige    oder    schiefwinklige    Coordinaten    eines 
Punktes  bedeuten,  allgemein  zu  reden,  eine  krumme  Linie  im  Räume  dar. 
Wenn    die    drei   betrachteten   Functionen   Ableitungen    erster 
Ordnung 

¥{t),     t'{t),     x{t) 

besitzen,  welche  fiir  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  t  end- 
lich und  stetig  sind,  so  besitzt  die  erwähnte  Curve  in  jedem  Punkte, 
für  welchen  die  drei  Ableitungen  erster  Ordnung  nicht  gleichzeitig 
den  Werth  0  annehmen,    eine  bestimmte  Tangente. 

Ist  Po  der  dem  Werthe  t^  des  Argumentes  ^entsprechende  Punkt 
der  Curve,  während  mindestens  eine  der  drei  Grössen 

<p'(^o),     ^'{Q,     x\h) 

einen  von  0  verschiedenen  Werth  hat,  und  ist  P^  der  dem  Werthe 
t^  entsprechende,  dem  Punkte  P^  benachbarte  Punkt  der  Curve,  so 
wird  die  Tangente  der  betrachteten  Curve  im  Punkte  P^  als  die 
Grenzlage  definirt,  welcher  die  durch  die  beiden  Punkte  P^  und  P, 
hindurchgehende  Gerade  unter  der  Voraussetzung  unendlich  nahe 
kommt,  dass  der  Punkt  P^  dem  Punkte  P^  unendlich  nahe  rückt. 
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Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  besteht  der  Satz : 
Sind  P,  und  P^  zwei  von  einander  verschiedene,  dem  Punkte  P^ 
benachbarte  Punkte  der  Curve,  welche  den  Werthen  t^  und  f,  des 
Argumentes  t  entsprechen,  und  lässt  man  diese  beiden  Punkte  unab- 
hängig von  einander  dem  Punkte  1\  unendlich  nahe  rücken,  so  ist 
die  Grenzlage  der  durch  die  beiden  Punkte  P,  und  P,  hindurchge- 
henden Geraden  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  P^. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gründet  sich  auf  den  Fundamentalsatz 
der  Analysis,  dass,  wenn  ^^  und  t^  zwei  von  einander  verschiedene 
Werthe  bezeichnen,  der  Werth  des  Quotienten 


welchem  man  auch  die  Form 


1 
1 


1        t, 

1        t, 

geben  kann,  nicht  grösser  ist  als  der  grösste  und  nicht  kleiner  ist 
als  der  kleinste  unter  denjenigen  Werthen,  welche  die  erste  Ablei- 
tung q)'{t)  der  Function  g){t)  in  dem  Intervalle  t^-'t^  annimmt. 

Besitzen  die  drei  betrachteten  Functionen  ausser   den  Ableitun- 
gen der  ersten  Ordnung  auch  Ableitungen  der  zweiten  Ordnung, 

9'"(0,      V'"(<),      X"ii), 
welche  für  alle  in  Betracht   kommenden  Werthe   von  t  endlich   und 
stetig  sind,    so   besitzt    die   erwähnte  Curve  in  jedem  ihrer  Punkte, 
für  welchen  die  drei  Determinanten  zweiter  Ordnung, 

^'(0    x'it)  1        I  x'(t)   9(0  !  Vit)   i>'{t)  I 

nt)    xV)  r       I  xV)   <pV)   '      i  'pV)   i>"(i)  : 

nicht  gleichzeitig  den  Werth  0  annehmen,  nicht  bloss  eine  bestimmte 
Tangente,  sondern  auch  eine  bestimmte  Osculationsebene,  und 
zwar  ist,  wenn  |,  i^,  g  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Osculationsebene  in  dem,  dem  Werthe  t^  entsprechenden  Punkte  P^ 
der  Curve  bezeichnen, 


9(0 

<pVJ 

die  Gleichung  derselben. 


^  (<o) 


xih) 
x'iQ 
xVo) 


1 
1 

0 
0 


=  0 
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Der  Abstand  der  dem  Punkte  P^  benachbarten  Punkte  der  Curve 
von  der  Osculationsebene  ist  eine  kleine  Grösse  von  höherer  als  der 
zweiten  Ordnung.  Diese  Eigenschaft  enthält  zugleich  eine  Definition 
der  Osculationsebene  für  jeden  nicht  singulären  Punkt,  das  heisst,  für 
alle  diejenigen  Punkte  der  Curve,  für  welche  die  erwähnten  drei  Deter- 
minanten zweiter  Ordnung  nicht  gleichzeitig  den  Werth  0  annehmen. 

Nun  besteht  der  Satz:  Sind  P,,  P^,  P3  drei  von  einander  ver- 
schiedene, dem  Punkte  P^  benachbarte  Punkte  der  betrachteten  Curve, 
welche  den  Werthen  t^^  t^^  t^  des  Argumentes  t  entsprechen ,  so  ist, 
wenn  diese  Punkte  unabhängig  von  einander  dem  Punkte  P^  unendlich 
nahe  rücken,  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  die  Grrenzlage 
für  die  durch  die  drei  Punkte  P„  1\^  P,  hindurchgehende  Ebene  die 
Osculationsebene  der  betrachteten  Curve  im  Punkte  Pq. 

Bei  dem  Versuche,  diesen  Satz  in  seiner  vollen  Allgemeinheit  zu 
beweisen,  bin  ich  auf  eine  Verallgemeinerung  des  vorhin  erwähnten 
Fundamentalsatzes  geführt  worden,  mit  deren  Hülfe  der  erwähnte  Be- 
weis ohne  Schwierigkeit  geführt  werden  kann. 

Da  die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  P„  P„  P3  hindurchge- 
henden Ebene  in  die  Form 


1  *(<,)  xit:) 
1  m  xiQ 


1  xit.)  9(^x)  i 

i  1  ;t(0  9(^) 


1  (;p(0  HQ 

^m + i  1 9^(0  ^(0 

.  1 9(0  iih) 


[g-x(0]=o 


gesetzt  werden  kann,  und  da  die  Coefficienten  der  Grössen  5,  ij,  5  mit 
jeder  der  drei  Differenzen  <,—  <,,  t^—t,,  t^—t,  gleichzeitig  unendlich 
klein  werden,  so  wird  es  sich  darum  handeln,  einen  Ausdruck  von 
der  Form 

1     9^)     rl,{t,) 
1     ip{Q     i,{t,) 

1    <P(<3)    i>{Q 


1 
1 
1 


tl 


in  der  Weise  zwischen  Grenzen  cinzuschliessen ,  dass  diese  Grenzen, 
wenn  die  drei  Wcrthe  <„  t,,  t^  unabhängig  von  einander  dem  Werthe 
t^  unendlich  nahe  kouiiuüu,  einander  ubeufalls  unendlich  nahe  kommen. 

Zu  diesem  Ziele  gelangt  man  durch  folgende  Betrachtungen. 

Es  sei  f^  die  kleinste,  f^  die  grösste  der  drei  Grrossen  t^,  t„  t,. 
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Es  seien  f',  f  zwei  von  einander  unabhängige,  reelle  veränderliche 
Grössen,  und  zwar  sei  das  Gebiet  aller  Systeme  von  Werthen,  welche 
diese  veränderlichen  Grossen  annehmen  können ,  bestimmt  durch  die 
Bedingungen 

Es  sei  g  der  grösste,  k  der  kleinste  unter  allen  den  Wertheu, 
welche  die  Determinante 

9'(o  i>'in 

in  dem  betrachteten  Gebiete  annimmt.    Hierbei   soll   der  Fall  nicht 
ausgeschlossen  werden,  in  welchem  diese  Determinante  in  dem  ganzen 
Gebiete  einen  constanten  Werth  hat,  nur  ist  dann  A;  =  ^  zu  setzen. 
Es  ist  also 

9"{n  fit") 

Durch  Multiplication  mit  dT  und  Integration  zwischen  den  Grenzen 
t'  und  t"  erhält  man  zunächst 


h 


sodann  durch  Multiplication  mit  dt'  und  Integration   zwischen  den 
Grenzen  <,  und  f 


k  < 


9- 


1  t' 

«c 

<p'(n  t'in 

1    f 

1  t" 

9\n  t'in 

<  9 

1    t" 

Je 


1        r 


9'in       *\n 


1        r 


endlich  durch  abermalige  Multiplication  mit  dt"  und  Integration  zwi- 
schen den  Grenzen  i,  und  f,  wobei  <,  <  f  ist, 


k 


t'-t,^it--t]) 

f^t,iir-ti) 


Wenn  nun  t'  =  <„  f 


t^  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich 


oder 


t-t,  tl 


** 


1 
1 

1 


t.  t 


%  I 


t. 


<p{h)-(p{t,)  Hi,)-Ht,) 


1   9(<.)   v(^) 

1     q>{t,)     i,{t,) 

1   v{h)  HQ 


y 


y 


1 
1 
1 


t,—ti  t,—ti 


tr      t\ 


t 


t^ 
h 


t^  n 


*1» 
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Es  ist  also  der  Satz  bewiesen: 
.Der  Werth  des  Quotienten 


9(t,) 

^(<J 

Vit,) 

>(^) 

vih) 

*(<.) 

t, 

t\ 

U 

t\ 

', 

'1 

t,<t^<  t, 


ist  nicht  grösser  als  \g  und  nicht  kleiner  als  \h,  vjo  g  den  grössten, 
i  den  kleinsten  unter  denjenigen  Werthen  bezeichnet ,  welche  die 
Determinante 

in  dem  Gebiete 

annimmt.^ 

Mit  Hülfe  dieses  Lelirsatzes  bietet  der  Beweis  des  vorher  ange- 
führten geometrischen  Satzes  keine  Schwierigkeit  dar. 

Es  kann  auch  bemerkt  werden,  dass  das  soeben  mitgetheilte  Be- 
weisverfahren ohne  Schwierigkeit  in  der  Weise  verallgemeinert  werden 
kann,  dass  es  dazu  dient,  folgenden  Satz  zu  beweisen. 

„Es  seien  /"»(O»  /*a(Oj  ' '  •  fnW  ^^  Functionen  derselben  stetig  ver- 
änderlichen Grösse  ^,  welche  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur  (n— l)ten 
Ordnung  einschliesslich  für  alle  in  Betracht  kommenden  Worthe  des 
Argumentes  t  endlich,  stetig  und  eindeutig  sind.  Sowohl  die  Grösj^e 
t,  als  auch  die  betrachteten  Functionen  nehmen  niu*  reelle  Werthe  an. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist ,  wenn  ^„  t^^  -  -  -  t^  »  von  ein- 
ander verschiedene ,  dem  Intervalle  a  •  •  •  6  angehörende  Werthe  des 
Argumentes  t  bezeichnen,  der  Werth  des  Quotienten 


1  t,  f. 

1       L      tl 


L      t 


L      ( 
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h 


nicht  grösser  als  -s- ,  ^-rrcr    ?  —  i  r,  und  nicht  kleiner  als  ^, ,  v , ,. , — , ^  — , , 

®  l!2!3!--(n— 1)1  l!2!o!--'(n— 1)! 

wo  g  den  grössten ,    Je  den  kleinsten   unter   denjenigen  Werthen  be- 
zeichnet, welche  die  Determinante 


A(0 

f[{n 


an 


:  an 


pr''(^'n  rr'\^'n  '  C"'x^'"0 


in  dem  Gebiete 


a^f^b,      r<f^h,      r^r^b,   ...   <'-^></^->^6 

annimmt.^ 

Eine  Anwendung  dieses  Satzes  für  den  Fall  n  =  4  möge  diese 
Mittheilung  beschliessen. 

Eine  krumme  Linie  im  Räume  sei  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

in  welchen  x^  y,  z  rechtwinklige  Punktcoordinaten  bezeichnen.  Es 
wird  vorausgesetzt,  dass  die  drei  Functionen  g?(0>  ^(0)  x(0  nebst 
ihren  Ableitungen  bis  zur  dritten  Ordnung  einschliesslich  für  die  in 
Betracht  kommenden  Werthe  des  Argumentes  t  endlich ,  stetig  und 
eindeutig  sind. 

Dem  Werthe  i^  des  Argumentes  i  entspreche  der  Punkt  T^  der 
Curve,  dessen  Coordinaten  Xi^  j/;,  z^  sein  mögen,  während  r^  den  Ab- 
stand desselben  vom  Coordinatenanfangspunkte  bezeichnet.  Dem  In- 
dex A  gebe  man  die  Werthe  0,  1,  2,  3,  4. 

Es  seien  |,  ti^  g  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
der  durch  die  vier  Punkte  P^,  P„  Pg,  P^  hindurchgehenden  Kugel- 
fläche; iZ  sei  der  Radius  derselben.  Bezeichnet  man  die  Grösse 
1'  +  ^' +  S*— J2',  die  Potenz  der  erwähnten  Kugelfläche  in  Bezug  auf 
den  Coordinatenanfangspunkt,  mit  —2  a),  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  vier  Grössen  |,  i^,  g,  o  die  vier  Gleichungen  ersten  Grades 


^A5  +  yA^  +  ^;iS  +  ß>~i^l  =  0 


1,  2,  3,  4. 


Es  ergeben  sich  also  für  |,  t\^  g  Ausdrücke  von  der  Form 


%  =  \ 


n  Vi  ^i  1 


_  ^l3'  ^ii^}. 


^A  yx  ri  1 


^;.  y?.  ^x  1 


'^~  ^\x,y,z,  i;        ^~  '^\x,y,z,l\^ 


in   welchen   die  Zähler   und  Nenner  Determinanten   vierter  Ordnung 


V  V'/,-^ 


>»■ 


*-i 


t 


X 
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bezeichnen ,    welche  die   in  dem  vorstehenden  Lehrsatze  angegebene 
Gestalt  besitzen. 

Aus  diesen  Ausdrücken  ergeben  sich  durch  Anwendung  dieses 
Lehrsatzes  ohne  Schwierigkeit  die  Grenzwerthe,  welchen  die  Grössen 
I,  %  g  unter  der  Voraussetzung  unendlich  nahe  kommen,  dass  die  vier 
Punkte  Pi,  Pj,  P3,  P^  unabhängig  von  einander  dem  Punkte  P^  un- 
endlich nahe  rücken.  Hierbei  ergibt  sich,  dass  die  Grenzlage  für  die 
erwähnte  Kugelfläche  mit  der  zu  dem  Punkte  P^  gehörenden  Schmie- 
gungskugel  der  betrachteten  Curve  zusammenföUt. 

Rezzonico  am  Comer  See,  im  September  1880. 


Auszug  aus  einem  Briefe  an  Herrn  F.  Klein. 


HatbematiBche  Anntlen,  Band  21,  Seite  157—180. 

Sind  die  Unstetigkeiten ,  welche  man  einer  Potentialfunction  u 
auferlegen  will,  von  der  Art,  dass  bei  der  Ueberschreitung  einer  Quer- 
schnittlinie  die  Function  um  eine  constante,  vorgeschriebene  Grösse 
sich  ändern  soll ,  so  bedarf  das  Verfahren ,  welches  in  den  Monats- 
berichten der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1870  für  die  Einführung 
punctueller  Unstetigkeiten  eingehalten  wurde  (vergl.  die  beiden  Bei- 
spiele Seite  788-790  und  792—794  daselbst)*)  nur  einer  unerheb- 
lichen Modification ,  so  lange  der  in  Betracht  zu  ziehende  Bereich 
noch  eine  Randlinie  besitzt,  längs  welcher  die  Function  u  vorge- 
schriebene Werthe  haben  soll. 

Zunächst   ist   der  Satz   für   einen    zweifach   zusammenhängenden 


Bereich  T  zu  beweisen.  Durch  Q^  werde  aus  T  der  einfach  zusam- 
menhängende Bereich  T^,  durch  Q,,  —  welcher  Querschnitt  mit  Qi 
keinen  Punkt  gemeinsam  haben  darf,  —  gehe  der  Bereich  T  in  den 
Bereich  T,  über.  Man  integrire  für  jTj  -^m  =  0  unter  der  Bedingung : 
tt  =  0  am  ganzen  Rande,  w  =  1  an  beiden  Ufern  des  Querschnitts 
Q^,  Es  sei  g,  das  Maximum  aller  Werthe ,  welche  ti  längs  der  ganz 
innerhalb    Tj   liegenden   Linie    Q^   annimmt.      Ebenso    integrire   man 


*)  Siehe  S.  163-166  und  S.  168-170  dieses  Bandes. 
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z/u  =  0  für  das  Innere  von  T,  unter  der  Bedingung:  m  =  0  am 
ganzen  Rande,  u  =  1  an  beiden  TJfem  von  ^,.  Es  sei  g,  das  Maxi- 
mum der  Werthe ,  welche  u  längs  der  ganz  innerhalb  T,  liegenden 
Linie  Q^  annimmt.     Sowohl  g^,  als  g,  sind  kleiner  als  1. 

Es  seien  nun  die  Werthe  von  u  längs  der  ganzen  Begrenzung 
von  T  vorgeschrieben;  längs  §,  soll  (W^—W)  =  K  sein. 

Man  bestimme  für  den  Bereich  T^  eine  Function  u,,  welche  am 
Rande  von  T  die  vorgeschriebenen  Werthe  hat,  am  negativen  Ufer 
von  Q^  irgend  welche  Werthe,  am  positiven  Ufer  die  um  K  grösseren 
Werthe  annimmt.  Von  dieser  im  Inneren  von  T^  der  Differential- 
gleichung -^u,  =  0  genügenden  Function  denke  man  sich  die  Werthe 
längs  Qf  bestimmt  und  integrire  für  T^  die  Differentialgleichung 
z^u  =  0  durch  eine  Function  w„  welche  längs  des  Randes  von  T  die 
vorgeschriebenen  Werthe  annimmt  (längs  der  Begrenzungstheile  a 
und  b  muss  natürlich  m,  =  w^— Ä^  sein),  welche  auf  dem  negativen 
Ufer  von  Q^  mit  u^-^K,  auf  dem  positiven  mit  Uj  übereinstimmt. 
Hierauf  bestimme  man  für  das  Innere  von  Tj  eine  Function  «, ,  so 
dass  -^ttj  =  0,  längs  der  Begrenzung  von  T  ti,  =  ti^,  längs  des  nega- 
tiven Ufers  von  Q^  w,  :=  Wj,  längs  des  positiven  Ufers  w,  =  u^  +  K  ist. 

Auf  diese  Weise  fortschreitend  bestimme  man  eine  unendliche 
Reihe  von  Functionen  «i,  w„  Wj^  **4)  '"j  welche  abwechselnd  für  das 
Innere  von  T^  und  das  Innere  von  T,  erklärt  sind. 

Das  Maximum  (bezw.  die  obere  Grenze)  von  \u^—u^.,  d.h.  des 
absoluten  Betrages  von  u,  — w,,  längs  Q,  sei  g,  so  ist  der  absolute 
Betrag  von  Wi  — «3  längs  Q^  sicher  nicht  grösser  als  gq^]  längs  (?,  ist 
ater  «1—W3  =  w,— W4  (und  zwar  auf  beiden  Ufern),  folglich  ist  «,—«4. 
da  diese  Differenz  am  ganzen  Rande  von  T  gleich  0  ist,  dem  abso- 
luten Betrage  nach  an  keiner  Stelle  innerhalb  T,  grösser  als  gq„ 
längs  Qi  jedenfalls  nicht  grösser  als  gq^q^.    Mithin  ist  lU^—ii^l  ^i^Ji},, 

iw^-Wel^fl^Siffl  u-  s.w. 

Hieraus   folgt   zunächst ,    dass    die  Functionen  w,^^.,  sowohl ,    als 

auch  die  Functionen  w,.  sich  mit  wachsendem  Index  zwei  bestimmten 
Grenzfunctionen  u'  und  u"  nähern,  welche  beziehlich  fiir  die  Bereiche 
Tj  und  T,  erklärt  sind  und  innerhalb  dieser  Bereiche  die  Differential- 
gleichung befriedigen.  Längs  der  ganzen  Begrenzung  Q^,  a,  ^,  6  des 
Theilbereiches  T*  ist  w'  =  u"+K,  es  besteht  daher  diese  Grleichung 
auch  im  Inneren  von  T*.  Längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Theil- 
bereiches T— T*  ist  tt'  =  w",  es  besteht  daher  diese  Gleichung  auch 
im  Inneren  von  T—T*. 
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Setzt  man  aber  fi  =  m'  im  Inneren  von  T, ,  so  ist  m"  die  analy- 
tische Fortsetzung  von  uT  über  Q^  hinaus ;  diese  Fortsetzung  ist  aber, 
-wie  bewiesen,  innerhalb  T*  gleich  u'^K,  d.  h.  gleich  u*— JT,  also  ist 
die  Function  m  =  w'  die  gesuchte. 

Es  ist  also  der  Satz  für  einen  zweifach  zusammenhängenden 
Bereich,  für  einen  beliebig  vorgeschriebenen  Periodicitätsmodul  und 
für  beliebig  vorgeschriebene  (im  Allgemeinen  stetige)  Randwerthe 
bewiesen. 

Unter  der  Voraussetzung  der  Grültigkeit  des  Satzes  für  einen 
zweifach  zusammenhängenden  Bereich  kann  man  nun  den  analogen 
Satz  für  einen  dreifach  zusammenhängenden  Bereich  beweisen.  Es 
sei  T  dreifach  zusammenhängend.  Man  construire  einen  Querschnitt 
Q^J  durch  welchen  T  in  einen  zweifach  zusammenhängenden  Bereich 
T,  übergeht.  Man  construire  einen  zweiten  Querschnitt  Q,,  welcher 
durch  continuirliche  Grestaltsänderung  auf  (?,  reducirbar  ist,  der  aber 
mit  Q^  keinen  Punkt  gemeinsam  hat.    Durch  (2,  gehe  T  in  T,  über. 

Nun  kann  man ,  dem  bereits  bewiesenen  Satze  zufolge ,  für  die 
Bereiche  T,  und  T,  die  Functionen  m„  ti„  w,,  •••  bestimmen,  welche 
einen  vorgeschriebenen  Periodicitätsmodul  bereits  besitzea,  und,  genau 
dem  vorher  angegebenen  Verfahren  entsprechend,  der  Function  u  einen 
zweiten  Periodicitätsmodul  aufzwingen. 

So  kann  man  fortfahren,  so  lange  eben  überhaupt  noch  eine 
Randlinie  übrig  bleibt,  längs  welcher  die  Function  u  vorgeschrie- 
bene Werthe  annehmen  soll. 

Will  man  aber  auch  diese  letzte  Randlinie  fortschaffen,  also  zu 
einer  geschlossenen  Riem an n sehen  Fläche  ohne  Randlinien  über- 
gehen, so  kann  man  nicht  auf  dieselbe  Weise  verfahren,  weil  man 
bezüglich  des  Beweises  auf  Schwierigkeiten  stösst. 

Diese  Schwierigkeit,  welche  mir  anfanglich  viele  Mühe  gemacht 
hat,  habe  ich  auf  folgende  Weise  überwunden. 

Aus  der  Riem  an n  sehen  Fläche  T  schneide  man  eine  Kreisfläche 
mit  dem  Radius  R^  heraus,  die  in  ihrem  Inneren  keine  singulare  Stelle 
besitzt.  Die  von  T  noch  übrig  bleibende  Fläche  möge  mit  T,  be- 
;seichnet  werden.  Diese  Fläche ,  welche  also  jetzt  eine  Randlinie 
besitzt,  gestattet  die  Anwendung  des  bewiesenen  Satzes  zweifellos. 
Zu  dem  Kreise  mit  dem  Radius  B^  construire  man  nun  einen  con- 
centrischen  mit  grösserem  Radius  Jß,  und  bezeichne  das  Innere 
dieses  Kreises  mit  T,.  Die  beiden  Kreise  mit  den  Radien  2{j  und 
B^  sollen  in  demselben  Blatte  von  T  liegen;    es   kann   also   immer 

SehwftTi,  OflMmiMlte  AbbftBdlvBfBii.  n.  20 
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erreicht  werden,  dass  auch  der  grössere  Kreis  keine  singulare  Stelle 
in  seinem  Inneren  enthält. 

Man  nehme  nun  längs  r  =  R^  eine  Werthereihe  beliebig  an, 
z.B.  ti  =  0,  und  bestimme  für  den  Bereich  T,  eine  Function  «j, 
welche  am  Rande  r  =  iJ,  gleich  0  ist ,  der  Differentialgleichung 
Ju^  =^  0  genügt,  und  an  allen  Querschnitten  die  vorgeschriebenen 
Periodicitätsmoduln  besitzt.  Eine  solche  Function  existirt,  lässt  sich 
auch  über  den  Rand  von  Tj  hinaus  fortsetzen,  aber  von  dieser  Fort- 
setzung kann  man  keinen  Gebrauch  machen,  weil  dieselbe  für  r  <::R^ 
nicht  eindeutig  und  stetig  bleibt. 

Man  bestimme  hierauf  für  das  Innere  von  T,  eine  Function  m,, 
welche  längs  r  =  JJ,  mit  u^  übereinstimmt  und  für  die  z/w,  =  0  ist. 
Hierauf  bestimme  man  für  das  Innere  von  T^  eine  neue  Function  w„ 
für  welche  Ju^  =  0  ist,  welche  längs  r  =  Uj  mit  w,  übereinstimmt, 
und  welche  im  Inneren  von  T,  an  allen  Querschnitten  die  vorgeschrie- 
benen Periodicitätsmoduln  besitzt. 

Auf  diese  "Weise  fahre  man  fort. 

Gronau  dasselbe  Verfahren,  welches  auf  S.  792*)  dazu  angewendet 
worden  ist,  der  Function  u  eine  algebraische  Unstetigkeit  aufzuzwingen, 
wird  hier  dazu  benutzt,  zu  bewirken,  dass  die  Grrenzfunction,  der  die 
Functionen  w^,  m,,  •  •  •  mit  wachsendem  Index  unendlich  nahe  kommen, 
in  dem  ganzen  Inneren  des  Bereiches  T,  sich  eindeutig  analytisch 
fortsetzen  lässt. 

Von  wesentlichem  Einflüsse  auf  die  Beweisführung  ist  hierbei  em 
Hülfssatz,  den  ich  im  74ten  Bande  des  Journals  für  Mathematik  auf 
Seite  232  erwähnt  habe.     (Mitunter  ist  es  nützlich  u.  s.  w.)**) 

Dieser  höchst  einfache  HüKssatz  leistet  in  vielen  Fällen  sehr 
gute  Dienste,  besonders  für  den  Fall  geschlossener  Bereiche. 

Büermit  glaube  ich  hinreichend  angedeutet  zu  haben,  wie  ich  mir 
etwa  den  Nachweis  der  Existenz  der  überall  endlich  bleibenden  Inte- 
gralfunctionen  zurechtgelegt  habe ,  auf  den  ich  natürlich  grosses  Gre- 
wicht  legen  musste,  wenn  anders  die  von  mir  angewendete  Schluss- 
weise überhaupt  geeignet  sein  sollte,  die  Sätze  zu  beweisen,  welche 
R  i  e  m  a  n  n  gefunden  und  ausgesprochen,  aber  eben  nicht  bewiesen  hat. 

(1.  Februar  1882.) 


*)  Siehe  S.  168  ff.  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  189  und  190  dieses  Bandes. 


D6moDstration  616mentaire  d'une  propri6t6  fon- 
damentale  des  fonctions  interpolaires. 


Atti  deUa  B.  Accademia  deUe  Scienze  di  Torino,   vol.  XYII,  p.  740— 742.    Seanco  da  11  Jnin  1882. 

V  D^signons  par  t  une  variable  indöpendante  qui  puisse  prendre 
toutes  les  valeurs  reelles  comprises  entre   deux  limites   donn^es,   par 

F'{t)  une  fonction  de  cette  variable  et  par  F\t),  F"{t), F^"-»^(^) 

ses  d^rivöes  des  w— 1  premiers  ordres. 

Supposons  que  la  fonction  jP(^)  ne  prenne  que  des  valeurs  reelles 
et  que  chacune  des  fonctions  F{t),  F' (t),  F"(t),  -  --  F'^'-'^t)  soit 
une  fonction  continue  ne  prenant  qu'une  seule  valeur  pour  chaque 
valeur  de^  son  argument. 

Supposons  enfin  que  la  fonction  F(t)  s*annule  pour  les  n  valeurs 
diff^rentes  ^;i  [A  =  1,  2,  •  •  •  n]  de  son  argument. 

Des  ^quaüons 

F(t,)  =  0,        F(t,)  =  0,        .  .  •        Fit,)  =  0 

on  conclut,  d'aprfes  un  th^oreme  connu,   que,    choisissant  convenable- 
ment  les  w— 1  valeurs  t^ 

[A  =  1,2,  ...,(n-l);     h<t[<t,^,], 
on  aura  les  öquations 

F'{t[)  =  0,     F'(f,)  =  0,     ...     JF'(C.)  =  0. 

£n  continnant  ainsi  le  raisonnement  on  parviendra  aux  ^quations 
analognes 

F"if[)  =  0,    F''{fl)  =  0,    ...    !?"'(<:_)  =  0, 

F"'(f;')  =  0,   ...   J""(C.)  =  o, 
j?""-"  (<;-")  =  0. 

20* 
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Toutes  les  valeurs  t^^  sont  interm^diaires  entre  t^  et  t^. 

2^  D^signons  par  f{t)  une  fonction  de  la  variable  t  qui  seit 
soumise  aux  mßmes  conditions  que  la  fonction  F{t)  sauf  la  condition 
de  s'annnler  pour  les  valeurs  ^i,  ^j,  •  •  •  ^».  Soit  f(t)  la  fonction  g^ 
nöratrice  des  fonctions  interpolaires  f(t^^  ^,),  f{t^j  ^,,  t^)r"f{^i,  ^«r^U 
(Voir  les  Ätti  della  R.  Accademia  delle  Sdenge  di  Torino,  vol.  XIEEj 
pag.  716,  et  vol.  XVI,  pag.  270-272). 

Soit  g{t)  la  fonction  entifere  du  (w— 1)^^°^®  degr6  donn^e  par  la 
formule  d*interpolation  dite  de  Newton 

on  aura  pour  A  =  1,  2,  •  •  •  n 

f(tx)  =  gih)' 

En  d^signant  la  valeur  constante  de  la  d^riv^e  du  (h— 1)*^®  ordre  de 
la  fonction  g(t)  par  gr^*""(0,  on  aura 

g^^'\t)  =  1.2.3...(n-l)A^n^.,"-^J- 
La  fonction  F{t)  d^finie  par  T^quation 

F(t)  =  f{t)-g{t) 

r^pond  pr^cis^ment  aux  conditions  önoncöes  dans  le  n°l.  Donc,  posant 
t  =  ^i*~*^  =  w,  oü  w  d^signe  une  valeur  interm^diaire  entre  f,  et  ^,, 
on  aura 

F^-»>(0  =  f''^''(t)^g'*"\t),    F^-"(u)  =  0, 


on 


f^'-  '•'  •••*•>  =   1-2.3... (n-l)^"""  <**>'    P.<«<*J- 


C.  Q.  F.  D. 


Sur  une  d^finition  erron^e 
de  l'aire  d'une  surface  courbe. 


Commimicstion  faite  h  M.  Charles  Hermite.  —  Coars  de  M.  Hermite  ,  profesie  pendant 
le  2e  semestre  1881—82,  second  tinge,  PariB  1888,  p.  85—36. 

Aprfes  avoir  donn^  la  döfinition  suivante: 

yfSoit  une  portion  de  surface  courbe  terminee  par  un  contaur  C;  nous 
y^nommerons  aire  de  cette  surface  la  limite  S  vers  laquelle  tend  Vaire 
„d'une  surface  polyedrale  inscrite  formee  de  faces  triangulaires  et  terminee 
jpar  un  contour  polygonal  F  ayant  pour  limüe  le  contour  C^.*) 

M.  J.  A.  Serret  continue  ainsi:  ^11  faut  demontrer  que  la  limite 
S  existe  et  qu'elle  est  independante  de  la  loi  suivant  laquelle  decroissent 
les  faces  de  la  surface  polyedrale  inscrite'*. 

Si  Ton  voulait  examiner  la  d^monstration  de  cet  ^noiic6  essayöe 
par  rillustre  savant,  on  trouverait  qu'elle  donne  lieu  ä  des  objections 
sörieuses,  mais  il  n'est  pas  nöcessaire  de  faire  cet  examen.  On  pourra 
demontrer,  au  contraire,  que,  si  la  surface  donnöe  est  une  surface 
courbe  et  si  le  polyfedre  inscrit  n'est  pas  assujetti  ä  certaines  condi- 
tions  additionnelles  et  restrictives  (par  exemple,  que  chaque  face  du 
polyedre  fasse  un  angle  infiniment  petit  avec  le  plan  tangent  de  la 
surface  en  un  point  infiniment  voisin  de  cette  face)  Vaire  de  la  surface 
du  polyedre  inscrit  peut  surpasser  une  quantite  donnee. 

II  suffira,  pour  dömontrer  cette  proposition,  d'appeler  Tattention 
des  giomfetres  sur  un  seul  exemple  d'un  tel  polyedre  inscrit  satisfai- 
sant  ä  toutes  les  conditions  comprises  dans  T^noncä  de  M.  Serret, 
et  dont  l'aire  peut  surpasser  une  grandeur  donnee. 

Dösignons  par  x,  y,  e  les  coordonn^es  rectangulaires  d'un  point, 
par  u,  V  deux  variables  ind^pendantes  ,  par  r,  h  deux  constantes ,  et 
par  m,  n,  a  des  nombres  entiers  positifs. 


*)  J.  A.  Serret,  Cours  de  calcul  diffärentiel  et  integral,  tome  seeond,  page  296 
de  la  premiöre  ädition,  page  293  de  la  deuziöme  Edition. 
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Les  ^quations 

X  =  rcosM,      y  =  rsinu,      £r  =  v,       0<w<2ä,      0<i;  =  A 

reprösentent  un  cylindre  di'oit  dont  la  surface  courbe  a  Taire  2rarA. 
A  ce  cylindi'e  on  peut  inscrire  un  polyfedre  ä  4mn  faces  triangulaires 
qui  satisfait  aux  conditions  suivantes: 

1^.  —  Tous   les    sommets    de   ce   polyedre    sont  donn^s   par  les 

cquations : 

,         2uÄ                             ',         vh 
t^  =  w   =  — i- —  t;  =  v    =  

f»  n 

(fs  =  0,  1,  2,  ...  m—l ,       K  =  0,  1,  2,  ...  n); 

"  =  " m '      «-*'-  27i ' 

(fs  =  0,  1,  2,  ...  m  —  l,       1^  =  0,  1,  2,  ...  n— 1). 

« 

2^     Toutes  les  faces  triangulaires  sont  isocMes  et  congrues  entre  elles. 
3^.    Les   bases   de  tous   ces   triangles  isocMes  sont  situ^es  dans 
les  plans  z  =  Vj  £f  =  v", 

La  base  et  la  hauteur  d'une  face  triangulaire  ont  les  longueurs: 


2.sin(^).     \/r-[l-cos(j)]V( 


2nJ 


Par  cons^quent  l'aire  totale  du  polyedre  inscrit  a  la  valeur: 


'"©V^*"''«'"-(^)+(^)' 


S'  =  4mMrsin 

De  cette  formule  on  conclut: 

1^.  Si  Ton  fait  n  =  am,  on  a  la  limite  clierchte  S  =  2rnh 
pour  m  =  oo. 

2^.  Si  Ton  fait  n  =  am^,  on  trouve  que  la  limite  S  de  Tfiure  S' 
est  donn^e  par  Töquation 

S  =  2rn\la'rW^  +  h\ 

II  est  Evident  que  la  valeur  de  cette  limite  depend  du  nombre 
a  et  qu*elle  peut  surpasser  une  grandeur  donn^e. 

3°.    Si  Ton  fait  n  =  am',  on  trouve  que  Taire  S'  est  plus  grande  que 


Sr'm^sinf-^sin'r^Y 
\m/         \2m/ 


Dans  ce  cas,  il  n*y  a  plus  de  limite  pour  la  quantit^  S\  car  cette 
quantit^  surpasse,  pour  lim.  m  =  oo,  une  grandeur  quelconque  donn^. 
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De  ce  qui  pr(5cfede  on  conclxira  que  la  d^finition  de  l'aire  d'iine 
surface  courbe  doni^ee  parM.  Serret  doit  etre  modifi^e  par  raddition 
d'une  condition  restrictive  eoncemant  la  constraction  du  polyödre 
inscrit  en  question. 


Fig.  28. 


La  figure  23   reprösente   un   des  polyfedres  inscrits  dont  il  vient 
d'etre  question. 


Bestimmung'  der  scheinbaren  Grösse  eines 
EUipsoids  für  einen  beliebigen  Punkt  des 

Baumes. 


Nachricht«!!  von  dar  Königlichen  GasellBchftft  dar  WitMuschaften  und  der  Georg -Aunata- 
Universit&t  sa  Göttingen,  Jahrgang  1888,  Seit«  89-50. 

Die  Bestimmung  der  scheinbaren  G-rösse  eines  EUipsoids  für  einen 
beliebigen,  ausserhalb  desselben  liegenden  Punkt  des  Baumes  bietet 
ein  recht  geeignetes  Beispiel  der  Anwendung  der  elliptischen  Func- 
tionen auf  eine  geometrische  Aufgabe.  Bei  der  folgenden  Behandlung 
dieser  Aufgabe  mache  ich ,  mit  Absicht  nur  eine  kleine  Zahl  von 
Sätzen  der  analytischen  (reometrie  als  bekannt  voraussetzend ,  von 
der  Bezeichnungsweise  Gebrauch,  deren  sich  Herr  Weierstrass  in 
seinen  Vorlesungen   über   elliptische  Functionen   seit  einer  Reihe  von 

Jahren  bedient. 

ä'       w^       ^ 
Es  sei  — 8-  +  -Tr  + "2  —1  =  ^  ^^^  ^^^  ^^^  rechtwinkliges  Coordi- 

natensystem   bezogene   Gleichung   eines    EUipsoids.     Gesucht   ist  die 
scheinbare  Grosse  dieses  EUipsoids  für  den  ausserhalb  desselben  He- 
genden Punkt  Pp  mit  den  Coordinaten  x^^  y^,  z^. 
Setzt  man 

und  legt  in  diesen  Ausdrücken  dem  Parameter  t  denselben  Werth 
bei,  so  ist  F{x^  y,  jß^ ;  f)  =  0  die  Gleichung  einer  zu  dem  gegebenen  Ellip- 
soide  confocalen  Fläche  zweiten  Grades  und  f{x,y,Zjt)  =  0  die 
Gleichung  des  vom  Punkte  P^  aus  an  diese  Fläche  gelegten  einhül- 
lenden Segels. 
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Die  elliptischen  Coordinaten  des  Punktes  P^,  die  Wurzeln  der 
cubischen  Grleichung  F{x^,  y^,  jg^\  t)  =  0,  mögen  mit  <„  ^„  t^  bezeichnet 
werden,  wobei  die  folgenden  Bestimmungen  getroffen  werden  mögen: 

a*  >•  6»  >  c»,      t,>0,      -c«  >  ^,  >  -6«,      _  ft«  >  ^^  >. «  a\ 
Es  ist 

Dui'ch  Multiplication  mit  {t  +  a'){t  +  V){t  +  c')  geht  f{x,y,  z  ]t) 
über  in  eine  ganze  Function  zweiten  Grades  der  Grösse  t 

und  zwar  hat  der  Coefficient  von  f  den  Werth 

Wenn  dem  Parameter  t  einer  der  drei  Werthe  ^j,  ^„  ^j  beigelegt 
wird,  so  geht  der  Kegel  fix^y^^-^t)  =  0  in  eine  Doppelebene  über. 
Die  drei  durch  diese  Betrachtung  sich  ergebenden  Ebenen  sind  die 
Tangentialebenen  an  die  durch  den  Punkt  P^  hindurchgehenden  und 
mit  dem  gegebenen  Ellipsoide  confocalen  Flächen  zweiten  Grades,  und 
zwar  stehen  je  zwei  dieser  drei  Ebenen  auf  einander  senkrecht ,  wie 
aus  der  geometrischen  Interpretation  der  Gleichung 

7 — T  [^(^0»  yo'  ^ol  h)  -  F{x^,  y,,  ^,;  t)]  =  0 

(i,^  =  1,2,3;       l>^) 

sich  ergibt. 

Setzt  man  nun  für  i  =  i,  2,  3 

so  ergibt  sich  aus  der  Lagrang  eschen  Interpolationsformel  die 
identische  Gleichung 

Durch  diese  Formel  ist  die  Gleichung  des  Kegels  g(t)  =  0  auf  die 
Hauptaxen  desselben  bezogen,  denn  die  Grössen  ^(^;ij  sind  die 
Quadrate  von  drei  linearen  Functionen  der  Coordinaten,  und  die  drei 
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durch  die  Gleichungen  g{tx)  =  0  dargestellten  Ebenen   stehen   zu  je 
zweien  auf  einander  senkrecht. 

Vergleicht  man  beiderseits  die  Coefficienten  von  t^,  so  erhält  man 
die  Identität 

Hieraus  folgt ,   indem  man  vorübergehend  die  Coordinaten  x,  y,  ^  den 
Bedingungen   g{t^)  =  0,  g(ty)  =  0,  (A,  ft,  v)  =  (1,  2,  3)   unterwirft. 

dass  der  Werth  des  Ausdruckes  -r- — ^77 — rr  t^^^  dem  Quadrate 

des  Abstandes   des  Punktes   mit   den  Coordinaten  x,  y,  0  von  der 
Ebene  g{tx)  as  0  genau  übereinstimmt. 
Werden  beide  Seiten  der  Gleichung 


-F(x  V  *  •  n  -    (<-^)(<-<.)(<-<») 


) 


in  Bezug  auf  t  differentiirt,  und  wird  nach  ausgeführter  Differentiation 
t  sst  tj^  gesetzt,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

und   aus   derselben   folgt  ein  anderer  Beweis  für  die  Richtigkeit  der 
ausgesprochenen  Behauptung. 

Bezeichnet  man  die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  mit  den 
Coordinaten  x,  y,  z  von  den  drei  Ebenen  g{t^  =  0,  g{i^  =  0,  g(t^  =  0 
beziehlich  mit  5j  %  S>  so  erhält  man  die  Identität 


Es  haben  demnach  die  vom  Punkte  P^  aus  an  die  confocalen  Flächen 
-F(x,  y,  je^;^)  =  0    gelegten    einhüllenden   Kegelflächen    ebenfalls   die 
Eigenschaft,  confocal  zu  sein. 
Aus  der  Gleichung 


ergibt  sich  ferner 

g{x,y,e;t)  = 

(t+a')(t+b'){t+c4^^+-^+jf^  -  ijV  {t-Qit-Q(t-t,)F[»,jf,>;  t). 


Scheinbare  Grösse  des  Ellipsoids.  315 

Hieraus  folgt  identisch 

Setzt  mau  nuu 
.  _    (<,  +  «')(^  +  ft')(<.  +  c')  1    x,x  y,y  z,z  f_ 

d.  h.  betrachtet  man  die  Schnittlinien  jener  Kegelflächen  mit  der 
Ebene  i;  =  0 ,  und  lässt  man  dann  t  in  den  Werth  t^  übergehen .  so 
ergibt  sich,  wenn  man  beiderseits  nach  Potenzen  von  t  —  t^  entwickelt 
und  die  constanten  Glieder  vergleicht ,  dass  unter  der  Bedingung 
tl  =  0  die  Gleichung  besteht 


Die  den  betrachteten  einhüllenden  Kegeln  gemeinschaftlichen  Focal- 
strahlen,  bestimmt  durch  die  Gleichungen 


^i  """  ^1  ^1  ""  ^8 

sind  mithin  die  Schnittlinien  des  einschaligen  Hyperboloids 
mit  seiner  Tangentialebene  im  Punkte  P^ 


t,  +  a'  '  ^,  +  6*  •  t,  +  €' 

(Vergl.    ein    Schreiben   Jacobi's    an   Steiner,    Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Band  12,  Seite  137.) 

Der  vom  Punkte  P^  an  das  Ellipsoid  jP(a?,  y,  jer;0)  =  0  gelegte 
einhüllende  Kegel  hat  also  auf  seine  Hauptaxen  bezogen  die  Gleichung 

Jl+i+iL^  0, 

^    ^,    ^, 

wo  /j  >  0  >  <,  >  ^8  ist. 

Diese  Eegelfläche  werde  nun  durch  eine  concentrisehe  Eugelfläche 

g«  +  ,y«  +  g«  =  l 
geschnitten.    Die  Schnittlinie  besteht  aus  zwei  getrennten ,   auf  ver- 
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schiedenen  Seiten  der  Ebene  i  =^  0  liegenden  und  in  Bezug  auf  diese 
Ebene  zu  einander  symmetrischen  Theilen ,  von  denen  jeder  eine  ge« 
schlossene,  in  sich  zurückkehrende  krumme  Linie  ist. 

Der  Flächeninhalt  des  von  einer  dieser  Linien  begrenzten,  ganz 
auf  einer  Seite  der  Ebene  g  =  0  liegenden  Stückes  der  Kugelflache 
ist  alsdann  das  Mass  für  die  scheinbare  Grösse,  unter  welcher  das 
gegebene  Ellipsoid  einem  im  Punkte  Po  befindlichen  Auge  erscheint. 

Zur  Berechnung  dieses  Lihalts  kann  man  von  dem  Satze  Gebrauch 
machen,  dass  die  Summe  aus  der  Masszahl  des  Flächeninhalts  eines 
von  einer  sphärischen  Curve  begrenzten  Theiles  einer  Kugelfiäche 
mit  dem  Radius  1  und  aus  der  Masszahl  des  Umfanges  ihrer  Polar- 
figur auf  derselben  Kugelfiäche  stets  der  Zahl  2;r  gleich  ist. 

Die  Polarcurve  zu  dem  betrachteten  sphärischen  Kegelschnitt 
ist  wieder  ein  sphärischer  Kegelschnitt,  nämlich  die  Schnittlinie  der 
Kugelfläche 

r+v'+v  =  1 

mit  der  Kegelfläche 

Bestimmt  man  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Curve  durch  die 
zwischen  —t^^  und  —t^^  liegende  Wurzel  der  Gleichung 


(-1      <       1      I     ^1       '       1    _L  t-l 


A  +  <:'     l  +  t;'     l  +  t] 


J 


so  erhält  man  für  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes  cU  der 
betrachteten  Curve  (vergl.  Hesse,  Vorlesungen  über  die  analytische 
Geometrie  des  Raumes,  dritte  Auflage,  Seite  320)  die  Gleichung 

mithin,  wenn  man  A  =  —  T*  setzt, 


dl  = 


t\/4{t^t,)(t^t,)(t-^t,) 


Ja  dieser  Formel  ist  beiden  Quadratwurzeln  ihr  positiver  Werth 
beizulegen. 

Fasst  man  alle  Punkte  der  in  Betracht  gezogenen  Curve  ins 
Auge,  für  welche  gleichzeitig  ^r-O,  i?>0,  5^0,   so  erhält  man  den 
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vierten  Theil  einer  der  beiden  durch  die  angegebenen  Grleichnngen 
dargestellten,  geschlossenen  Linien,  und  zwar  hat  man,  um  alle  Punkte 
dieses  Stückes  zu  erhalten,  der  Variablen  t  alle  Werthe  von  t^  bis  t^ 
beizulegen. 

Die  gesuchte  scheinbare  Grrösse  des  EUipsoids  für  den  Punkt  P^ 
wird  also  gegeben  durch  den  Ausdruck 


Zur  Berechnung  dieses  elliptischen  Integrals  setze  man: 

und  bestimme  die  drei  Grössen  e^,  e,,  e^  so,  dass  ihre  Summe  gleich 
0  ist;   man  erhält  dann: 

6 

Indem  man  nun  mit  p{u)  =  ^<?(u|o>,  o')  die  elliptische  Function  be- 
zeichnet, welche  zu  den  auf  die  angegebene  Weise  bestimmten  Grrössen 
^1»  ^8  7  ^8  gehört,  wobei  die  durch  diese  Grössen  bestimmten  Invarian- 
ten der  Function  pu  durch  die  Grössen  o*,  6*,  c*,  ä^J,  yj,  ^J  rational  aus- 
drückbar sind,  setze  man 

s  =  J'.;(m  +  o'). 

Hierbei  wird  vorausgesetzt ,   dass  die  Grössen  o  und  — r-  reelle  und 

zwar  positive  Werthe  haben. 

Setzt  man  femer,  mit  w  eine  in  der  Folge  noch  genauer  zu  be- 
stimmende Grösse  bezeichnend, 

—     3         ==  pWj 

80  ist  fpw  reell  und  liegt  zwischen  e^  und  e^. 

Da  nun  die  Function  ^,  wenn  u  auf  dem  directen  Wege  von  (o 
bis  cD-f-o'  fortschreitet,  jeden  zwischen  e,  und  c,  liegenden  Werth 
einmal  annimmt,  so  kann  man  für  w  den  auf  dieser  Strecke  liegen- 
den Werth  wählen,  für  welchen  pw  den  vorgeschriebenen  Werth  an- 
nimmt, unter  dieser  Voraussetzung  hat  ff>'w  einen  positiv  imagi- 
nären Werth. 

Da  dem  Werthe  5  =  pw  der  Werth  <  =  0  entspricht,  so  erhält 
man 
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wo  der  Quadratwurzel    ^tj^t^   ihr  positiver  Werth  beizulegen  ist. 

Lässt  man  u  auf  directem  Wege  von  0  bis   o  fortschreiten ,  so 
nimmt  s  =  p{u  +  (o')    stetig  wachsend   alle   Werthe    von   e^  bis  ^,, 


also  t  alle  Werthe  von  ^3  bis  t^  an  und  es  ist 

dt  (h 


Man  hat  daher  den  Ausdruck 


^rr^    =    du. 


fh 


'0 

zu  berechnen,    wobei  die  Integration  auf  directem  Wege   auszufuh- 
ren ist. 

Man  hat 

pto       S'(u— 1<?)  6'(u  +  w)      o  (5'w 

^ju—fpw          6(m— «;)  6(u  +  w)         6fr' 

mithin  ist 

^j{u  +  aj')  — ipw;  63(1«--^)       63(tt  +  ii;)  6«?  ' 


folglich 


/ 


.p:(^i*i  _  ^.  =  log  |4!?L^ 


^(m  +  cd')-p(w;)  ^  S,(t(;+tt)  St«; 


und 

f 


_^W*       _  l„g  |!(!!i4  +  2  «:!1  „  =  - 2,„ +2 1!? „ +2M.-. 


Die  ganze  Zahl  n  ist  durch  die  Bedingung  bestinmit,  dass  fiir 
u;  SS  fi),  p'w  =  0  der  Werth  des  bestimmten  Integrals  sich  auf  0 
reduciren  muss;  die  ganze  Zahl  n  hat  also  den  Werth  0. 

Setzt  man  noch  to  =  a  +  wA^   wobei  also  die  Grrösse  w^  der  Be- 

dingung  0  <zw^<:  --r-  genügt ,   so  ist 

und  man  erhält  für  die  gesuchte   scheinbare  Ghrösse   des  EllipsoicU 
schliesslich  den  Ausdruck 
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Bezeichnen  nach  der  getroffenen  Festsetzung  t^^  f,,  t^  die  ellipti- 
schen Coordinaten  des  Punktes  P,,,    so  hat  man  zu  setzen: 


p(w,i)-e,  = 


^1 


Aus  diesen  Grleichungen  ist  die  Grösse  w^  der  Bedingung 


0  <:w.  <:—r 


gemäss  auf  bekannte  Weise  zu  bestimmen. 

Macht  man  Gebrauch  von  den  Bezeichnungen: 


"  1 


Ä  —  P^*  V  =   — ^  • 


SO  erhält  man  für  die  gesuchte  scheinbare  Grösse  des  Ellipsoids  fol- 
gende beiden  Ausdrücke: 

""y       Ä4(e«'i«+e-«'i^)+  Ä*(e8«'i^+c-''''^")+  Ä*(e''^''+e-*^i")  +  ... 

und 

9    A     9  —9  '^^       2^ ^  sin  2v7C — 4A*  sin  4t;^  +  ^K  si^  6t;;r «      \ 

\  03'   1--2A,  cos2t;Ä  +  2AJcos4t;Ä— 2ÄJ  cos6i;ä  +  •  •  •  / 


Zur  conformen  Abbildung  der  Fläche    eines 
Rechtecks  auf  die  Fläche  einer  Halbkugel. 


Nacbriohtan  von  der  Kfoiglichen  OMellBchafi  der  WissenschafteB  und  der  Oeorf-Aofvfti- 
üniTenitit  sii  Oöttingen,  Jaiaguig  1883,  Seite  51—00. 

Unter  der  Voranssetzung,  dass  der  Grösse  Oj  ein  positiver  WerÜi. 
der  Grosse  co^  ein  positiv  imaginärer  Werth  beigelegt  wird,  betrachte 

man  die  elliptische  Function 

« 

für  deren  Argument  u  +  vi  das  Grössenpaar  (2aij,  2a)j)  ein  primitives 
Periodenpaar  ist. 

Bei  der  geometrischen  Darstellung  der  complexen  Grosse  u  +  vi 
entspricht,  wenn  die  Veränderlichkeit  der  Variablen  u  und  r  auf 
reelle  Werthe  beschränkt  wird,  der  Gesammtheit  aller  Werthepaare 
Uj  V,  welche  den  Bedingungen 

0  <  M  ^  «„        0  <  v  ^  -^' 
genügen,  die  Fläche  eines  Rechtecks  mit  den  Ecken 

» 

Längs  der  Begrenzung  dieses  Rechtecks  nimmt  die  Function  p(fi+f?i) 
ausschliesslich  reelle  Werthe  an;  insbesondere  entsprechen  den  vier 
Ecken  desselben  die  Werthe 

wo  6i,  e^j  ^3  drei  die  Ungleichheitsbedingung 

erfüllende  reelle  Grössen  bezeichnen,  deren  Summe  gleich  0  ist. 
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Bei  der  geometrischen  Darstellung  der  complexen  Grösse  ^{u+vi) 
entspricht  dem  betrachteten  Rechteck  die  Fläche  einer  Halbebene, 
auf  welche  die  Fläche  des  Rechtecks  in  der  Art  zusammenhängend 
und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  wird,  dass  die  Funkte 
beider  Flächen  einander  in  gegenseitig  eindeutiger  Weise  entsprechen. 

Geht  man  durch  Transformation  mittelst  reciproker  Radien  von 
der  Fläche  dieser  Halbebene  zu  der  Fläche  einer  Halbkugel  über, 
so  erhält  man  die  allgemeinste  conforme  Abbildung  der  Fläche  eines 
Rechtecks  auf  die  Fläche  einer  Halbkugel. 

Damit  bei  dem  üebergange  von  der  Halbebene  zur  Halbkugel 
den  vier  singulären  Werthen  oo,  c^,  e,,  e,  zwei  Paare  gegenüber- 
liegender Punkte  auf  der  Begrenzung  der  Halbkugel  entsprechen, 
muss  der  Transformationsmittelpunkt  auf  der  im  Punkte  6,  zur  Fläche 
der  Halbebene  senkrechten  Geraden  und  zwar  im  Abstände 


von   dieser  Halbebene    gewählt  werden.     Es    entsprechen    dann   den 
beiden  Mittellinien  des  Rechtecks 


auf  der  Halbkugel  zwei  Halbkreise,  in  Bezug  auf  deren  Ebenen  die 
vier  singulären  Punkte  der  Begrenzung  symmetrische  Lage  haben. 

Die  Umkehrung  der  hiermit  gelösten  speciellen  Abbildungsauf- 
gabe erweist  sich  als  ein  specieller  Fall,  beziehungsweise  als  ein 
Grenzfall  einer  von  Herrn  E.  Schering  in  seiner  Preisschrift: 
Ueber  die  conforme  Abbildung  des  EUipsoids  auf  der  Ebene,  Göttin- 
gen 1858,  gelösten  Aufgabe.  Jede  der  beiden  Hälften,  in  welche  die 
Oberfläche  eines  ungleichaxigen  Ellipsoids  durch  den  die  vier  Nabel- 
punkte desselben  enthaltenden  Hauptschnitt  zerfallt,  wird  durch  die 
in  dieser  Preisschrift  entwickelten  Formeln  zusammenhängend  und  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  die  Fläche  eines  Rechtecks  ab- 
gebildet, und  zwar  in  der  Art,  dass  jeder  Krümmungslinie  des  El- 
lipsoids eine  Parallele  zu  einer  der  Seiten  dieses  Rechtecks,  jedem 
Nabelpunkte  eine  Ecke  desselben  entspricht. 

Der  Gedanke,  welcher  der  Lösung  dieser  Aufgabe  zu  Grunde 
liegt,  beruht  auf  der  von  Jacobi  gegebenen  Andeutung,  dass  man 
durch  Einfuhrung  der  elliptischen  Coordinaten  als  unabhängiger  Va- 
riablen in  denjenigen  Differentialgleichungen,   von  deren  Lösung  die 

Schwärs,  GtMauBolte  AbhuidluifVB.  U.  21 
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conforme  Abbildung  der  Oberfläche  des  Eflipsoids  auf  eine  Ebene  ab- 
hängt, die  Variablen  getrennt  erhält. 

Da  nun  diese  Bemerkung  auch  für  den  Q-renzfall  noch  unverän- 
derte G-eltung  behält ,  in  welchem  an  die  Stelle  des  EUipsoids  eine 
Kugelf  an  die  Stelle  der  beiden  Schaaren  von  zu  dem  Ellipsoide  con- 
focalen  Hyperboloiden  zwei  Schaaren  confocaler,  mit  der  Kugel  con- 
centrischer  Kegel  zweiten  Grades  treten,  so. kann  man  die  Aufgabe 
der  conformen  Abbildung  der  Fläche  einer  Halbkugel  auf  die  Fläche 
eines  Rechtecks,  sowie  die  Umkehrung  dieser  Aufgabe  unter  Anwen- 
dung eines  bekannten  Grrenzüberganges  auch  mit  Hülfe  der  in  der 
erwähnten  Preisschrift  entwickelten  Formeln  lösen. 

Bei  einigen  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  geo- 
metrische Aufgaben  gewährt  es  eine  nicht  unbeträchtliche  Erleich- 
terung, auf  ein  bestimmtes  System  von  Formeln  Bezug  nehmen  zu 
können,  durch  welches  die  erwähnte  gegenseitig  eindeutige,  punkt- 
weise Beziehung  zwischen  der  Fläche  eines  Rechtecks  und  der  Fläche 
einer  Halbkugel  in  einfacher  Weise  unmittelbar  zum  analytischen 
Ausdruck  gelangt. 

Aus  diesem  G-runde  stelle  ich  im  Nachfolgenden  einige  auf  die 
besprochene  Aufgabe  sich  beziehende  Formeln  zusammen.  Ich  mache 
hierbei  von  derjenigen  Bezeichnungs weise  der  elliptischen  Functionen 
Gebrauch,  deren  sich  Herr  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen 
bedient. 

In  der  Ebene,  deren  Punkte  die  Werthe  der  complexen  Grösse 
p{u  +  vi)  geometrisch  darstellen,  und  welche  aus  diesem  Grunde  die 
Ebene  p{u  +  vi)  genannt  werden  kann,  werde  der  dem  Werthe  e, 
entsprechende  Punkt  zum  Nullpunkte  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  (X',  F',  Z')  gewählt,  während  die  Strecken  -fl  und  +i 
die  positiven  Richtungen  der  X'-  und  F'-Axe  bezeichnen.  Wählt 
man  sodann  den  Punkt  X'=  Ö,  F'=  0,  Z'=  +2?  zum  Mittelpunkt 
der  Transformation  durch  reciproke  Radien,  so  entspricht  der  Ebene 
Z'=  0  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Potenz  der  Transforma- 
tion den  Werth  25"  hat,  die  Kugelfläche 

X'«+  F'+  Z'»  =  R. 
Setzt  man  hierauf 

oder 
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J^  (ol(u+vi)  1    S5(w— rt) 

^  ""  B  5'{u+vi)  '        ^'  ~  R  5«(u-f;i)  ' 

so  erhält  man  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  X\  Y\  Z'  desje- 
nigen Punktes,  welcher  bei  der  stereographischen  Projection  der  Ebene 
Z!  =0  auf  die  Kugelfläche  der  complexen  Grösse  fp{u+vi)  entspricht, 
die  Gleichungen 

Das  Coordinatensystem  ist  so  gewählt,  dass  den  Werthen  5  =  1,  t,  oo 
beziehlich  die  Schnittpunkte  der  Kugelfläche  mit  der  positiven  X'- 
Y'-,  Z'-Axe  entsprechen. 

Bezeichnet  s  den  zwischen  0  und  ^  it  liegenden  Bogen,  für  welchen 


cos  £ 


=  i'  =  ^AlZi«,  ,        sin£  =  *  =  sJ^^lZ^ 


ist,  so  haben  die  den  Werthen 

pw  =  c»,  ßj,  e,,  e^ 

entsprechenden  Punkte  der  Kugel  beziehlich  die  Coordinaten 


X' 
Y' 
Z' 


0,        2?  sin  2«,        0,         —  i2sin2e, 
0,  0,  0,  0, 

22,        -Bcos2£,      -—2?,      —  22cos2£. 


Führt  man  nun  mittelst  der  Gleichungen 
X  =  cos  £  X'-  sin«  Z',         Y  =   Y\        Z  =  sin  £  X'+  cos£  Z' 

■ 

eine  Transformation  des  Coordinatensystems  aus,  so  sind  die  neuen 
Coordinaten  der  den  singulären  Werthen  der  Function  fM  entspre- 
chenden Punkte  durch  die  Gleichungen 

X=±2isin£,        r=0,    ■    Z=±2icos£ 

bestimmt.  Für  das  neue  Coordinatensystem  haben  also  die  beiden  in 
der  Ebene  F  =  0  liegenden  Durchmesser  der  Kugel ,  deren  End- 
punkte den  singulären  Werthen  der  Function  pu  entsprechen,  sym- 
metrische Lage  zur  X-Axe  und  zur  Z-Axe.  Mit  der  Z-Axe  schliesst 
jeder  von  diesen  beiden  Durchmessern  den  Winkel  b  ein. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen,  welche  sich  für  die  Grössen  X,  F,  Z 
ergeben, 

21* 
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Y         ü  coa^(g+g,)— sing(gg^ — 1) 


för  9  und  ^,  ihre  Ausdrücke  durch  die  6-Fuiictioneii ,  so  erhalt  man 
durch  Anwendung  der  zwischen  den  Quadraten  der  verschiedenen 
S-Functionen  bestehenden  Gleichungen  und  mit  Hülfe  der  Additions- 
theoreme der  (>Functionen  die  folgenden  Gleichungen 

Y  ,  ,  S,(2u)S,(2w) 

^  •      "^  S,(2m)  6j(2t;i)  ' 

Y  =i(e  ^e  )(e  ^e  )^_M^^^ 
Z=      (..-08in.^«^'('^') 


6,(2M)6,(2ri) 

Für  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes  dL  der  Kugel- 
fläche  erhält  man  den  Ausdruck 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


so  ergibt  sich 


^=^|l!^  =  A(«;)+l,     _(^.-ae.-Og«L^;^(^)^^ 


c— c. 


Bezeichnet  man  nun  die  Ausdrücke    X{2u)j   A(2t;i)    beziehlich  mit 
Ai,  A„  so  bestehen  die  Gleichungen 

aus  welchen  sich  die  folgenden  ergeben 
(L)        X*   +     TT    +Z'«(c.-e.)(c,-0; 
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Den  Curven  der  Ebene  fp{u  +  v%),  für  welche  der  reelle  Bestand- 
theil  des  Argumentes  der  Function  einen  constanten  Werth  hat,  ent- 
spricht daher  bei  der  betrachteten  stereographischen  Projection  die- 
ser Ebene  auf  die  Kugelfläche  (I.)  die  Schaar  der  sphärischen  Cur- 
ven, in  welchen  diese  Kugel  von  der  Schaar  der  confocalen  Kegel 
zweiten  Grades  (11.)  geschnitten  wird. 

Denjenigen  Curven  hingegen,  für  welche  der  imaginäre  Bestand- 
theil  des  Argumentes  der  Function  einen  constanten  Werth  hat,  ent- 
spricht die  Schaar  der  sphärischen  Curven,  in  welchen  die  Kugel- 
fläche (I.)  von  der  Schaar  der  confocalen  Kegel  zweiten  Grades  (III.) 
geschnitten  wird. 

Beide  Curvenschaaren  sind  zwei  Schaaren  confocaler  sphärischer 
Kegelschnitte,    deren  Brennpunkte  durch  die  Gleichungen 

X  =  ±Äsin£,       r  =  0,       Z  =  ±iJco8£ 

bestimmt  sind. 

Aus  der  Gleichung 

A(2tt)  =  A(2©,-2tt)  =  A(2(©,-m)) 

folgt,  dass  die  dem  Werthe  w  =  w^  und  die  dem  Werthe  u  =  (»,--Wo 
entsprechende  sphärische  Curve  auf  demselben  Kegel  zweiten  Grades 
liegen.    Dieselbe  Folgerung  bezieht  sich  auf  die  den  Werthen  v  =  Vq 

und  V  =  -^-Vq    entsprechenden  sphärischen  Curven.     Den  Werthen 

M  =  ^(D,   und  V  s=  -~-   entsprechen  die  in  den  Ebenen  X  =  0  und 

Z  =  0  liegenden  grössten  Kreise  der  Kugel. 

Der  Fläche  des  zuerst  betrachteten  Rechtecks 

0  :5^  w  5  0).,       U  <  t;  ^  ^' 

entspricht  die  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  Y  ==  0  liegende 
Halbkugelfläche,  und  zwar  ist  die  Abbildung  der  Vorderseite  der 
ersteren  auf  die  Innenseite  der  letzteren  eine  in  den  kleinsten  Thei- 
len  gleichstimmig  ähnliche.  Durch  die  obigen  Formeln  wird  mithin 
zugleich  die  Rückseite  der  erwähnten  Rechtecksfläche  auf  die  Aussen- 
seite  der  erwähnten  Halbkugel  in  den  kleinsten  Theilen  gleichstim- 
mig ähnlich  abgebildet. 

Analogerweise  wird  die  Rückseite  der  Rechtecksfläche 

0<w:<a},,       — A^«'<0 
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auf  die  Aussenseite  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  F  =  0 
liegenden  Halbkugel  in  den  kleinsten  Theilen  gleichstimmig  ahnlich 
abgebildet. 

Denkt  man  sich  diese  zweite  Rechtecksfläche  durch  Umfaltung 
um  die  Strecke  0  •  -  •  ajj  mit  der  Vorderseite  der  vorher  betrachteten 
Rechtecksfläche  zur  Deckung  gebracht  —  was  einer  Vertauschung 
von  V  mit  —v  gleichkommt  —  und  stellt  man  sich  sodann  vor,  dass 
beide  Rechtecksflächen  längs  der  ganzen  Begrenzung  eine  Falte  bil- 
dend zusammenhängen ,  so  erhält  man "  einen  speciellen  Fall  der  im 
70ten  Bande  des  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik  auf 
Seite  124  von  mir  untersuchten  Abbildung.*) 


'*')  Siehe  S.  87  und  S.  88  dieses  Bandes. 


] 


Beweis  des  Satzes,    dass   die  Kugel  kleinere 
Oberfläche  besitzt,  als  jeder  andere  Körper 

gleichen  Volumens. 


NachrichteB  Ton  der  KAnigliohen  GoMliachaft  der  Wissenschaften  und  der  Georg-Aognsts-Uni- 
versit&t  zu  Göttingen,    Jahrgang  1884,  Seite  1-18. 

Um  den  Satz  zu  beweisen,  dass  die  Kugel  kleinere  Ober- 
fläche besitzt,  als  jeder  andere  Körper  gleichen  Volu- 
mens, hat  man  sich  verschiedener  Schlussweisen  bedient,  welche  im 
Wesentlichen  auf  der  Voraussetzung  beruhen,  dass  es  unter  allen 
Körpern  gleichen  Volumens  einen  gibt,  welcher  ein 
Minimum  der  Oberfläche  besitzt.  So  lange  aber  der  in  die- 
ser Voraussetzung  enthaltene  Lehrsatz  nicht  ebenfalls  bewiesen 
ist,  kann  keine  der  erwähnten  Schlussweisen  als  Beweis  des  ange- 
führten Satzes  gelten. 

Bei  dem  Versuche,  für  diejenigen  Körper,  deren  Oberfläche  von 
einer  endlichen  Anzahl  von  ganz  im  Endlichen  liegenden  Stücken 
analytischer  Flächen  gebildet  wird,  den  im  Eingange  angeführten 
Satz  direct  zu  beweisen,  bin  ich  auf  ein  Beweisverfahren  geführt 
worden,  welches  dem  Einwände  mangelnder  Strenge  nicht  ausgesetzt 
zu  sein  scheint.  Dieser  Beweis,  dessen  Darlegung  den  Gegenstand 
der  vorliegenden  Mittheilung  bildet,  beruht  auf  der  wiederholten  An- 
wendung eines  Schlussverfahrens,  dessen  sich  Herr  W  ei  erstras  s  in 
seinen  Vorlesungen  über  Variationerechnung  bedient,  und  dessen 
Kenntniss  ich  einer  gütigen  mündlichen  MittheUung  desselben  verdanke. 

§  1. 

Es  bezeichne  9(  einen  von  einer  Kugel  verschiedenen  Körper, 
dessen  Oberfläche  fd  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analy- 


> 
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tischer  Flächen  gebildet  wird.  Diese  Flächenstücke  werden  als  von 
singolären  Stellen  frei  vorausgesetzt. 

Die  Punkte  der  Oberfläche  9)  beziehe  man  auf  ein  rechtwinklige^» 
Coordinatensystem ,  welches  so  gewählt  sein  möge,  dass  kein  Theil 
von  ©  der  yjs-Ehene  des  Coordinatepsystems  parallel  ist.  Es  sei  x^ 
der  kleinste,  x,  der  grösste  aller  in  Betracht  kommenden  Werthe  der 
Coordinate  x. 

In  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Oberfläche  89 ,  welcher  nicht 
einer  Kante  derselben  angehört,  und  dessen  rechtwinklige  Coordi- 
naten  Xj  y,  z  sein  mögen,  denke  man  sich  die  Normale  der  Fläche 
construirt  und  die  positive  Richtung  derselben  so  flxirt,  dass  diese 
an  der  betrachteten  Stelle  in  Bezug  auf  den  Körper  %  die  Richtung 
von  Aussen  nach  Innen  angibt.  Der  Winkel,  den  die  positive  Rich- 
tung dieser  Normale  mit  der  positiven  Richtung  der  ar-Axe  einschliesst. 
werde  mit  S  bezeichnet. 

Durch  den  Punkt  P  denke  man  sich  zu  der  yjer-Ebene  des  Coor- 
dinatensystems  eine  Parallelebene  (Sx  gelegt.  Diese  hat  mit  der  Ober- 
fläche 89  im  Allgemeinen  eine  oder  mehrere  Curven  (£  gemeinsam. 
Die  Gresammtheit  dieser  Curven  möge  als  eine  Curve  aufgefasst  und 
mit  6x  bezeichnet  werden,  während  rfy,  djsi  die  Coordinaten  eines  vom 
Punkte  P  ausgehenden  Elementes  der  Curve  (£x  bezeichnen,  welches 
die  Länge  da  besitzt.  Man  kann  fostsetzen,  dass  die  Anfangspunkte 
liir  die  Zählung  der  Bogenlänge  $  auf  den  Curven  (5,  (x^  <:  x  <z  j.\) 
eine  oder  mehrere  auf  der  Oberfläche  ö  liegende  analytische  Linien 
bilden. 

Die  Grössen  x  und  s  mögen  als  die  unabhängigen  Variablen  ge- 
wählt werden,  als  deren  Functionen  die  Coordinaten  x,  y,  s  eines  be- 
liebigen Punktes  der  Oberfläche  8  betrachtet  werden  sollen. 

In  Folge  der  im  Vorhergehenden  angegebenen  Voraussetzungen 
ist  es  stets  möglich,  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Ebenen,  welche 
der  y^-Ebene  des  Coordinatensystems  parallel  sind,  die  Oberfläche  83 
in  eine  endliche  Anzahl  von  schalenförmigen,  beziehungsweise  ring- 
förmigen Flächenstücken  so  zu  zerlegen,  dass  für  jedes  dieser  Flä- 
chenstücke die  Coordinaten  y  und  z  eines  beliebigen  Punktes  eindeu- 
tige und  im  Allpjemeinen  stetige  Functionen  der  beiden  unabhängigen 
Variablen  x  und  s  sind.  Besteht  die  Curve  ffi«  nicht  aus  einem  Stücke, 
sondern  aus  mehreren  getrennten  Theilen,  von  denen  jeder  eine  ge- 
schlossene Linie  ist.  so  ist  für  diese  Theile  eine  bestimmte  Reihen- 
folge und  für  jeden  derselben  ein  bestimmter  Anfangspunkt  der  Zäh- 
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lung  der  Bogenlänge  festzusetzen.  Die  Verfügung  über  die  Variabi- 
lität der  Grösse  s  möge  so  getroffen  werden,  dass,  wenn  U^{x)j  U^{x), 
' ' '  U^(x)  die  Länge  des  ersten,  zweiten,  •  •  •  nten  geschlossenen 
Theiles  der  Curve  Sx  bezeichnet,  für  den  ersten  Theil  die  Variable  s 
alle  Werthe  von  0  bis  ?7i(x),  für  den  zweiten  alle  Werthe  von 
ü^{x)    bis    Ui{x)  +  Üf(x)j  " -,    für    den    letzten    alle    Werthe    von 

Uiix)  +  U^(x) •] +  ü^^^{x)  bis   U{x)  annimmt,   wenn  mit  U(x)  die 

(xesammtlänge  aller  Theile  der  Curve  Ex  bezeichnet  wird. 
Es  bestehen  hiernach  die  Gleichungen 


dx 

ÖS 


=  "■    ah  (%)'-'■ 


Man  kann  voraussetzen,  dass  die  Festsetzung  der  Fortschreitungs- 
richtung  längs  jedes  Theiles  der  Curve  ^xj  in  welcher  die  Bogen- 
länge s  wächst,  so  getroffen  ist,  dass  die  Grössen 

^  ^   öy   ö^_  ö^  öy       ^  ^  __  ö^       C  =  ^ 

dx   äs       dx   r>s  '  ds  ^  ds 

für  jeden,  nicht  einer  Kante  der  Fläche  93  angehörenden  Punkt  P 
die  Coordinaten  einer  Strecke  bedeuten,  deren  Richtung  mit  der  po- 
sitiven Richtung  der  Normale  der  Fläche  83  im  Punkte  P  zusam- 
menfallt. 

Unter  dieser   Voraussetzung   stellt  das  längs    der  Curve   S«   zii ' 
erstreckende  Integral 

t^W,/    dz        dy 


/"'X»w-'f)*-«w 


die  Grösse  des  Flächeninhalts  derjenigen  aus  einem  oder  aus  mehre- 
ren Flächenstücken  bestehenden  ebenen  Fläche  dar,  welche  alle  gleich- 
zeitig dem  Inneren  des  Körpers  ?t  und  der  Ebene  ®jc  angehörenden 
Punkte  und  ausser  diesen  keine  anderen  enthält. 

Das  Volumen   V  des  KiJrpers  81  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 


/ 


X. 

Q{x)dx  =  F. 


Die  Grösse  eines  Elementes  dS  der  Oberfläche  SB  und  die  Grösse  dT 
der  orthogonalen  Projection  des  Elementes  dS  auf  die  yjer-Ebene  des 
Coordinatensystems  werden  gegeben  durch  die  Gleichungen 
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dS  =  V^l+^  dxds  =  -;--7r(irefo, 
^  sine 

dT  =  cos|dS  =  Adxds  =  (ioigidxds. 

Aus  der  geometrischen  Bedeutung  der  Grösse  Q  (x)  und  des  längs 
der  Curve  6«  zu  erstreckenden  Integrals 

/8=U{X)  fü{x)  /^U(z) 

cotgl^dxds  =:  dx  I        cotg^ds  ps^  dx  1        Ads 

ergibt  sich  die  Gleichung 

V(x) 


dQ{x)  ==  Q'{x)dx  =  dxf      Ads. 


Für  den  Flächeninhalt  S  der  Oberfläche  8  und  für  das  Volumen 
V  des  Körpers  %  ergeben  sich  hiernach  die  Ausdrücke   * 


*o 


V  =f^f%^-.^)^  ^f'mä^. 


§   2. 
Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  für  einen  oder  für  einige  Werthe 
der  Grösse  x  der  Ausdruck 

dy  dz       djs  dy' . 

dx  äs      dx  ds 

Q'(x) 
einen  von  der  Grösse  5  UDabhängigen  Werth  -jff^  besitzt. 

Unter  dieser  Voraussetzung   ergibt   sich  für  diese  Werthe   der 

Grösse  x 

ri\^)  

/       \jl+A'ds  =  ^TP(x)+Q'\x), 

In  jedem  anderen  Falle  ist  aber 

rU{x) 

/        Sjl+A'ds  >  \JlPix)  +  Q'\xl 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  setze  man 
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Ads  ^  t,     I  Vi+3*(fe  =   /  sfdF+eÜ' 


'0  •'o  •'o 

und  bestimme  einen  Winkel  o  durch  die  Gleichung 

sds+tdt 


coso  := 


so  ergibt  sich 

d(^J  Sjd^+df'-^js'+f^  =  (l-cosa})V/ä?+^^ 

eine  Formel,   deren  geometriselie  Interpretation   sich   von  selbst  dar- 
bietet und  daher  keine  weitere  Ausfuhrung  erfordert. 

Da  nun  1— coso  nicht  negativ  ist  und  nur  dann  in  dem  Inter- 
valle 0  <:  5  <:  ü{x)  beständig  gleich  0  ist,  wenn  die  Grrösse  Ä 
von  der  Variablen  s  unabhängig  ist,  so  ergibt  sich,  indem  man  auf 
beiden  Seiten  der  vorstehenden  Grleichung  zwischen  den  Grenzen 
5  =  0  und  s  =  U{x)  integrirt, 

(La)  /        Sjl+A'ds   ^    \lTr{x)  +  q\x). 

Hierbei  tritt  der  Fall  der  Gleichheit  nur  dann  ein,   wenn  für  den 
betrachteten  Werth  der  Coordinate  x  die  Grösse  A  und  mithin  auch 
die  Grösse  |  von  der  Grösse  s  unabhängig  ist. 
S[ieraus  folgt 

(I.b)  S    >   J\u\x)  +  Q''(x)dx. 


«0 


Der  Fall  der  Gleichheit  tritt  nur  dann  ein,  wenn  in  dem 
ganzen  Intervalle  x^  <z  x  <z  Xj^  die  Grösse  Ä  =  cotg  $  bloss  eine 
Function  der  Coordinate  x  ist. 

§  3.- 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  für  einen  oder  für  einige  Werthe 
der  Grösse  x  die  Curve  @x  von  einer  einzigen  geschlossenen  Linie, 
und  zwar  von  einer  Kreislinie  mit  dem  Radius  r  gebildet  wird. 
Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich  für  diese  Werthe  der  Grösse  x 

r'n  =  Q{x),        TP{x)  =  {2rnf  =  4^(0:)«, 
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In  jedem  anderen  Falle  ist  aber 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  —  mit  anderen  Worten,  um 
darzuthun,  dass  die  Kreisfläche  kleineren  Umfang  besitzt 
als  jede  andere  ebene  Figur  gleichen  Flächeninhalts, — 
kann  man  wie  folgt  verfahren. 

Um  den  Fall,  in  welchem  die  Curve  ß«  aus  mehreren  geschlos- 
senen Linien  besteht,  mit  gleicher  Einfachheit  behandeln  zu  können, 
wie  den  Fall,  in  welchem  die  Schnittlinie  Ex  von  einer  einzigen  ge- 
schlossenen Linie  gebildet  wird,  kann  man  davon  ausgehen,  dass  das 
längs  einer  gegebenen,  in  der  Ebene  6;^  liegenden  geschlossenen 
Curve  in  vorgeschriebenem  Sinne  zu  erstreckende  Integral 


/ 


seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  dieser  Curve  ohne  Veränderung 
ihrer  Grestalt  eine  Translation  ertheilt  wird,  durch  welche  dieselbe  in 
ihrer  Ebene  verschoben  wird.  Da  auch  der  "Werth  von  ds  =  \jdy*+iji^ 
hierbei  nicht  geändert  wird,  so  kann  man  jeder  einzelnen  der  ge- 
schlossenen Linien,  aus  welchen  die  Schnittfigur  Sjc  der  Ebene  6«  mit 
der  Oberfläche  95  besteht,  in  der  Ebene  ©2  eine  .«olche  Translation 
ertheilen,  dass  derjenige  Punkt  dieser  Linie,  in  welchem  die  Grösse  s 
ihren  kleinsten,  beziehungsweise  ihren  grössten  Werth  besitzt,  mit 
dem  Punkte  Ox  der  Ebene  ^x  zusammenfällt,  in  welchem  dieselbe  von 
der  iC-Axe  des  Coordinatensystems  geschnitten  wird. 

Durch  Verschiebung  der  einzelnen  Theile  der  Curve  6,  und  An- 
einanderfiigung  derselben  zu  einem  Linienzüge,  —  in  der  Weise,  dass 
längs  dieses  Linienzuges  die  Variable  s-  stetig  wachsend  alle  Werthe 
des  Intervalles  0  <c  5  <:  U(x)  annimmt  —  erhält  man  eine  einzige 
geschlossene  Linie ,  welche  mit  ß^.  bezeichnet  werden  möge.  Die 
Länge  dieser  Linie  ist  U{x). 

Bezeichnet  man  die  zweite  und  dritte  Coordinate  eines  beliebigen 
Punktes  P  der  Curve  (£x,  und  zwar  desjenigen,  welcher  dem  Werthe 
s  entspricht,  wieder  mit  y  und  Zy  so  sind  diese  Grössen  in  dem  Int^er- 
valle  0<:s<:  U{x)  eindeutige  und  stetige  Functionen  der  Variablen 
s,  welche  an  der  unteren  und  an  der  oberen  Grenze  dieses  Intervalles 
einzeln  den  Werth  0  haben. 

Das  längs  der  Linie  S«  zu  erstreckende  Integral 
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^(*).  /   de 

'0 


hft  den  Werth  Q(x). 

Man  führe  ntin  die  Bezeichnungen  ein 

und  denke  sich  in  der  Ebene  S«  über  der  geraden  Strecke  O^P  als 
Sehne  einen  Kreisabschnitt  construirt,  welcher  so  beschaffen  ist, 
dass  das  längs  des  Bogens  dieses  Kreisabschnittes  in  der  Richtung 
vom  Punkte  0^  nach  dem  Punkte  P  erstreckte  Integral 

den  Werth  fj  hat. 
Bezeichnet 
r  den,   jenachdem  %   einen  positiven   oder  negativen  "Werth   hat, 
positiv  oder  negativ  in  Rechnung  zu  bringenden  Werth  des  Ra- 
dius der  Kreisfläche,    von   welcher   der  erwähnte  Kreisabschnitt 
ein  Theil  ist, 
q)  die  positiv  'oder  negativ   in   Rechnung   zu  bringende   Bogenzahl 

des  halben  Centri winkeis  dieses  Kreisabschnittes, 
S  die  Länge  des  Bogens  dieses  Kreisabschnittes, 
so  bestehen  die  G-leichungen 

g  3=  r*(9)— -singjcos^)),        9  =  2rsin9),        fi  =  2rg?. 

Zur  Vereiniachung  der  Untersuchung  kann  man  ohne  Nachtheil 
für  die  AUgemeinheit  des  Ergebnisses  derselben  von  der  Voraus- 
setzung ausgehen,  dass  die  beiden  Grössen  q  und  ^  für  keinen  in- 
nerhalb  des  Intervalles  0<:s<:  U{x)  liegenden  Werth  der  Varia- 
blen s  zugleich  den  Werth  0  annehmen.  Wenn  nämlich  der  Fall 
eintritt,  dass  die  beiden  G-rössen  q  und  ^  für  den  dem  Intervalle 
0  <c  5  <:  U{x)  angehörenden  Werth  s^ ,  aber  für  keinen  dem  Intervalle 
8f,<s<U{x)  angehörenden  Werth  der  Variablen  8  zugleich  den 
Werth  0  annehmen,  so  kann  die  im  Folgenden  anzustellende,  auf  das 
Intervall  0  <:  s  <:  U(x)  sich  beziehende  Untersuchung  auf  das  Intervall 
8f,<s<z  ü(x)  beschränkt  werden.    Es  gilt  dann  der  Schluss 

U(x)  >  ^W{^ 
a  fortiori. 
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Zur  Bestimmung  des  nicht  ausserhalb  des  Intervalles  —  »^9)^3r 
liegenden  Werthes  der  Grösse  q>  ergibt  sich  die  transcendent^  Glei- 
chung 


^,  s          y— singjcos^p 
fvP)  —  o  ^:^i  ^ — 


2sin'9>  Q* 

Da  die  Ableitung 

'  ^^^•"'    tg9>8inV 

für  keinen  dem  angegebenen  Intervalle  angehörenden  Werth  der 
Grösse  q>  negativ  oder  gleich  0  wird,  während  die  Function  f(<p)  in 
diesem  Intervalle  alle  Werthe  von  —  oo  bis  +00  annimmt,  so  hat  die 
Gleichung 

für  jeden  Werth  der  Grösse  s  in  dem  angegebenen  Intervalle  nur 
eine  einzige  "Wurzel,  deren  Werth  sich  mit  dem  Werthe  der  Varia- 
blen s  stetig  ändert. 

Die  Grösse  r,  welche  mit  der  Grösse  9  und  der  Grösse  5  stets 
gleiches  Vorzeichen  hat,  ist  mithin  ebenfalls  eindeutig  bestimmt.   Die 

Grösse  —  ändert  sich  stetig  mit  dem  Werthe  der  Variablen  s. 
f 

In  dem  betrachteten  Punkte  P  wird  die  Curve  6,  von  der  ge- 
raden Strecke  OxP^  sowie  von  dem  Bogen  des  construirten  Elreisab- 
Schnittes  getroffen.  Wird  der  Winkel,  den  die  im  Punkte  P  con- 
struirte  Tangentß  der  Curve  (5»  mit  der  Tangente  des  den  Punkt  Og 
mit  dem  Punkte  P  verbindenden  Kreisbogens  einschliesst ,  mit  o  be- 
zeichnet, so  bestehen  die  Gleichungen 

C08Ö  =  -\i^y  —  +  ,-)coB<p+{y-^-.^^)sin<p\, 
1  r/    dy   ,     de\    .  /    de         dy\         1 

jo  j  tgy— y  j/IA  2sina>  , 

d£  =  coscDcfo,         j^     ^  .  T  <^(  —  )  = r—ds, 

tgysin'y     \r/  (>' 

!Es  ergibt  sich  also  die  Gleichung 

d($^2)  =  (1— cos«)d5. 
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Da  nun ,  wahrend  die  Grösse  s  stetig  zunehmend  alle  Werthe 
von  0  bis  U{x)  annimmt,'  der  Factor  1— coso  nicht  negativ  und  nur 
unter  einer  besonderen  Voraussetzung  beständig  gleich  0  ist,  so 
ergibt  sich  in  Folge  der  Gleichung 


— ß  rs    /  (1  —  cos  (d)  (?5 , 


dass  die  Grösse  s  =  ü{x),  die  Länge  der  Curve  K«,  im  Allgemei- 
nen grösser  ist,  als  die  Grösse  S,  welche  dem  "Werthe  s  =  TJ(x) 
entspricht. 

Für  s  =  ü{x)  wird  die  Grösse  q  gleich  0,  die  Grösse  5  erlangt 
den  Werth  Q{x)^  die  Grösse  (p  geht,  da  Q{x)  einen  positiven  Werth 
hat,    in  den  Werth  %  über,    an  die  Stelle  des  Kreisabschnittes  tritt 

eine  Kreisfläche  mit  dem  Radius  y-^Q{x),  und  die  Grösse  S  erlangt 

den  Werth  SJ^Q{x)% . 

Aus  der  vorstehenden  Untersuchung  ergibt  sich  also  die  Be- 
ziehung   

(n.a)  ü{x)>\l^Q{x)it. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass,  in  Uebereinstimmung  mit  der 
oben  ausgesprochenen  Behauptung,  der  Fall  der  Gleichheit  stets 
dann,  aber  auch  nur  dann  eintritt,  wenn  die  Grösse  r  in  dem  ganzen 
Intervalle  0  <;  s  <:  U{x)  einen  von  der  Grösse  s  unabhängigen  Werth 

\l  —Q{^)  besitzt,  wenn  also  die  in  der  Ebene  S«  liegende  Curve  ß« 

eine  Kreislinie  mit  dem  Radius    \  —Q{x)  ist.     Denn   nur   unter 

dieser  Voraussetzung  haben  die  Grössen  1— coso,  sino  in  dem  gan- 
zen Intervalle  0  <:  5  <:  'ü{x)  den  Werth  0. 

Durch  Verbindung  der  Formel  (I.b)  mit  der  Formel  (11.  a)  er- 
gibt sich 

(n.b)  S>  p\I^Q{x)ic  +  Q'\x)dx. 

«0 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  der  Fall  der  Gleichheit  nur 
^nn  eintritt,  wenn  der  betrachtete  Körper  Ä  ein  Rotations- 
körper ist,  dessen  Rotationsaxe  der  a;-Axe  des  Coordinatensystems 
parallel  ist. 

§  4. 

Man  denke  sich  nun  einen  Rotationskörper  S)  construirt, 
dessen  Rotationsaxe  mit  der  a?-Axe  des  Coordinatensystems   zusam- 
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menfäUt,  während  der  Radius  r  des  in  der  Ebene  S«   liegenden  Pa- 
rallelkreises durch  die  Gleichung 

r*Ä  =  Q{x) ,        r>0,        x^^x  =  x, 
gegeben  ist. 

Dann  ergibt  sich 

2rndr  =  Q\x)dx,        2rx\Jda^+df^  =  \/4Q{x)7c  +  Q'*{x)dx. 

Die  Grösse  des  Flächeninhalts   der  Oberfläche   des  Rotationskör- 
pers 35  wird  also  durch  das  Integral 


r\4Q{x)n  +  Q'\x)dx 


ausgedrückt. 

Man  führe  nun  die  Bezeichnung 


^ 


=  f  Q(x)dx 


ein  und  denke  sich  einen  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  dg  lie- 
genden Kugelabschnitt  construirt,  dessen  Volumen  gleich  8  ist, 
dessen  ebene  Begrenzungsfläche  den  Flächeninhalt  r'jr  =  Q(ac)  be- 
sitzt und  mit  der  Fläche  des  in  der  Ebene  6«  Hegenden  ParaUel- 
kreises  des  Rotationskörpers  2)  zusammenfällt.  Der  Flächeninhalt 
des  krummen  Theiles  der  Begrenzung  dieses  Kugelabschnittes,  der  so- 
genannten Kugelhaube,  werde  mit  j^,  der  Kugelradius  mit  B,  und 
die  Bogenzahl  des  vierten  Theiles  des  Centriwinkels ,  zu  welchem 
der  Kugelabschnitt  gehört,  mit  t  bezeichnet.  Der  Winkel,  den  die 
Tangentialebene  der  Kugelfläche  mit  der  Tangentialebene  des  Rota- 
tionskörpers in  einem  Funkte  des  gemeinsamen  Farallelkreises  ein* 
schliesst,  werde  mit  oj,  und  die  Länge  des  Linienelementes  der  Meri- 

diancurve  des  Rotationskörpers,  oder  die  Grösse  ^dic*+dr*,  werde 
mit  dl  bezeichnet. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  bestehen  folgende  ß-leichungen : 


JB  =  |Ä'3rsinV(sin*V'  +  3cos», 

r  =  222sinV'COs^, 

$  =  4i?Äsin»^, 

dfß  =  r^n  dxj         d^  =  2rn  cos  o)  dl,        (1  +  tgV)'d  (^  = 


df  dx 

coso  ==  cos  2^ -5=- +  sin  2i(? -jT  * 

al  dl 

<^t  ^       '   r^ .  dr 

sinco  ^  cos2^-3= — sm2^-=-T 

m  dl 

4sina>  ,, 

= —  at* 
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Die  Grösse  ^  ist  zu  bestimmen  ans  der  Grleichnng 

28? 

f{S>)  =  tg^  +  itg»^  =  p^, 
mit  der  Bedingung 

Da  die  Ableitung  der  Function  f{if)  den  Werth 

f\^)  =  (l  +  tgV)« 

besitzt,  welcher  immer  positiv  ist,  so  nimmt  die  Function  /'(^)  be- 
ständig wachsend  alle  Werthe  von  0  bis  oo  an,  während  ^  stetig 
wachsend  alle  Werthe  von  0  bis  |ä  annimmt.  'Aus  diesem  Grunde 
hat  die  Gleichung 

in  dem  angegebenen  Intervalle  stets  eine  und  nur  eine  Wurzel,  deren 
Werth  sich  mit  dem  Werthe  der  Grösse  x  stetig  ändert. 

Da  der  Werth  der  Grösse  ^  eindeutig  bestimmt  ist,  so  gilt  in 
Folge  der  Gleichung  r  =  2 JB  sin  ^  cos  ^  dasselbe  von  dem  Werthe  der 
Grösse  R.    Aus  der  Gleichung 


(iF  rVÄyl+(^yeto-$]  =  2r«(l-co8a>)dZ 
ergibt  sich 


r\lAQ{x)n+Q'\x)Ax  >  §. 


Lässt  man  nun  x  in  den  Werth  x^  übergehen,  so  nimmt  r  den 
Werth  0  an,   die  Grösse  ^  erlangt  den  Werth  Ja,   SJ   geht  über  in 

F,   die  Grösse  R  erlangt  den  Werth  y  — ,  und  die  Grösse  §  nimmt 

den  Werth  v^SöTV  an. 
Es  ergibt  sich  also 

(in.a)  -        pSJ^Q{x)%+Q'\x)dx  >  v^36F^. 

Der  Fall  der  Gleichheit  tritt  nur  dann  ein,  wenn  in  dem 
ganzen  Intervalle  x^<:x<:x^  cosä  den  Werth  1,  sin©  den  Werth  0, 
also  R  einen  von  der  Grösse  x  unabhängigen  Werth  hat.  In  diesem 
Falle  ergibt  sich  aber  aus  dem  zuletzt  angeführten  Systeme  von 
Gleichungen,  dass  der  Rotationskörper  S)  eine  Kugel  ist. 

8  e  h  w  A r s ,  OMannelte  AbbandlnagMi.  II.  22 
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Tritt  dieser  Fall  ein,  so  kann  der  Körper  ä  nicht  ein  Rotations- 
körper sein,  dessen  Rotationsaxe  der  x-Axe  des  Coordinatensystems 
parallel  ist;  derselbe  müsste  sonst  gleichfalls  eine  Kugel  sein,  und 
diese  Möglichkeit  ist  von  vorn  herein  ausgeschlossen  worden. 

Durch  Zusammenfassung  der  Formeln  (11.  b)  und  (ITE.a)  ergibt 
sich,   dass 

S   >    r\'4Q{x)x+Q'\x)dx    >    \/WF^ 

ist,  und  zwar  tritt  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  der  Fall 
der  Gleichheit  höchstens  an  einer,  aber  nicht  an  beiden  Stellen 
zugleich  ein. 

Es  ist  also  jedenfalls 

(m.  b)  S>  s/ÖÖV'ü, 

Hierdurch  scheint  mir  mit  Strenge  der  Satz  bewiesen  zu  sein: 
„Die  Kugel  besitzt  kleinere  Oberfläche,  als  jeder  andere  Körper 
gleichen  Volumens,  dessen  Oberfläche  von  einer  endlichen  Anzahl 
von  ganz  im  Endlichen  liegenden  Flächenstücken  gebildet  wird,  welche 
in  jedem  ihrer  Punkte  den  Charakter  einer  algebraischen  Fläche  be- 
sitzen.^ 

§5- 

Die  vorhergehende  Untersuchung  erstreckt  sich  auf  alle  ganz  im 
Endlichen  liegenden  Körper  8t,  deren  Oberfläche  von  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  gebildet  wird. 

Die  Voraussetzung  ^die  Oberfläche  des  Körpers  Ä  wird  von  ei- 
ner endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  gebildet", 
ist  nun  für  die  Schlussfolgerung  „der  betrachtete  Körper  Ä  besitzt, 
falls  er  nicht  selbst  eine  Kugel  ist,  grössere  Oberfläche,  als  eine 
Kugel  gleichen  Volumens^,  zwar  hinreichend,  aber,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  nicht  nothwendig.  Denn  der  im  Eingange  dieser 
Mittheilung  ausgesprochene  Lehrsatz  gilt,  ohne  dass  diese  einschrän- 
kende Voraussetzung  erfüllt  zu  sein  braucht,  stets,  wenn  die  Ober- 
fläche des  Körpers  91  von  einer  endlichen  Anzahl  von  ganz  im  End- 
lichen liegenden  Flächenstücken  gebildet  wird,  von  welchen  jedes 
einzelne  in  jedem  seiner  Punkte  eine  bestimmte,  mit  der  Lage  die- 
ses Punktes  auf  dem  betrachteten  Flächenstücke  sich  stetig  ändernde 
Tangentialebene  besitzt. 

Um  dies  zu  beweisen ,   braucht  man  nur  darzuthun ,    dass  jedem 
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so  beschaffenen  Körper  SÄ,  der  nicht  eine  Kugel  ist,  auf  unendlich 
mannigfaltige  Weise  ein  von  einer  endlichen  Anzahl  von  ebenen 
Flächenstücken  begrenztes  Polyeder  8*  zur  Seite  gestellt  werden 
kann,  welches  bei  gleichem  Volumen  kleinere  Oberfläche  besitzt, 
als  der  Körper  Ä. 

Denn  es  ergibt  sich,  wenn  dieser  Satz  bewiesen  ist,  bei  Anwen- 
dung der  im  Vorhergehenden  (§§  1  —  4)  durchgeführten  Untersuchung 
auf  den  Körper  ?l*,  a  fortiori  die  Schlussfolgerung,  dass  der  Körper 
8  grössere  Oberfläche  besitzt,  als  eine  Kugel  gleichen  Volumens. 

Nun  enthält  ein  Abschnitt  der  St  ein  er  sehen  Abhandlung  ^lieber 
Maximum  und  Minimum  bei  den  Figuren  in  der  Ebene,  auf  der  Ku- 
gelfläche und  im  Baume  überhaupt^  [Gesammelte  Werke  Band  ü. 
Seite  300—306]  vollständig  die  Hülfsmittel,  zu  jedem  Körper  8C  von 
der  angegebenen  Beschaffenheit,  dessen  Oberfläche  den  Flächeninhalt 
S  besitzt,  dessen  Volumen  den  Werth  V  hat,  und  der  nicht  eine  Ku- 
gel ist,  einen  Körper  W  zu  construiren,  dessen  Volumen  F'  dem  Vo- 
lumen des  Körpers  Ä  gleich  ist,  während  der  Flächeninhalt  S'  der 
Oberfläche  desselben  kleiner  ist,  als  der  Flächeninhalt  der  Ober- 
fläche des  Körpers  9[. 

Denkt  man  sich  einen  solchen  Körper  W  construirt,  so  ist  es 
auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  möglich,  nach  Annahme  zweier 
von  0  verschiedenen,  hinsichtlich  ihrer  Kleinheit  keiner  Beschränkung 
unterliegenden  positiven  Grössen  s  und  i^,  der  Oberfläche  des  Körpers 
Ä'  ein  von  einer  endlichen  Anzahl  von  ebenen  Flächenstücken  be- 
grenztes Polyeder  8"  eihzubeschreiben,  so  dass,  wenn  der  Flächen- 
inhalt der  Oberfläche  dieses  Polyeders  mit  S"  und  das  Volumen  des- 
selben mit  V"  bezeichnet  wird,  die  Differenzen  S"— S',  F"— F  dem 
absoluten  Betrage  nach  beziehlich  kleiner  sind  als  eS',  riV,  Construirt 
man  hierauf  ein  dem  Polyeder  W  ähnliches  Polyeder  Sl*,  dessen 
Volumen  F*  dem  Volumen  des  Körpers  SC  gleich  ist,  so  ist  der 
Flächeninhalt  S*  der  Oberfläche  dieses  Polyeders  kleiner  als 

Wählt  man  aber  die  Grössen  b  und  ri  von  vorn  herein  so  klein,  dass 

(!+«)'  ^  fS\' 

ist,  so  ergibt  sich  S*  <  S. 

22* 
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Es  ist  also  moglicli,  wie  behauptet  wurde,  jedem  so,  wie  angege- 
ben, beschaffenen  Körper  Ä,  welcher  nicht  eine  Kugel  ist,  ein  von 
einer  endlichen  Anzahl  von  ebenen  Flächenstücken  begrenztes  Polye- 
der Ä*  zur  Seite  zu  stellen,  welches  bei  gleichem  Volumen  klei- 
nere Oberfläche  besitzt,    als  dieser. 

Unter  allen  Körpern,  welche  dasselbe  Volumen  haben,  und  deren 
Oberfläche  die  angegebene  Beschaffenheit  besitzt,  hat  daher  die  Kugel 
die  kleinste  Oberfläche. 


Beweis  eines  für  die  Theorie  der  trigono- 
metrischen  Reihen  in  Betracht  kommenden 

Hülfssatzes. 


Siehe  die  Abbondlimg  des  Herrn  0.  Gantor:  Beweis,  daas  eine  fftr  jeden  reellen  Werth  von 
X  durch  eine  trigonometrieche  Seihe  gegebene  Function  /(«)  lioh  nur  anf  eine  einsige  Weise  in 
dieser  Form  darstellen  l&sst.    Journal  fUr  reine  nnd  angewandte  Mathematik,  Band  73,  Seite  141. 

"Wenn  eine  reelle  Function  F(x)  des  reellen,  auf  das  Intervall 
a  <  a;  <  6  beschränkten  Argumentes  x  in  der  Umgebung  jedes  diesem 
Intervalle  angehörenden  Werthes  der  Grösse  x  stetig  ist,  und  wenn 
der  Grenzwerth  des  zweiten  Differenzquotienten*)  dieser  Function 

F{x  +  a)  -2F{x)  +  Fix-a) 

aa 

für  unendlich  kleine  Werthe  der  Grösse  a  und  für  jeden  dem  Inneren 
des  Intervalles  a  <:  x  <:b  angehörenden  Werth  des  Argumentes  x 
gleich  0  ist,  so  ist  diese  Function  eine  ganze  Function  ersten  Grades. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachte  man,  mit  e  die  positive 
oder  negative  Einheit,  mit  h  irgend  eine  von  0  verschiedene  positive 
Grösse  bezeichnend,  die  Function 

• 
q>ix)  =  e[Fix)-F(a)-^{F{b)-F(a))]-^kix-a){b-x). 

Die  Function  q>(x)  ist,  sowohl  wenn  «  =  +1,  als  auch  wenn 
a  =  —  1  gesetzt  wird,  in  der  Umgebung  jedes  dem  Intervalle  a<aj<6 
angehörenden  Werthes  x  stetig  und  eindeutig;  der  Grenzwerth  des 
zweiten  Differenzquotienten  dieser  Function 

j.^  fp{x  +  a)--2(p{x)  +  q>{X'^a) 
(o=o)  cca 


*)  Yergl.  Bernhard  Biemann,  Gesammelte  Werke,  Seite  282. 


/ 


/ 


/ 
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ist  für  jeden  dem  Inneren  des  betrachteten  Intervalles  angehörenden 
Werth  des  Argumentes  x  gleich  k.  Für  die  Werthe  x  =  a  und 
a?  ==  6  hat  die  Function  q>{x)  den  Werth  0. 

Es  wird  behauptet,  dass  die  Function  <p{x)  für  keinen  dem  In- 
tervalle a  <  X  <ib  angehörenden  Werth  von  x  einen  positiven  Werth 
annehmen  kann. 

Gesetzt  nämlich,  die  Function  q){x)  nähme  für  einen  der  betrach- 
teten Werthe  des  Argumentes  x  einen  von  0  verschiedenen  positiven 
Werthan,  so  müsste  der  Werth  g  der  oberen  Grenze  aller  Werthe 
der  Function  g){x)  ebenfalls  eine  von  0  verschiedene  positive  Grösse 
sein.  Durch  Anwendung  eines  Beweisverfahrens,  von  welchem  Herr 
Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  analyti- 
schen Functionen  wiederholt  Gebrauch  gemacht  hat,  ergibt  sich  fer- 
ner, dass  die  Function  (p(x),  da  dieselbe  eine  stetige  Function  ihres 
Argumentes  ist,  diesen  Werth  g  für  mindestens  einen  dem  angege- 
benen Intervalle  angehörenden  Werth  x^  des  Argumentes  x  wirk- 
lich annehmen  müsste.  Es  wäre  demzufolge  der  Werth  q>{x^)  =  j 
der  gros  st  e  Werth  der  Function  <p{x)j  und  es  beständen  die  Bezie- 
hungen : 

a<x,<:bj     g>{x,+  a)-fp{x,)  ^  0,     <p(x^-cc)^<p{x;)  ^  0, 

9 K+  a)-2g>  (x^)  +  y  (x^—a)  ^  0. 

Die  letzte  dieser  Beziehungen  ist  aber  unvereinbar  mit  der  Eigen- 
schaft der  Function  <p{x),  dass  für  alle  Werthe  der  Grösse  a,  deren 
absoluter  Betrag  hinreichend  klein  ist,  der  Werth  des  Differenzquo- 
tienten 

y  (rgp  +  «)-2y  (x,)  +  <p  K  ~«) 

aa 

von  der  positiven  Grösse  k  beliebig  wenig  abweichen  soll.  Folglich 
ist  die  Annahme ,  dass  die  Function  y  (x)  in  dem  Intervalle  a  <  a;  <  6 
positive  Werthe  annehmen  könne,  unzulässig.  Hieraus  ergibt  sich, 
da  die  angegebenen  Schlüsse  sowohl  für  f  =  +1,  als  auch  für  «  =  — 1 
gelten,  dass  die  Grösse 

F(a;)-F(a)-|^(F(6)-F(a))  {a<x<b) 

dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist,   als  die  Grösse 

^k{x—a){b—x). 
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Da  nun  die  Grösse 

F(x)-F(a)--^{F(b)^F(a)) 

von  der  Grösse  k,  welcher  ein  beliebig  kleiner  positiver  Werth  bei- 
gelegt werden  kann,  unabhängig  ist,  so  muss  dieselbe  den  Werth  0 
haben.    Es  ergibt  sich  demzufolge  die  Gleichung 

F(x)  =  F(a)  + 1^  (F{6)  -F(a)). 

Jede  den  angegebenen  Bedingungen  genügende  Function  F{x)  ist 
demnach  eine  ganze  Function  ersten  Grades  ihres  Argumentes. 


Beweis  des  Satzes,  dass  unter  allen  einem 
spitzwinkligen  Dreiecke  eingeschriebenen  Drei- 
ecken das  Dreieck  der  Höhenfiisspunkte  den 

kleinsten  Umfang  hat. 


Nftch  einem  Maaucripte  des  YerfMiers  raent  auf  den  Seiten  728  und  729  de«  sweitan  Budee 
der  geeammelten  Werke  Jacob  Steinerne  yer<)ffenüieht  nnd  irrtiifisüich  Jacob  Steiner 
zngefchrieben. 

Unter  allen  einem  spitzwinkligen  geradlinigen  Dreiecke  ABC 
(siehe  Fig.  24)  eingeschriebenen  geradlinigen  Dreiecken  abc  hat  das 
Dreieck  aßy  der  Höhenfussptmkte  den  kleinsten  Umfang.  (Siehe  Ja- 
cob Steiner,  Gesammelte  Werke,  Band  11,  Seite  4B  No.  7  und 
Seite  238  No.  64.  11.  3.  Rudolf  Sturm,  Bemerkungen  und  Zu- 
sätze zu  Steine r's  Aufsätzen  über  Maximum  und  Minimum.  Jour- 
nal für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  96,  Seite  62.) 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  klappe  man  das  Dreieck  ABC  nm 
die  Seite  BC  um,  so  dass  es  zu  A^BC  wird,  im  Weiteren  A^BC  um 
CJ.J,  so  dass  A^B^C  entsteht,  und  fahre  mit  dem  Umklappen  in 
cyclischer  Reihenfolge  fort,  bis  noch  die  Dreiecke  A^  B^C^,  A^ B^ C^,^ 
-4,  J5j  C^ ,  -4,  B,  0,  zum  Vorschein  kommen ,  von  denen  je  zwei  auf 
einander  folgende  eine  Seite  gemeinsam  haben  und  in  Bezug  auf  die- 
selbe symmetrisch  liegen.  Das  Dreieck  aßy  der  Höhenfusspunkte 
gelangt  bei  diesem  Umklappen  nach  und  nach  in  die  Lagen  aß^y^, 
«i/^iy.»  «>Ay«»  «i/^sn»  ^zßsYAj  «^/Ji^»  ™d  zwar  liegen  die  Punkte 
^ßiVt^tßzY^^A  i^  einer  G-eraden,  so  dass  die  Länge  der  Strecke  «•••«, 
gleich  dem  doppelten  Umfange  des  Dreiecks  aßy  ist.  Wenn  nun  dbc 
irgend  ein  anderes,  dem  Dreiecke  ABC  eingeschriebenes  Dreieck  ist, 
welches  bei  den  auf  einander  folgenden  Umklappungen  nach  und  nach 
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die  Lagen  ab^c^,  a^&^c,,  a,&,o,,  ^s^s^s)  ^bK^^j  ^a^«^«  annimmt,  so  ist 
die  Länge  der  aus  geradlinigen  Strecken  zusammengesetzten  gebro- 
chenen Linie  a&|C,a,&,e^a^  dem  doppelten  Umfange  des  Dreiecks  abc 


Fig.  24. 


^^C» 


gleich.  Da  aber  BC  und  B^C^  parallel  sind  und  die  Strecken  aa 
und  a^a^  gleiche  Länge  haben,  so  ist  der  doppelte  Umfang  des  Drei- 
ecks aßy  gleich  der  Länge  der  geraden  Strecke  aa^  und  demzufolge 
kleiner  als  die  Länge  des  Linienzuges  ab^c^a^b^c^a^  oder  kleiner  als 
der  doppelte  Umfang  des  Dreiecks  abc. 


Bemerkung  zu  der  Mittheilung   des  Herrn 
Weierstrass:  Zur  Theorie  der  aus  n  Haupt- 
einheiten gebildeten  complexen  Grössen. 


Nacbriekten  ton  der  Köniffliebea  Gesellseliaft  der  WisMiifichftfteii  und  d«r  Georg-ABgaito- 
UniTeislUt  sn  Oöttingen,  Jalirgan;  1684,  Seite  516-519. 

Die  Untersuchung  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  comple- 
xen Grrössen  hat  Herrn  Weierstrass  in  einer  Mittheilung,  welche 
in  den  Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften und  der  Georg- Augusts-Universität  zu  Göttingen,  Jahrgang 
1884,  Seite  395 — 419  veröffentlicht  ist,  zu  einem  bemerkenswerthen 
Satze  geführt,  welcher  als  ein  Fundamentalsatz  dieser  Theorie  ange- 
sehen werden  kann. 

Wenn  für  ein  Gebiet  solcher  Grössen  die  arithmetischen  Grund- 
operationen den  a.a.O.  dargelegten  Gesichtspunkten  gemäss  definirt 
werden,  so  ist  es,  wie  Herr  Weierstrass  nachgewiesen  hat,  stets 
möglich,  jede  dem  betrachteten  Gebiete  angehörende  complexe  Grosse 
a  in  eine  gewisse  Anzahl  von  Componenten  a^,  a,,  ...  a^  zu  zer- 
legen, welche  beziehlich  den  auf  Seite  404 — 407  der  angeführten  Mit- 
theilung erklärten  Theilgebieten  ®j,  ®,,  .  .  ,  ®,  angehören. 

Die  Definition  dieser  Theilgebiete  stützt  sich  auf  die  vorausge- 
hende Annahme  einer  Grösse  g  mit  den  Coordinaten  l^  S,f  •  •  •  S.» 
wobei  diese  Grösse  nur  den  Einschränkungen  unterworfen  ist,  dass 
sie  kein  Theiler  der  NuU  sein  darf,  dass  die  Determinante  |  g^^  |  =  X, 
einen  von  0  verschiedenen  Werth  haben  muss,  und  dass  die  Discri- 
minante  der  Gleichung  /*(!)  =  0  nicht  gleich  0  sein  darf. 

Es  kann  nun  die  Frage  aufgeworfen  werden :  Hängt  die  Definition 
der  erwähnten  Theilgebiete  von  der  Annahme  der  Grösse  g  wirklich 
ab,    mit  anderen  Worten,    ändern   sich    die   erklärten   Theilgebiete 
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®j,  ®j,  ...  ®^  bei  anderer  Wahl  der  Grösse  g,  oder  ändern  sieh 
dieselben  hierbei  nicht? 

Im  Nachfolgenden  erlaube  ich  mir  ein  Schlussverfahren  mitzu- 
theilen,  durch  welches  diese  Frage  beantwortet  werden  kann. 

Es  sei  bei  Zugrundelegung  einer  bestimmten  Grösse 

ff  ^    2La  §a  ^a 


r  die  Anzahl  der  Theilgebiete  @o,  welche  Mannigfaltigkeiten  einer 
Dimension,  r"  die  Anzahl  der  Theilgebiete  ®^,  welche  Mannigfaltig- 
keiten zweier  Dimensionen  sind,  so  dass  r  =  r'+r^'j  n  =  r  +  2r" 
ist,  während  die  Indices  q,  6  zwei  von  einander  verschiedene  ganze 
Zahlen  bezeichnen,  von  denen  die  erste  r\  die  zweite  r"  von  einander 
verschiedene,  die  Grösse  r  nicht  überschreitende  Werthe  annehmen  kann. 
Denkt  man  sich  nun  die  Grössen  g^^^  und  die  Grössenpaare 
g(o)^  ft(")  zvL  neuen  Haupteinheiten  gewählt,  so  ist  die  Grösse  e^  be- 
stimmt durch  die  Gleichung 

e,  =  "L.g^'+Tog^^l 

[Siehe  Seite  405  (18)  der  angeführten  Mittheilung  des  Herrn  W  e  i  e  r- 
strass.] 

Es  bezeichne  jetzt  x  eine  beliebige  Grösse  des  betrachteten 
Gebietes,  es  sei  also 

so  ergibt  sich,  wenn  festgesetzt  wird,  dass  die  Bezeichnungen 

7igi-)  +  t¥^<^)    und    {n  +  ti)g^'^  (t  =  V^) 

gleichbedeutend  sein  sollen,  aus  der  Gleichung 

durch  Erhebung  beider  Seiten  in  die  v^  Potenz  die  Gleichung 

Denkt  man  sich  nun  n  aus  einer  unbenannten  Haupteinheit 
gebildete  Grössen  «,,«,,...«,  bestimmt,  welche  der  Bedingung  ge- 
nügen, dass  die  Gleichung 

besteht,  was  stets  möglich  ist,   so  ergibt  sich,  dass  die  algebraische 
Gleichung 
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im  Gebiete  der  aus  den  Hanpteinheiten  1  und  i  =  \---i  gebildeten 
gewöhnlichen  complexen  Grössen  die  Wurzeln  ij  ,  %  +  tah  Va'^ta* 
besitzt.  Es  ergibt  sich  hieraus,  weim  mit  |  eine  veränderliche,  aujsi 
einer  unbenannten  Haupteinheit  gebildete  Grösse  bezeichnet  wird, 
die  Identität 

m  =  r + ^ir*' + «.r* + •  •  •  +  ^  = 

durch  welche  die  Grössen  £^,  £,,...£.  als  ganze  homogene  Func- 
tionen der  Grössen  ri^,  i^^,  g<,  bestimmt  sind. 

Wenn  die  Coordinaten  der  betrachteten  complexen  Grösse  x  be- 
zogen auf  die  früheren  Haupteinheiten  Cj,  c,,  .  .  .  e^  mit  Ju  Si;  •  •  •  I. 
bezeichnet  werden,  so  ist  klar,  dass  die  neuen  Coordinaten  i]^,%,to 
der  Grösse  x  ganze  homogene  Functionen  ersten  Grades  der  Grössen 

li,  la,  •  •  .  I.  sind. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  im  Vorstehenden  mit  /*(|)  bezeich- 
nete Function  und  die  von  Herrn  Weierstrass  ebenso  bezeichnete 
mit  einander  übereinstimmen,  ergeben  sich  folgende  Sätze  ; 

1.  Die  mit  X^,  Xj,  .  .  .  X,  bezeichneten  ganzen  Functionen 
der  Grössen  li,  6,,  .  .  .  S»  sind  in  Folge  der  Bedingungen,  welchen 
die  Grössen  SaM  unterworfen  sind,  durch  die  Function  X^  theUbar. 

2.  Jede  Wurzel  der  Gleichung  f(j^)  =  0  im  Gebiete  der  aus  1 
und  V  —  l  gebildeten  gewöhnlichen  complexen  Grössen  ist  eine  ganze 
homogene  Function  ersten  Grades  der  Grössen  g^,  |,,  .  .  .  |,. 

3.  Die  Grössen 

sind  Theiler  der  Null,  und  zwar  hat  im  Theilgebiete  ®^  die  Compo- 
nente  von  f^{x)j  im  Theilgebiete  ®a  die  Componente  von  fa{x)  den 
Werth  0.  Wenn  die  Discriminante  der  Gleichung  /*(|)  =  0  einen 
von  0  verschiedenen  Werth  hat,  mit  anderen  Worten,  wenn  die 
Grössen  ij^,  iJo-f-Sa»,  Va—toi  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind, 
so  hat  keine  andere  Componente  der  Grössen  f^  (x) ,  fa  {x)  den  Werth  0. 
Hieraus  folgt  aber,  dass,  wenn  in  dem  Producte  der  r  Factoren 

ein  beliebiger  Factor  f^  (x)  weggelassen  wird,  das  Product  der  übrigen 
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Factoren  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  eine  von  0  verschie- 
dene, dem  Theilgebiete  ©^  angehörende  Grösse  ist. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  erklärten  Theilgebiete  ®i,  ®j, ...®, 
sich  nicht  ändern,  wenn  an  die  Stelle  der  ihrer  Definition  zu  Grunde 
liegenden  Grösse  g  =  J^aSi^a  eine  beliebige  andere  Grösse  x  =  SoSa^o 
tritt,  für  welche  die  gestellten  Bedingungen  erfüllt  sind. 

Die  zu  Anfang  dieser  Bemerkung  aufgeworfene  Frage  ist  hier- 
mit beantwortet. 


Anmerkungen  und  Zusätze  zum  zweiten  Bande. 


Elementarer   Beweis   des   Pohlk eschen    Fundamen tal- 

satzes  der  Axonometrie. 

Zusatz  eu  Seite  2,  Zeile  14  von  oben. 

Den  Pohlk  eschen  Beweis,  von  welchem  hier  die  Rede  ist,  hat 
Herr  Karl  Pelz  aufgefunden  und  im  Jahre  1877  in  dem  76ten 
Bande  der  Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Wien  veröffentlicht. 

De  superficiebus  in  planum  explicabilibus  primorum 

Septem  ordinum. 

Zusatz  zu  Seite  9,  Zeile  3 — 4  von  unten. 

Ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  hier  ausgesprochenen  Lehr- 
satzes wurde  vom  Verfasser  in  Folge  einer  von  Herrn  Charles 
Hermite  an  ihn  gerichteten  Aufforderung  ausgearbeitet;  man  sehe 
Seite  292—295  dieses  Bandes. 

Ueber  einige  Abbildungsaufgaben. 

Zusatz  zu  den  Seiten  74 — 75. 

In  Hinsicht  auf  diese  geometrische  Deutung  kann  Bezug  genom- 
men werden  auf  folgende,  in  der  Abhandlung  Jacob i's:  „Ueber  die 
complexen  Primzahlen,  welche  in  der  Theorie  der  Reste  der  5ten, 
8ten  und  12ten  Potenzen  zu  betrachten  sind^  (Journal  für  reine  und 
angewandte  Mathematik,  Band  19,  Seite  315)  enthaltene  Stelle :  „Eine 
eben  so  interessante  als  schwierige  Aufgabe  dürfte  es  sein,  dieaer 
Theilung  des  Lemniscatenbogens  in  a  +  h\]—l  Theile  und  der  Zusam- 
mensetzung   der   j9ten   Theile    des   Bogens   aus   seiner   Theilung   in 
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a  +  &V^— l  und  in  a— 6\/— 1  Theile  einen  geometrischen  Sinn  abzuge- 
winnen. Die  Geometrie  hat  in  neuerer  Zeit  mit  Glück  dem  Imagi- 
nären auch  auf  ihrem  Gebiete  einen  Platz  angewiesen;  es  ist  zu  er- 
warten, dass  sie  bei  dem  bewunderungswürdigen  Aufschwung,  wel- 
chen sie  unter  Steiner' s  Händen  genommen  hat,  sich  auch  dieser 
abstruseren  Ideen  bemächtigen  wird.^ 

Zusatz  zu  Seite  77 ^  Zeile  1—4  von  oben. 

Der  von  Herrn  Weier  st  ras  s  herrührende  Beweis  für  die  Mög- 
lichkeit der  Constantenbestimmung  stützt  sich  auf  eine  stetige  Aen- 
derung  der  Constanten  a,  6,  c,  •  •  •.  Einen  auf  demselben  Gedanken 
beruhenden  Beweis  hat  Herr  Schläfli  in  der  Abhandlung:  lieber 
die  allgemeine  Möglichkeit  der  conformen  Abbildung  einer  von  Ge- 
raden begrenzten  ebenen  Figur  in  eine  Halbebene  (Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Band  78,  Seite  63—80)  im  Jahre  1873 
veröffentlicht. 

Die  auf  den  Seiten  144—171  dieses  Bandes  abgedruckte  Abhand- 
lung des  Verfassers  verdankt  ihre  Entstehung  wesentlich  dem  Be- 
streben, für  die  Möglichkeit  der  in  Eede  stehenden  Constantenbe- 
stinmiung  einen  selbständigen  Beweis  aufzufinden. 

Zusatz  zu  Seite  78,    Zeüe  3  von  oben. 
Siehe  Seite  102—107  dieses  Bandes. 

Zusatz  zu  Seite  78j  Zeile  6  von  unten. 

In  der  Abhandlung  Sur  la  construäion  des  cartes  geographiques 
(Nouveaux  Mömoires  de  TAcadömie  Royale  des  Sciences  et  Belles- 
Lettres,  Ann^e  1779,  p.  161 — 18B)  behandelt  Lagrange  die  Auf- 
gabe: "Wenn  mit  f{u-\-ti)  und  F{u—ti)  zwei  conjugirte  Functionen 
der  beiden  conjugirten  complexen  Argumente  u  +  ti,  u—ti  bezeichnet 
werden,  alle  durch  die  Gleichungen 

a;  =  I  [f{u  +  ti)  +  F(u^ti)] ,     y  =  i  [f{u  +  ti)-F{u^ti)] 
x  +  yi  =  f(u  +  ti)f    x—yi  ==  F(m— ifi) 

vermittelten  conformen  Abbildungen  der  Ebene  u  +  ti  auf  die  Ebene 
x  +  yi  zu  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  der  Schaar 
der  geraden  Linien  u  =  const.,  beziehungsweise  t  =  const.  in  der 
Ebene  u  +  ti  eine  Schaar  von  K  r  e  i  s  e  n  in  der  Ebene  x  +  yi  entspricht. 
TJm  diese  Aufgabe  zu  lösen,   berechnet  Lagrange  die  Krüm- 
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mungen  —   und   —  der   den   Geraden  u  =  const.,    beziehungsweise 

V  ==  const.   entsprechenden   Curven   der   Ebene    x+yi  und  gelangt, 

indem  er  die  Grösse 

1 

\Jf'{u  +  ti)  r(u-ti) 

mit  £1  bezeichnet,   zu  den  Gleichungen  —  = ^7-,    —  =  -r— . 

*^       r  dt   '     Q  du 

Aus  der  ersten,  beziehungsweise  der  zweiten  dieser  beiden  Glei- 
chungen ergibt  sich,  da  der  gestellten  Forderung  zufolge  die  Grösse 
r  von  der  Grösse  w,   beziehungsweise  die  Grösse  q  von  der  Grösse  t 

nicht  abhängen  soll,    die  Bedingungsgleichung  =  0.    (A.a.O. 

Seite  173.) 

Diese  Bedingungsgleichung  fuhrt  zu  der  Gleichung 

aus  welcher  sich  ergibt,   dass  die  auf  der  rechten  und   der  linken 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  stehenden  Ausdrücke   bei  der  von 
Lagrange  in  Betracht  gezogenen  Aufgabe  derselben  reellen  Constan- 
ten, welche  mit  —  2Ä;  bezeichnet  werden  möge,   gleich  sein  müssen. 
Es  muss  also  die  Function  f  einer  Gleichung  von  der  Form 


(2)  fl-ifflX-  _ 


2k 


genügen.  Lagrange  hat  allerdings  die  zur  Bestimmung  der  Func- 
tion f  dienende  Gleichung  nicht  in  dieser  Form  aufgestellt,   sondern 

gelangt,  indem  er  =  ==  ip(u  +  ti)  setzt,  zu  der  Gleichung 

\Jf\u  +  ti) 

(3.)  ^:(^^  =  k. 

Der  Uebergang  von  der  nicht  linearen  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  (2.)  zu  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
(3.)  ist  ein  specieller  Fall  des  auf  den  Seiten  219  und  220  dieses 
Bandes  betrachteten  Ueberganges,  indem  p  =  0,  j  =  —ä;  gesetzt 
wird.    Es  ist  daher,  wenn  die  Function  f(u  +  ti)  der  Differentialglei- 

chung  (2)  genügt,  die  Function  -p==L  ein  zweites  particuläres 
Litegral  der  Differentialgleichung  (3.). 
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Wenn  nicht  von  einer  Schaar  von  Kreisen  die  Rede  ist,  son- 
dern ein  einzelner  Kreisbogen  in  der  Ebene  x  +  yi  betrachtet 
wird,  welcher  bei  der  durch  die  Function  x  +  yi  =  f{u  +  ti)  vermit- 
telten conformen  Abbildung  beispielsweise  einem  Stücke  der  Axe  des 
Reellen  ^  «=  0  der  Ebene  u  +  ti  entsprechen  soll,  so  bleiben  die  von 
Lagrange  gezogenen  Schlüsse  im  Wesentlichen  mit  der  Abände- 
rung in  Geltung,  dass  die  Gleichung  (1.)  nicht  für  ein  zweifach  aus- 
gedehntes Gebiet,  sondern  nur  längs  einer  Linie,  nämlich  längs 
eines  Theiles  der  Axe  des  Reellen  der  Ebene  u  +  tif  erfüllt  sein  muss, 
dass  demzufolge  die  Grösse 


f-Kf)'=-^^ 


nicht  nothwendig  eine  Constante  sein  muss,  sondern  eine  beliebige 
Function  des  complexen  Argumentes  u  +  ti  sein  kann,  welche  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  zu  (den  dem  betrachteten  Stücke  der  Axe 
des  Reellen  entsprechenden)  reellen  Werthen  des  Argumentes  reelle 
Werthe  der  Function  gehören. 

Nach  der  vom  Verfasser  angewendeten  Bezeichnungsweise  (siehe 
Seite  78  und  Seite 220  dieses  Bandes)  würde  der  aus  der  Lagrang e- 
schen  Untersuchung  sich  ergebende  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichung  (1.)  mit  W(f,  u  +  ti)  bezeichnet  werden  können,  wo- 
durch der  Nachweis  geführt  ist,  dass  es  möglich  ist,  in  unmittelbarem 
Anschlüsse  an  die  in  der  angeführten  Lagrang  eschen  Abhandlung 
enthaltene  Untersuchung  zu  dem  Differentialausdrucke  W  zu  gelangen. 

Gegen  die  Bezeichnungsweise  ^(s,  x)  kann  der  Einwand  geltend 
gemacht  werden,  dass  man  es  bei  diesem  Ausdrucke  nicht  mit  einer 
Function  der  beiden  Argumente  s  und  x,  sondern  mit  einem  aus 
der  Function  s  auf  gewisse  Weise  durch  Differentiation  in  Beziehung 
auf  die  Grösse  x  zu  bildenden  Differentialausdrucke  zu  thun  habe. 
Es  verdient  daher  ^ie  von  Herrn  Cayley  zur  Bezeichnung  dieses 
Differentialausdruckes  angewendete  Bezeichnungsweise 


unzweifelhaft  den  Vorzug  vor  der  vom  Verfasser  gebrauchten. 

Herr  Cayley  hat  dem  Verfasser  die  Ehre  erwiesen,  die  Benen- 
nung des  Differentialausdruckes  \s,  x\  mit  dem  Namen  des  Verfassers 
in  Verbindung  zu  bringen.    (Arthur  Cayley:   On  iJie  Schwär jgian 

Sebwarz,  Gesammelte  Abhandlungen.  U.  23 
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Derivative,  and  the  Polyhedral  Functions.  Cambridge  Philosophical 
Transactions ,  Vol.  XTTT.  Part.  I.  p.  5—68.)  Die  angeführte,  ausser- 
ordentlich reichhaltige  Abhandlung  des  Herrn  Cayley  gibt  die  von 
verschiedenen  Schriftstellern  angestellten  Untersuchungen  über  Fragen, 
die  mit  dem  Differentialausdrucke  \Sj  xl  in  Zusammenhang  gebracht 
werden  können ,  in  übersichtlicher ,  zusammenfassender  Darstellung 
wieder,  fügt  zu  den  Ergebnissen  der  Untersuchungen  Anderer  Neues 
hinzu  und  enthält  eingehende  Literaturnachweise ,  sowie  eine  voll- 
ständige Entwickelung  der  den  Differentialausdruck  [s,  x\  betref- 
fenden Verwandlungsformeln.  Aus  einer  der  von  Herrn  Cayley 
aufgestellten  Formeln,  nämlich  aus  der  Formel 


{*'^i  =  -(-£Jk*i 


ist  neuerdings  die  besonders  durch  die  Arbeiten  des  Herrn  Sylve- 
ster geförderte  Theorie  der  Reciprocanten  hervorgegangen. 

Eine  Zusammenstellung  der  Beziehungen,  welche  zwischen  dem 
von  Herrn  Schottky  (Ueber  die  conforme  Abbildung  mehrfach  zu- 
sammenhängender ebener  Flächen,  Berlin  1875,  Inauguraldissertation) 
mit  Dx{p)  bezeichneten  Differentialausdrucke ,  sowie  dem  von  Herrn 
Dedekind  (Ueber  die  elliptischen Modulfunctionen,  Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Band  83,  Seite  278)  mit  [v,  u]  bezeich- 
neten Differentialausdrucke  einerseits  und  dem  Differentialausdrucke 
\Sy  x\  andrerseits  bestehen,  enthält  die  Abhandlung  des  Herrn  E.  ß. 
Neovius:  Bestimmung  zweier  speciellen  periodischen  Minimalflächen, 
auf  welchen  unendlich  viele  gerade  Linien  und  unendlich  viele  ebene 
geodätische  Linien  liegen,  Helsingfors  1883,  Seite  14. 

Diese  Beziehungen  werden  durch  die  Grleichungen 

gegeben.  Zugleich  verweist  Herr  Neovius  auf  die  Seiten  298,  415 
und  416  der  gesammelten  Werke  Riemann's. 

Das  Werk  des  Herrn  F.  Klein:  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder 
und  die  Auflösung  der  Grleichungen  vom  fünften  Grrade,  Leipzig  1884, 
enthält  auf  den  Seiten  66  bis  82  ebenfalls  eine  zusammenfassende 
Darstellung   einiger   auf  die  Betrachtung   des  Differentialausdruckes 
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|i},  Z|  sich  stützenden  Untersuchungen.    Herr  Klein  bezeichnet  den 
Differentialausdruck  {^,  Z|  durch  [rjßg. 

Zusatss  zu  Seite  80^  Zeile  3 — 6  von  oben. 
Siehe  Abschnitt  HE  der  Abhandlung:   Ueber  diejenigen  Fälle,  in 
welchen   die  Gaussische   hypergeometrische  Reihe   eine   algebrai- 
sche  Function   ihres   vierten   Elementes   darstellt.     Seite  221 — 233 
dieses  Bandes. 

Zusatz  zu  Seite  8J2,  Zeile  8 — 16  von  oben. 
Der  Beweis  für  die  Möglichkeit  der  hier  besprochenen  Constanten- 
bestimmung   ist   für   das    Tetraeder   auf   den    Seiten  94 — 101    dieses 
Bandes,  für  beliebige  von  ebenen  Seitenflächen  gebildete  Polyeder  auf 
den  Seiten  167 — 170  dieses  Bandes  geführt. 

Zusatz  zu  Seite  82,  Zeile  5—10  von  unten. 
Siehe  Abschnitt  VI  der  Abhandlung:   Ueber  diejenigen  Fälle,  in 
welchen   die  Gauss ische   hypergeometrische  Reihe   eine   algebrai- 
sche  Function   ihres   vierten   Elementes    darstellt.     Seite  243 — 2B4 
dieses  Bandes. 

Zusatz  zu  Seite  83,  Zeile  8  von  unten. 
Der  an  dieser  Stelle   erwähnte  Beweis   ist  im  Wesentlichen  der- 
selbe ,    welcher   in    der   Abhandlung    „Zur    Theorie    der   Abbildung^ 
Seite  108 — 132  dieses  Bandes  mitgetheilt  wird. 


Notizia  suUa  rappresentazione  confonne  di  un'  area 

ellittica  sopra  un^  area  circolare. 

Seüe  102—107. 
Die  Aufgabe  der  Bestimmung  des  stationären  Temperaturzustandes 
für  die  Fläche  einer  Ellipse,  also  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

unter  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen  für  die  Fläche  einer  Ellipse, 
mittelst  elliptischer  Coordinaten  und  Fouri  er  scher  Reihen,  ist  nach 
einer  von  Herrn  Heine  dem  Verfasser  gemachten  mündlichen  Mittheilung 
bereits  in  den  von  Dirichlet  geleiteten  TIebungen  des  an  der  Uni- 
versität Göttingen  bestehenden  mathematisch-physikalischen  Seminars 

23* 
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» 

als  TJebungsaufgabe  behandelt  worden.  ;,Nur  ist^,  fügte  Herr  Heine 
hinzu,  ;,die  Beziehung  zur  conformen  Abbildung  der  Fläche  der  Ellipse 
auf  die  Fläche  eines  Kreises  damals  nicht  bemerkt  worden.^ 

In  Ergänzung  zu  den  im  Texte  und  in  den  Anmerkungen  ent- 
haltenen Verweisungen  auf  Arbeiten  anderer  Forscher  erwähne  ich 
noch  die  grundlegende  Abhandlung  des  Herrn  Carl  Neumann: 
TIeber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

(Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  59,  Seite  364.) 
Diese  Abhandlung  ist  überhaupt  für  meine  Studien  über  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung  ^0  =  0  von  grösster  Bedeutung 
gewesen. 

Zusatz  JSfU  der  Tabelle  auf  Seite  107. 

Von  Herrn  E.  R.  Neovius  ist  neuerdings  eine  Tabelle  veröffent- 
licht worden,  aus  welcher  dieWerthe  des  reellen  und  des  imaginären 

Theils  der  Function  -= —  für  die  Werthe  des  Ar^mentes 

iv  =  — r~ — CO        (w,  n  =  0,  1,  2,  •  •  •  12) 

bis  auf  4  Decimalstellen  entnommen  werden  können ,  vorausgesetzt, 
dass  co'  =  cöi,  c,  =  1,  e,  =  0,  Cg  s=  —  1  gesetzt  wird.  (E.  R.  Neo- 
vius, Darstellung  einiger  von  isothermischen  Curven  gebildeten  Cur- 
venschaaren,  Helsingfors  1887.)  Bei  der  Vergleichung  dieser  Tabelle 
mit  der  im  Jahre  1869  vom  Verfasser  veröffentlichten  hat  sich  her- 
ausgestellt, dass  die  letztere  zwei  unrichtige  Ziffern  enthielt,  welche 
bei  dem  neuen  Abdrucke  verbessert  worden  sind. 


Ueber  einen  Grenzübergang  durch  altemirendes  Verfahren. 

Seüe  133-- 143. 

Der  Grrenzübergang,  welcher  in  diesem  Aufsatze  besprochen  wird, 
ist  dem  Verfasser  seit  dem  Sommer  1869  bekannt.  Im  November 
desselben  Jahres  theüte  der  Verfasser  Herrn  Kronecker  und  eini- 
gen anderen  Mathematikern  eine  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung du  =  0  betreffende  Abhandlung  mit,  in  welcher 
von  diesem  Grrenzübergange  mehrfach  G-ebrauch  gemacht  wird. 
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Ehe  diese  Abhandlung  auszugsweise  veröffentlicht  wurde,  erhielt 
der  Verfasser  durch  die  Güte  des  Herrn  Carl  Neumann  einen  Sonder- 
abdruck von  dessen  am  21ten  April  1870  der  Königlich  Sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  vorgelegtem  Aufsatze :  ;,Zur  Theorie  des 
Logarithmischen  und  des  Newtonschen  Potentiales.  Erste  Mitthei- 
lung.^  (Berichte  der  mathem.-phys.  Classe  der  Königl.  Sachs.  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften,  Jahrgang  1870,  Seite  49 — 56.) 

Der  in  dem  letzten  Abschnitte  dieser  Mittheilung  enthaltene 
Hinweis  auf  eine  „Methode  der  Combination*,  welche  Herr 
Carl  Neumann  in  einer  folgenden  Mittheilung  darzulegen  beab- 
sichtige, liess  die  Annahme  gerechtfertigt  erscheinen,  dass  Herr 
Carl  Neumann  sich  zum  Nachweise  der  Möglichkeit,  die  partielle 
Differentialgleichung  du  =  0  für  einen  gegebenen  Bereich  vorge- 
schriebenen Bedingungen  gemäss  zu  integriren,  ähnlicher  Methoden 
bediene,  wie  derjenigen,  welche  sich  dem  Verfasser  als  „Grenzüber- 
gang durch  altemirendes  Verfahren"  dargeboten  hatte. 

Aus  diesem  Grunde  glaubte  der  Verfasser  mit  der  Veröffentlichung 
der  Ergebnisse  seiner  damaligen  Untersuchungen  nicht  zögern  zu  dürfen. 

Im  Mai  1870  hielt  der  Verfasser  in  der  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft in  Zürich  über  den  Grenzübergang  durch  altemirendes 
Verfahren  einen  Vortrag,  welcher  im  Auszuge  auf  den  Seiten  133— 
140  dieses  Bandes  abgedruckt  ist. 

Im  October  desselben  Jahres  legte  Herr  Weierstrass  eine 
ausführlichere  Mittheilung  des  Verfassers  (s.  Seite  144—171  dieses 
Bandes)  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vor. 

In  demselben  Monate  legte  Herr  Carl  Neumann  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  die  Abhandlung  ;,Zur 
Theorie  des  Logarithmischen  und  des  Newtonschen  Potentiales.  Zweite 
Mittheilung. ^  vor,  welche  in  den  Berichten  dieser  Gesellschaft,  ma- 
them.-phys. Classe,  Jahrgang  1870,  Seite  264—321,  abgedruckt  ist. 

In  dieser  Mittheüung  erklärt  Herr  Carl  Neumann,  dass  er 
auf  die  Methode,  welche  von  ihm  als  ;,dritte  Combinationsmethode^ 
bezeichnet  wird,  erst  durch  den  Aufsatz  des  Verfassers  ;,Ueber  einen 
Grenzübergang  durch  altemirendes  Verfahren^  aufmerksam  geworden 
sei.  Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  Untersuchungen  des  Herrn  Carl 
Neumann  und  des  Verfassers ,  —  soweit  dieselben  sich  auf  den 
Beweis  der  Möglichkeit  beziehen,   die  partielle  Differentialgleichung 

TT  V  +  ~^~%  *=  0  für  einen  gegebenen  Bereich  vorgeschriebenen  Grenz- 
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bedingungen  gemäss  zu  integriren,  —  zwar  hinsichtlich  des  znnächst 
ins  Auge  gefassten  Zieles,  nicht  aber  hinsichtlich  der  zur  Erreichung 
dieses  Zieles  eingeschlagenen  Wege  mit  einander  übereinstimmten. 

Die  Behauptung  des  Herrn  Carl  Neumann:  ^Während  nämlich 
Schwarz  sich  beschränkt  auf  Flächen  mit  nur  einer  Randcurve, 
und  zu  einer  solchen  Beschränkung  wohl  auch  gezwun- 
gen zu  sein  scheint  durch  den  ganzen  Gang  seiner  Unter- 
suchungen   "  (A.  a.  0.  Seite  315  und  Seite  321)   beruht   auf 

einem Irrthume.  (Man  vergleiche  z.  B.  den  Inhalt  der* auf  den  Seiten 
303 — 306  dieses  Bandes  abgedruckten  brieflichen  Mittheilung  des  Ver- 
fassers an  Herrn  F.  Klein.) 

Auf  eine  Würdigung  der  Vorzüge  einzugehen ,  welche  jede  der 
beiden  Beweismethoden,  die  von  Herrn  CarlNeumann  und  die  von 
mir  angewendete  Methode  der  Beweisführung,  darbietet,  muss  ich  mir 
versagen.  An  dem  Ansprüche  aber  halte  ich  fest,  dass  die  drei  im 
Jahre  1870  veröffentlichten  Aufsätze -(Seite  175— 190,  Seite  133— 143, 
Seite  144 — 171  dieses  Bandes)  thatsächlich  und  in  einer  für  den  Sach- 
verständigen ausreichenden  Vollständigkeit  die  Hülfsmittel  zu  einem 
Beweisverfahren  enthalten,  durch  dessen  Anwendung  alle  Sätze,  deren 
Beweis  Riemann  in  seinen  veröffentlichten  Abhandlungen  mittelst 
des  Dirichlet sehen  Princips  zu  führen  gesucht  hat,  wirklich  be- 
wiesen werden  können. 

Bezüglich  der  Anwendung  des  Grenzüberganges  durch  alterni- 
rendes  Verfahren  zur  Integration  anderer  partieller  Differential- 
gleichungen verweise  ich  auf  zwei  im  ersten  Bande  (Seite  336)  ange- 
führte Abhandlungen  des  Herrn  E.  Picard. 

Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
^^  +  -^4  =  0  unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und 

TJnstetigkeitsbedingungen, 

Seite  144—171. 

Bezüglich  dieser  Abhandlung  verweise  ich  auf  die  Bemerkungen 
zu  der  vorhergehenden  Abhandlung,  Seite  356 — 358  dieses  Bandes. 

Die  Promotionsschrift  des  Herrn  Jules  Riemann  Sur  le  pro- 
Herne  de  Dirichlet^  Paris  1888,  enthält  in  ihrem  ersten  und  dritten 
Abschnitte  eine  ausführliche  Darstellung  beziehungsweise  Bearbeitung 
des  wesentlichsten  Theiles  des  Inhaltes  der  dreizehn  ersten  Paragraphen 
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der  auf  den  Seiten  144 — 171  dieses  Bandes  abgedruckten  Abhandlung. 
Indem  ich  auf  diese  mit  Sorgfalt  und  Sachkenntniss  abjgefasäte  Pro- 
motionsschrift verweise,  bemerke  ich,  dass  ich  den  Einwand,  welchen 
Herr  Jules  Riemann  auf  Seite  3  der  Promotionsschrift  gegen  das  in 
der  Abhandlung  ,,Zur  Theorie  der  Abbildung*'  (Seite  108 — 132  dieses 
Bandes)  angewendete  Beweisverfahren  erhebt ,  für  begründet  nicht 
anerkennen  kann. 

Zusatz  zu  Seite  163,  Zeile  3  von  oben. 

Die  Einschränkung 
^wenn  für  jede  Ecke  der  Nachweis  geführt  werden  kann,  dass  es 
möglich  ist,  von  dem  Gebiete  einen  die  Ecke  im  Inneren  enthaltenden, 
einfach  zusammenhängenden  Bereich  abzuschneiden,  welcher  bis  auf 
den  Eckpunkt  selbst  conform  auf  die  Fläche  eines  Kreises  abgebildet 
werden  kann^ 
ist  mit  Absicht  gemacht  worden. 

Für  eine  von  Stücken  beliebiger  analytischer  Flächen  gebildete 
Ecke  den  in  Rede  stehenden  Nachweis  allgemein  zu  führen ,  ist 
meines  Wissens  bis  jetzt  nicht  gelungen. 

Zu  Seite  169^  Zeile  14 — 17  von  eben. 

Die  Formel ,  von  welcher  hier  Gebrauch  gemacht  wird ,  erjgibt 
sich ,    wenn  in   der  auf  Seite  190  dieses  Bandes ,  Zeile  2  von  oben, 

angegebenen  Formel  r  =  -^  gesetzt  wird.    Es  hätte   übrigens  auch 


von 


der  Formel  Qi  =  —  arc  tg  ( -^  )  Gebrauch  gemacht  werden  können. 


Mittheilung  über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die 

Gaussische  hypergeometrische  Keihe  F{a,  ß,  y,  x)   eine 

algebraische  Function  ihres  vierten  Elementes 

darstellt. 

Seite  172—174. 

Diese  Mittheilung  enthält  die  vorläufige  Ankündigung  des  Er- 
gebnisses der  auf  den  Seiten  211—259  dieses  Bandes  abgedruckten 
ausführlicheren  Untersuchung. 
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Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 


Zusatz  eu  dm  Seiten  186 — 188. 


Die  Formel 


(siehe  auch  Seite  190,  Zeile  6  von  unten)   gestattet   folgende   Inter- 
pretation. 

Es   seien   P^,  P,  Q   (siehe  Fig.  25)    drei  in   gerader   Linie 

Fig.  25.  Fig.  26. 


liegende  Punkte,  durch  welche  die  complexen  Grrossen  re^,  jRc^,  Be^  geo- 
metrisch dargestellt  werden.  Die  Länge  der  Strecke  P^P  möge  mit 
Q,  die  Länge  der  Strecke  P^Q  möge  mit  6  bezeichnet  werden.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  bestehen  die  Gleichungen: 

Q^  =  l^'-2JRrcos(^-9))  +  r^      q6  =  JS'-r», 
Bdt:Bdx  =  g:6  (siehe  Fig.  26), 

jB»-2i?rcos(T('-<p)  +  r»   ~  ^^' 

Es  ergibt  sich  demzufolge 

1    /•*'' 

Werden  zwei  Elemente  i?c7^  und  Bdx  der  Kreisperipherie,  welche 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  P^  die  in  Fig.  26  angegebene  Lage  haben, 
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als  zwei  in  Bezug  auf  den  Punkt  Pq  gegenüberliegende 
Elemente  der  Kreisperipherie  bezeichnet ,  so  ergibt  sich-  der  Satz : 
Um  den  Werth  der  Function  u  (r,  q))  für  einen  beliebigen  dem  Inneren 
der  Kreisfläche  angehörenden  Punkt  P^  zu  finden ,  denke  man  sich 
die  Werthe  der  Function  /'(^)  für  je  zwei  in  Bezug  auf  den  Punkt 
Pj,  gegenüberliegende  Punkte  P,  Q  der  Kreisperipherie  mit  einander 
vertauscht  und  für  die  auf  diese  Weise  sich  ergebende  neue  Ver- 
theilung  der  vorgeschriebenen  Randwerthe  längs  der  Peripherie  des 
Kreises  das  arithmetische  Mittel  bestimmt.  Der  Werth  dieses 
arithmetischen  Mittels  ist  der  Werth  der  Function  t*(r,  y)  für  den 
Punkt  Po. 

Unter  Benutzung  dieser  Interpretation  für  das  Poissonsche 
Integral  lässt  sich  der  in  §  5.  b  mitgetheilte  Beweis  etwas  verein- 
fachen. Man  sehe  die  Abhandlung  des  Herrn  S  c  h  1  ä  f  1  i :  Einige  Zweifel 
an  der  allgemeinen  Darstellbarkeit  einer  willkürlichen  periodischen 
Function  einer  reellen  Variablen  durch  eine  trigonometrische  Reihe. 
(Programm  der  Universität  Bern  vom  November  1874,  Seite  10 — 12.) 

ZuscAsf  ßu  Seite  189,  Zeile  1 — 4  von  unten, 
und  zu  der  Änmerhung  auf  Seite  190. 

Die  Bestimmung  eines  Werthes,  welchen  die  Grösse  u{r^^)—u(0) 
dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  überschreiten  kann,  erweist  sich 
für  gewisse  Convergenzbeweise  als  nützlich.  In  dieser  Hinsicht  ver- 
weise ich  auf  die  auf  Seite  169  dieses  Bandes,  Zeile  16  von  unten, 
gemachte  Anwendung,  sowie  auf  die  Seite  306  dieses  Bandes,  Zeile  8 — 
12  von  unten,  sich  befindende  Bemerkung. 

Die  in  der  Anmerkung  auf  Seite  190  dieses  Bandes  für  den  Fall, 
dass  der  Radius  der  betrachteten  Elreisfläche  gleich  1  ist,  angegebene 

Grenze  — ^arctgr,  welche,  wenn  die  betrachtete  Kreisfläche  den  Radius 

7t 

4(7  T 

JS  hat,  in  — ^arctg-=-  übergeht,  kann  dadurch  erhalten  werden,  dass 

fit)  gleich  +g,  beziehungsweise  gleich  —g  gesetzt  wird,  jenachdem 
die  Grösse  ^  dem  Intervalle  0  <:  ^  <:  ä  oder  dem  Intervalle  —  jt  <:  ^  <:  0 
angehört. 

Dieselbe  Grenze  hat  Herr  CarlNeumann  in  der  zweiten  Auf- 
lage seiner  „Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der  Ab  eischen 
Integrale^,  Leipzig  1884,  Seite  412—417,  auf  andere,  ihm  eigenthüm- 
liche  Weise  hergeleitet  und  diese  Grenzbestimmung   zur  Grundlage 
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für   einen  Grenzübergang   gemacht ,   für  welchen  er  •  die  Benennung 
;,gürtelf örmige  Verschmelzung^  vorgeschlagen  hat. 

Dieser  Grenzübergang  stimmt  mit  demjenigen  Grenzübergänge 
genau  überein ,  welchen  der  Verfasser  in  der  im  Jahre  1870  von 
Herrn  Weierstrass  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin  vorgelegten  Abhandlung  (siehe  Seite  164 — 166  und  Seite 
168 — 170  dieses  Bandes)  in  zwei  Fällen  angewendet  hat.  In  beiden 
Fällen  entspricht  dem  Gürtel  des  Herrn  Carl  Neumann  der  von 
den  beiden  Linien  L^  und  i,  begrenzte,  mit  T*  bezeichnete  zweifach 
zusammenhängende  Bereich. 

Herr  Carl  Neumann  hat  sich  über  dieses  Zusammentreffen 
in  anerkennenswerther  Weise  rückhaltlos  ausgesprochen.  Siehe  Be- 
richte der  math.-phys.  Classe  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft,  Jahr- 
gang 1888,  Seite  123. 

In  Betreff  der  Priorität,  welche  Herr  Carl  Neumann  a.  a,  O. 
S.  124  mir  gegenüber  in  Anspruch  nimmt,    erlaube  ich  mir  auf  den 
Zusatz  zu  der  Notiisia  sulla  rappresentaeione  confomie  di  uvC  area  dlU-  , 
tica  sopra  wn'  area  circolare,  Seite  355 — 356  dieses  Bandes,  zu  verweisen. 

lieber    diejenigen  Fälle,   in    welchen    die  Gaussische 
hypergeometrische  Reihe  eine  algebraische  Function 

ihres  vierten  Elementes  darstellt. 

9 

Seite  211—259. 
Diese  Abhandlung  enthält  neben  anderen  Untersuchungen  auch  eine 
vollständige  Lösung  der  auf  Seite  82   dieses  Bandes ,  Zeile  5 — 7  von 
unten,  angeführten  Aufgabe. 

Zu  Seite  219—220. 
Siehe  den  Zusatz  zu  Seite  78  auf  Seite  351 — 355  dieses  Bandes. 

Zu  Seite  221,  Zeile  1  von  unten. 
Diese  Verwandlungsformel  ist  ein  specieller  Fall  einer  allgemei- 
neren Verwandlungsformel 


l^'^l=(ll)(f^'^i-i^'^l> 


welche  von  Herrn  Cayley  in  der  auf  Seite  353  dieses  Bandes  ange- 
führten Abhandlung  (A.  a.  0.  Seite  8)  mitgetheilt  worden  ist;  in 
dieser  Formel  bedeutet  X  eine  Fimction  der  Grösse  x. 
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Die  auf  Seite  354  dieses  Bandes  angeführte  Inaugoraldissertation 
•des  Herrn  Schottky  (Berlin  187B)  enthält  auf  Seite  45,.  Zeile  1 
von  unten,  die  entsprechende  Gleichung 


2?«(y)  =  ^xW(^)'+A(y). 


Zusatz  zu  Seite  240,  Zeile  5—8  von  unten. 

Die  hier  betrachteten  eindeutigen  analytischen  Functionen  besitzen 
die  Eigenschaft,  bei  unendlich  vielen  linearen  Transforma- 
tionen ihres  Argumentes  in  sich  selbst  überzugehen. 
In  dieser  Beziehung  schliessen  sich  diese  Functionen  den  besonders 
durch  die  Untersuchungen  des  Herrn  Hermite*)  genauer  bekannt 
gewordenen  elliptischen  Modulfunctionen  an,  in  welche  sie  für  den 
Grenzfall  A  =  0,  |Lt  =  0,  i/  =  0  übergehen.  — 

Von  der  Betrachtung  der  im  Abschnitte  VI  untersuchten  Bereis - 
bogendreiecke  wird  durch  conforme  Abbildung  zu  der  Betrachtung 
sphärischer  Dreiecke  übergegangen,  also  zu  Dreiecken  auf  einer 
Fläche  Constanten  positiven  Krümmungsmasses,  welche  von  geodä- 
tischen Linien  dieser  Fläche  begrenzt  werden.  Ebenso  ist  es  möglich, 
von  der  Betrachtung  der  im  Abschnitte  V  untersuchten  Kreisbogen- 
dreiecke ebenfalls  durch  conforme  Abbildung  zu  der  Betrachtung  sol- 
cher Dreiecke  überzugehen,  welche  auf  Flächen  constanten  negativen 
Krümmungsmasses  liegen,  und  deren  Seiten  von  geodätischen  Linien 
dieser  Flächen  gebildet  werden. 

Bezeichnen  s  und  s^  zwei  conjugirte  complexe  Grössen  und  ist 
SS,  =  1  die  Gleichung  des  im  Abschnitte  V  betrachteten  Orthogonal- 
kreises, dessen  Inneres,  ss,  <:1,  in  Betracht  gezogen  werden  soll, 
so  gehe  man  von  der  ebenen  Fläche  dieses  Kreises  zu  einer  confor- 
men  Abbildung  derselben  auf  eine  Fläche  des  constanten  negativen 
Krümmungsmasses  —  1  über,  für  welche  das  Quadrat  der  Länge  eines 
Linienelementes  durch  den  Ausdruck 

4dsds, 


a-ss,y 


gegeben  wird.    Der  Gesammtheit  aller  die  Kreislinie  ss^  =  1  ortho- 
gonal   schneidenden  Kreise    der   Ebene    entspricht   die   Gesammtheit 


*)  Sur  la  iheorie  des  dquations  fnodulaires  et  la  risöluHon  de  Viquation  du  ein- 
quihne  degre,  Paris  1869. 
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aller  geodätischen  Linien  der  betrachteten  Fläche   constanten  negati- 
ven Krümmnngsmasses. 

Jeder  linearen  Transformation  der  Grössen  5,  s^,  welche  den  Ein- 
heitskreis unverändert  lässt ,  also  ,  —  wenn  a,  a^ ;  6,  6,  zwei  Paare 
conjugirter  complexer  Grössen  bezeichnen,  wobei  angenommen  werden 
soll,  dass  aa^  >  bb^  ist  —  jeder  Transformation 


as  +  b 

s 


b,s  +  a,  ' 


1 


bs^  +  a 


entspricht  eine  Verbiegung,  beziehungsweise  eine  Verschiebung 
der  betrachteten  Fläche  in  sich  selbst. 

Beispielsweise  entspricht  hierbei  der  Figur  16  (s.  Seite  240)  eine 
in  gewissem  Sinne  regelmässige  Theilung  der  Fläche  constanten 
negativen  Krümmungsmasses  in  dreieckige  Flächenstücke ,  welche 
sämmtlich  Biegungen  von  einander  sind  und  —  innerhalb  der 
betrachteten  Fläche  —  äIs  congruente  oder  symmetrische  Wie- 
derholungen eines  einzigen  unter  ihnen  betrachtet  werden  können. 

Auf  die'  weitere  Ausdehnung,  welche  diesen  Betrachtungen  gege- 
ben werden  kann,  gehe  ich  hier  nicht  ausführlicher  ein;  ich  be- 
schränke mich  auf  folgende  Andeutung. 

Bezeichnet  T  diejenige  zweiblättrige  Rie mann  sehe  Fläche, 
durch  welche  die  Verzweigung  der  durch  die  Gleichung 

y'  =  l-x'^\   bezw.   y'  =  1-a?'^^, 

bestimmten  algebraischen  Function  y  des  Argumentes  x  geometrisch 
dargestellt  wird,  und  führt  man  die  Grösse 

beziehungsweise  die  Grösse 

als  unabhängige  Veränderliche  ein,  —  wobei  festgesetzt  werden  soll, 
dass  die  Werthe  ^ä;  =  0,  5  =  0  ein  Paar  zusammengehörender  Werthe 
sein  sollen,  dass  in  der  Umgebung  dieses  "Werthepaares  reellen  Wer- 
then  der  Grösse  x^\  bezw.  a;'^^  reelle  Werthe  der  Grösse  s"^\ 
bezw.  5*^*,  entsprechen  sollen,  und  dass  die  ganze  Zahl  q  grösser  als 
1  sein  soll,  —  so  ist  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf  das  Innere 
einer  Kreisfläche  beschränkt,  deren  Begrenzung  eine  natürliche 
Grenze  dieses  Bereiches  bildet. 
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Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ist  nicht  allein  die 
Grösse  x*^\  beziehungsweise  die  Grösse  x'^^,  eine  eindeutige  analyti- 
sche Function  der  Grösse  s ,  sondern  dasselbe  gilt  au,ch  von  den 
Grössen  x  und  y^  und  zwar  besitzen  die  Grössen  x  und  y  für  alle  dem 
Inneren  des  betrachteten  Gebietes  angehörenden  Werthe  der  Veränder- 
lichen s  den  Charakter  ganzer  oder  gebrochener  rationaler  Functionen. 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit ,  die  vorstehende  Betrachtung  auf 
die  algebraischen  Gleichungen  von  der  Form 

auszudehnen ,  vorausgesetzt ,  dass  den  Exponenten  m,  «,  p,  q  irgend 
welche  ganzzahlige  Werthe  beigelegt  werden. 

Jeder  der  beiden  Halbebenen,  in  welche  die  Ebene  der  complexen 
Grösse  rc'^*,  x'^'^,  x^  durch  die  Axe  des  Reellen  getheilt  wird,  ent- 
sprechen unendlich  viele  Kreisbogendreiecke  in  der  Ebene,  deren 
Punkte  die  Werthe  der  complexen  Grösse  s  geometrisch  darstellen, 
und  zwar  liegen  die  Flächen  aller  dieser  Kreisbogendreiecke  ganz 
innerhalb  des  die  Seiten  derselben  rechtwinklig  schneidenden  Kreises, 
dessen  Fläche  von  den  Flächen  dieser  Kreisbogendreiecke  einfach  und 
lückenlos  bedeckt  wird. 

Werden  die  Winkel  dieser  Kreisbogendreiecke  mit  Xtc,  fiÄ,  vx 
bezeichnet,  so  sind  die  Grössen  A,  fi,  v  durch  die  Bedingung  bestinunt, 

dass  Y^,  — ,  —   die   kleinsten    ganzen   positiven   Zahlen    sind,    für 

n         ^         V  * 

welche  die  Ausdrücke 

n  n  +pq  q 


Xm  ftw  vm 

ganze  Zahlen  sind. 
Für  die  Gleichungen 

(A  =  1,  jLi  =  ^,>  =  I;  m  ein  Theiler  von  8); 

y-  =  a;(l-ll:c*-a:"), 
(A  =  ^,  f*  =  i,  V  =  1;  w  nicht  durch  11  theilbar) ; 

y«  ==  1  +  228  a;» +  494^;'^-.  228  a;" +  a;'', 
(A  =  I,  |it  =  ^,  V  =  Y ;  ♦»  ein  Theiler  von  20)  ; 

^  ^  /1^2^Sx'-'X'Y 

^         \l+2^dx'-x'l' 
(A  =  -j-,  |Lt  =  5^,  V  =  y ;  w,  w  relative  Primzahlen) ; 

lassen  sich  ganz  analoge  Betrachtungen  durchführen. 
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Es  würde  keine  Schwierigkeit  darbieten,  die  Zahl  dieser  Bei- 
spiele zu  vergrSssern;  insbesondere  gelingt  es  leicht,  algebraische 
Grleichungen.  aufzustellen,  welche,  wenn  j?,  g,  r  drei  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, den  Annahmen 


beziehungsweise 


oder 


2     JL  n     J-  41    ' 

'*'     4p  1         r     aq  1         *'     tr   1 

2    1  „    1  4,    1 


entsprechen. 

Die,  falls  A  +  ft  + 1/  <:  1  ist,  durch  Verbindung  der  im  Vorstehen- 
den angegebenen  Betrachtungen  sich  ergebende  conforme  Abbildung 
einer  Rie  mann  sehen  Fläche  T  auf  ein  ganz  im  Endlichen  liegendes 
Stück  einer  Fläche  constanten  negativen  Krümmungsmasses  ist  durch 
folgende  Eigenschaften  ausgezeichnet : 

1.  In  der  Umgebung  jedes  Paares  entsprechender  Punkte  der 
auf  einander  bezogenen  Flächen  ist  das  punktweise  Entsprechen  der 
dem  betrachteten  Paare  von  Punkten  benachbarten  Punkte  beider 
Flächen  ein  gegenseitig  eindeutiges. 

2.  Wird  die  (2(>  +  l)fach  zusammenhängende  Rie  mann  sehe 
Fläche  T  durch  2q  Querschnitte  Q  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  T'  zerschnitten,  so  liegen  alle  Punkte  des  der  Fläche  T'  ent- 
sprechenden Stückes  S'  der  Fläche  constanten  negativen  Krümmungs- 
masses im  Endlichen. 

3.  Die  analytische  Fortsetzung  dieser  conformen  Abbildung  über 
jeden  der  Querschnitte  Q  hinaus  entspricht  für  jeden  dieser  Quer- 
schnitte einer  Verschiebung  des  Flächenstückes  S'  innerhalb  der 
Fläche  constanten  negativen  Krümmungsmasses. 

Ein  bemerkenswerther  von  Herrn  F.  Klein  im  Jahre  1882  aus- 
gesprochener Satz  („lieber  eindeutige  Functionen  mit  linearen  Substi- 
tutionen in  sich.  Zweite  Mittheilung. ^  Mathematische  Annalen,  Band  20, 
Seite  49 — 51) ,  für  welchen  ein  Beweis  meines  Wissens  bis  jetzt 
noch  nicht  veröffentlicht  ist,  begründet  die  Vermuthung  der  Richtig- 
keit des  folgenden  Satzes: 

„Bezeichnet  T  diejenige  Riemannsche  Fläche,  durch  welche 
die  Verzweigung  irgend  einer  (bestimmten)  algebraischen  Func- 
tion y  des  Argumentes  x  von  höherem  Range  als  dem  Range  Eins 
geometrisch  dargestellt  wird,    so  gibt  es   stets  eine  conforme  Abbil- 
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dniig  dieser  Fläclie  auf  eine  Fläche  des  constanten  Erfimmungsmasses 
—  1,  welche  die  vorhin  angegebenen  Eigenschaften  besitzt.*' 

^Wenn  von  Verschiebungen  innerhalb  der  Fläche  abgesehen  wird, 
so  gibt  es  nur  eine  einzige  solche  Abbildung.^ 

;,Ist  die  zwischen  den  Grrössen  x  und  y  bestehende  algebraische 
Gleichung  vom  Range  q,  so  ist  die  Masszahl  des  Flächeninhalts 
eines  Stückes  S'  der  Fläche  constanten  negativen  Elrümmungsmasses, 
dessen  Elemente  zu  den  Elementen  der  B.ie  mann  sehen  Fläche  T 
in  gegenseitig  eindeutiger  Beziehung  stehen,  gleich  4(p— 1)«/ 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  führen  auf  eine  in  gewissem 
Sinne  regelmässige  Theilung  einer  Fläche  constanten  negativen 
Krümmungsmasses  in  Fundamentalpolygone,  deren  ganz  im 
Endlichen  liegende  Flächen  durch  Verschiebung  mit  einander  zur 
Deckung  gebracht  werden  können,  deren  Gresammtheit  die  (ideale) 
unbegrenzte  Fläche  constanten  negativen  Krümmungsmasses  einfach 
und  lückenlos  überdeckt. 

Ohne  Nachtheil  für  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kann 
man  annehmen,  dass  die  Seiten  dieser  Polygone  von  geodäti- 
schen Linien  der  Fläche  gebildet  werden. 

Die  Zahl  der  Seiten  dieser  Fundamentalpolygone  ist  grade;  die 
Seiten  sind  paarweise  auf  einander  bezogen;  je  zwei  auf  einander 
bezogene  Seiten  haben  gleiche  Länge. 

Nach  der  von  Herrn  Poincarö  eingeführten  zweckmässigen  Be- 
nennung (s.  Acta  mathematica,  Bandl,  Seite  14)  gehören  die  Ecken 
des  Polygons  entweder  einem  Cyclus  oder  mehreren  Cyclen  an. 

Die  Summe  der  Winkel  des  Fundamentalpolygons  in  allen  Ecken, 
welche  demselben  Cyclus  angehören,  beträgt  2«. 

Betrachtet  man  ein  diesen  Bedingungen  genügendes  Fundamen- 
talpolygon  als  gegeben,  so  lässt  sich  durch  das  vom  Verfasser  ent- 
wickelte Beweisverfahren  für  die  durch  (ideale)  Zusammenfügung  je 
zweier  auf  einander  bezogener  Seiten  des  Fundamentalpolygons  ent- 
stehende geschlossene  Fläche,  welche  ebenfalls  als  eine  Rie mann  sehe 
Fläche  bezeichnet  werden  kann,  —  vorausgesetzt,  dass  diese  Fläche 
(2(>+l)fach  zusammenhängend  ist  —  (ebenso  wie  für  die  auf  einer  Ebene 
ausgebreiteten,  (2p +  1) fach  zusammenhängenden  Riemann sehen  Flä- 
chen) die  Existenz  von  2q  von  einander  linear  nicht  abhängenden 
Functionen  beweisen,  welche  sich  für  diese  Fläche  verhalten,  wie  die 
reellen  Theile  von  zu  dieser  Fläche  gehörenden  Abel  sehen  Litegra- 
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len  erster  Art.  T)ie  Existenz  von  zu  dieser  Fläche  gehörenden  Ab  ei- 
schen Integralen  erster,  zweiter,  dritter  Art,  sowie  von  algebraischen, 
ebenso  wie  diese  Fläche  verzweigten  Functionen  ergibt  sich  auf  ana- 
loge "Weise,  wie  in  Riemann's  Theorie  der  Ab  eischen  Functionen. 

Die  von  Herrn  Poincarö  ausgesprochene  Behauptung,  dass  die 
Anwendung  des  vom  Verfasser  entwickelten  Beweisverfahrens  auf 
solche  Fundamentalpolygone  an  die  Bedingung  geknüpft  sei,  es  lasse 
sich  das  Fundamentalpolygon  in  zwei  symmetrische  Hälften  theilen 
(s.  Acta  mathematica.  Band  1,  Seite  294),  beruht,  wie  aus  dem  Vor- 
stehenden hervorgeht,  auf  einem  Irrthume; 

Die  Untersuchungen  der  Herren  Beltrami,  Poincarß  und 
F.  Klein  auf  dem  Grebiete  der  im  Vorstehenden  berührten  Fragen 
enthalten  werthvoUe  Beiträge  zur  Weiterführung  der  Riemann- 
schen  Functionentheorie ;  ich  verweise  auf  folgende  Schriften  dieser 
Grelehrten : 

E.  Beltrami,    Saggio   di  interpetrazione  della  gemnetria  non-eudidea. 

Griornale  di  Matematiche,  vol.  VI.    Napoli  1868. 

H.  Poincarö,   Sur  le$  Fonctions  Uniformes  qui  se  reproduiseni  par 
des    Suhstitiäions   Lineaires.     Mathematische   Annalen,   Band   19, 
Seite  553—564.    1881.    Band  20,  Seite  52—53.     1882. 
Fünf  Abhandlungen  in  dem  Isten,  3ten,  4ten  und  5ten  Bande   der 
Acta  mathematica.    1882 — 1884.    . 

F.  Klein,     Ueber  Riemann's  Theorie  der  algebraischen  FuncHonm 

und  ihrer  Integrale.    Leipzig  1882. 
Ueher  eindeutige  Functionen  mit  linearen   Transformationen  in  sich. 

Erste  Mittheilung.    Mathematische  Annalen,  Band  19,  Seite  565 — 

568.   1882.  Zweite  Mittheilung.  Mathematische  Annalen.  Band  20, 

Seite  49—51.    1882. 
Neue  Beiträge  zur  Biemann sehen  Functionentheorie.    Mathematische 

Annalen,  Band  21,  Seite  141—218.     1882. 

Essai  d'une  d^monstration  d'un  th^oreme  de  Gdom^trie, 
r^dig^  sur  rinvitation  de  M.  Charles  Hermite. 

Seite  292—295. 
Der  in  diesem  Aufsatze  mitgetheilte  Beweis  bezieht  sich  auf  die 
Behauptung,  welche  auf  Seite  9  dieses  Bandes,  Zeile  3 — 4  von  unten, 
ausgesprochen  ist. 
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Sur  une  d^finition  erron^e  de  Faire  d'une  surface  courbe. 

Seite  309—311. 

Dass  die  Serretsche  Definition  des  Flächeninhalts  eines  Flächen- 
stückes unrichtig  sei,  habe  ich  in  einem  am  19ten  und  20ten  Decem- 
ber  1880  geschriebenen  Briefe  Herrn  Angel o  Genocchi  mitgetheilt. 
Unter  Anderem  enthielt  dieser  Brief  auch  die  Mittheilung ,  dass  ich 
ein  Beispiel  besitze,  für  welches  die  Oberfläche  des  eingeschriebenen 
Polyeders  unendlich  gross  werden  könne. 

In  einem  folgenden  Briefe  vom  25ten  und  26ten  desselben  Monats, 
in  welchem  ich  Herrn  Grenocchi  für  meine  inzwischen  erfolgte  Er- 
nennung zum  correspondirenden  Mitgliede  der  Turiner  Akademie  mei- 
nen Dank  aussprach,  sandte  ich  Herrn  Genocchi  ein  aus  zusammen- 
gefaltetem Papier  hergestelltes  Modell  der  in  Figur  23  auf  Seite  311 
dieses  Bandes  veranschaulichten  Polyederoberfläche. 

Herr  Genocchi    antwortete:    {Turin  ^  4  janvier  1881) Je 

conviens  aussi  avec  vous  sur  Vinexactilude  de  la  definition  que  M,  Serret 
a  donnee  de  Taire  d'une  portion  de  surface  courbe.  —  Votre  modele  est 
tres-hien  faxt,  et  je  vous  rentercie  vivement  de  la  peine  que  vous  avez  prise. 
Mais  quant  ä  la  possibilite  d^augmenter  indefiniment  la  somme  (des  aires) 
des  faces^  fai  encore  besoin  d^un  texte  explicatif. 

Ausser  dem  wesentlichen  Inhalte  der  auf  den  Seiten  307  und  308 
dieses  Bandes  abgedruckten  Mittheilung  theilte  ich  in  einem  am  8ten 
Januar  1881  geschriebenen  Briefe  Herrn  Genocchi  die  von  ihm  ge- 
wünschte Erläuterung  mit. 

Herr  Genocchi  antwortete:  (Turin ^  13  janvier  1881)  — 

Becevez  aussi  mes  remerdments  sinceres  pour  les  explications  que  vous 
m'avez  donnees  sur  votre  modele.  Elles  sont  tout-a-fait  claires  et  convain- 
cantes. 

Später  schrieb  mir  derselbe  Gelehrte :  (Turin,  26  mai  1882) 

Gest  precisement  Mr.  PeanOy  qui  m'amene  ä  vous  parier  d'un  autre  sujä. 
Devant  aborder  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  il  s^est  apergu  que  la 
definition  d'une  aire  courbe  donnee  par  Serret  n'etait  pas  bonne,  et  m'a 
explique  les  raisons  qui  ne  lui  permätaient  pas  de  Vadopter,  Älors  je 
Vai  informe  du  jugement  que  vous  en  aviez  porte  dans  plusieurs  de  vos 
lettres  (20  et  26  decembre  1880 ,  8  janvier  1881) ,  ce  qui  Va  beaucoup 
interesse. 

Nachdem  Herr  Genocchi  die  auf  den  Seiten  307  und  308  dieses 
Bandes  abgedruckte  Mittheilung  der  Königlichen  Akademie  zu  Turin 

Schwan,  Oessrnmelte  Abhuidlnngeii.  U.  24 
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vorgelegt  hatte,  schrieb  mir  Herr  Grenocchi:  (Turins  28  juillä  1882) 

tTai  regrette  de  n'avoir  pu  prSsenter  aussi  les  remarques  qui  fai- 

saient  partie  aussi  de  la  merne  lettre  sur  la  deßnition  de  Vaire  Sune  sur- 
face  courhe.  J'espere  que  vous  vouäres  bien  me  les  envoyer  pour  Vouver- 
iure  de  nouvd  an  academique,  et  je  vous  prie  instamment  de  Je  faire. 
Gar  le  sujet  est  fort  importanty  et  je  vois  quHl  y  a  peu  de  personnes  qui 
soupgonnent  le  vice  des  deßnitions  usitees. 

Herr  Herrn  ite,  von  Herrn  Genocchi  auf  die  Unrichtigkeit  der 
S  er  r  et  sehen  Definition  des  Flächeninhalts  eines  krummen  Flächen- 
stückes aufmerksam  gemacht ,  wünschte  in  dem  zweiten  Abdrucke 
seines  während  des  2ten  Semesters  1881 — 82  an  der  Sorbonne  vor- 
getragenen Cours  eine  bezügliche  Bemerkung  zu  machen  und  wandte 
sich  deshalb  an  den  Verfasser.  Der  letztere  übersandte  Herrn  H  e  r  m  i t  e 
die  auf  den  Seiten  309 — 311  dieses  Bandes  abgedruckte  Mittheüung  mit 
der  Bitte,  Herrn  S  e  r  r  e  t  von  dem  Inhalte  derselben  Kenntniss  geben 
zu  woUen. 

Zugleich  übersandte  der  Verfasser  Herrn  Grenocchi  in  Folge 
des  von  demselben  ausgesprochenen  Wunsches  diese  neue  Fassung  der 
früheren  Mittheilung  und  liess  auch  zum  Drucke  der  Figur,  welche 
zur  Erläuterung  dieser  Mittheilung  dienen  sollte ,  eine  Druckplatte 
herstellen ,  dieselbe ,  welche  zum  Drucke  der  Figur  23  auf  Seite  311 
dieses  Bandes  gedient  hat.  Von  dieser  erhielt  Herr  Grenocchi  eine 
auf  galvanoplastischem  Wege  hergestellte  Copie. 

Da  Herr  Her  mite  dem  Verfasser  die  Ehre  erwies,  die  ganze 
Mittheilung  in  den  zweiten  Abdruck  seines  Cours  aufzunehmen,  so 
unterblieb  die  Vorlegung  derselben  an  die  Königliche  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Turin,  welche  Herr  Grenocchi  beabsichtigt  hatte. 

Aus  einem  Briefwechsel,  welcher  sich  an  eine  von  Herrn  Peano 
neuerdings  gemachte  Mittheilung  {Rendiconti  della  Reale  Accademia  dd 
Linceiy  Vol.  VF,  T  Semestre^  Seduta  del  19  gennajo  1890,  pag.  55.)  an- 
geschlossen hat,  habe  ich  erfahren,  dass  dieser  talentvolle  Gelehrte, 
ohne  von  meiner  Herrn  Grenocchi  gemachten  Mittheilung  Kenntniss 
zu  haben,  dasselbe  Beispiel  bereits  in  einer  im  Mai  1882  an  der  Tu- 
riner Universität  gehaltenen  Vorlesung  mitgetheilt  hat. 
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